Tehtiava

Todistus:

Olkoon f'derivoituva funktio vililld [a,b/, f(a) = 0 ja |f'(x)| < M|f{x)| jollain vakiolla M > 0 ja
kaikilla x L Ja,b/. Todista, ettd f{x) = 0 kaikillax L /a,b].

Oletetaan, etti on olemassa piste ¢ LI Ja,b], jolle f{c) > 0. Koska fon derivoituva, niin se on
my6s jatkuva. Niin ollen on olemassa luku d, LI /0,¢/, jolle f{x) > 0, kun d, < x <c.

Olkoon nyt
A={d|0<d<c f(x)>0 kund<x<c}jae=infA4

eli yhtapitavasti joukolle 4 ja pisteelle e pétee, ettid
1. e on A:n erés alaraja ja
2. mikéédn e:td suurempi luku ei voi olla joukon 4 alaraja.

Osoitetaan, etti funktio £ on positiivinen vililli Je,c/. Timin osoittamiseksi olkoon x, Ll Je,c].
Koska x, > e, niin x, ei voi olla joukon 4 alaraja. Jos kaikilla x LI A4 pitee x > x, niin x, olisi
joukon 4 alaraja. Koska nin ei ole, niin on olemassa x LI 4, jolla x < x,. Pisteen x avulla
voimme péétella sen, ettd x, kuuluu sellaiselle vilille /e, c/, jolla funktion farvot ovat
positiivisia, joten f{xg) > 0.

Koska funktio fon jatkuva, niin f on jatkuva myos pisteessé e. Koska funktio f on my6s
derivoituva, niin voimme paitella, ettd f{x) — f(e), kun x — e oikealta. Talloin funktion
arvolla e on f{e) > 0.

Nyt on néytettdvi, ettd f(e) = 0. Jos e = a, asia on kunnossa. Tehdéén antiteesi e > a tai f(e) >
0. Koska e on joukon 4 alaraja, niin kaikillax LI A4 pitee x > e. Osoitetaan, ettd on olemassa x
i A, jollax < e. Olkoon x = e-r, misséd r > (. Koska f(e) > 0, niin on olemassa sellainen » > 0,
jolla ffe-r) > 0. Mutta nythén e-r < e. Tdma on ristiriita oletuksen e = inf A kanssa. Joten ei ole
olemassa pistettd x, joka olisi pienempi kuin e joukossa 4. Ei siis voi olla, ettd f{e) > (. Téstd
seuraa, ettd e = q. Siispa antiteesi on ristiriitainen ja f(e) = 0.

Miéiritellddn sitten g(x) = fix)e™>, kunx L [a,b]. Nyt

g'x) = (F(x) - Mfx))e™,

kunx U /ab]. Koska f(x) > 0 vililla Je, ¢/, on télla vélilla

S ) =IF')| =Miftx)| = Mfix)

ja siis my0s g'(x) < 0. Funktio g on titen viheneva vililld [e,c/. Aiemmin huomattiin, ett f(e)
= (), joten g(e) = 0. Koska g on vidhenevi vililld [e,c/, on g(x) <0, kun e <x <. Téstd seuraa,
ettd f{x) <0, kun e < x <c¢. T4mi on ristiriita. Néin ollen ei voi olla pistetti ¢ LI ]a,b/, jolle

J1) > 0.

Vastaavasti voidaan paitelld, ettd ei voi olla olemassa pistetti ¢ LI /a,b] , jolla f{c) < 0.
Oletetaan nimittiin, ettd on olemassa piste ¢ LI Ja,b], jolle f{c) < 0. Tilloin saadaan vili, jolla
fon negatiivinen, jonka vasemmassa pédtepisteessd on /= 0 ja jolla g on kasvava (nyt
tarvitaan arviota Mf(x) = -M|f(x)| <f'(x), joka seuraa oletuksista). Niin ollen f{x) > 0 koko télla
valilld, mikd on ristiriita oletuksen f{c) < 0 kanssa.

Ainoa mahdollisuus on, ettd f{x) = 0 kaikilla x U /ab].



