Toisen asteen yhtalon ratkaiseminen

Keskustelupalstalla oli http://solmu.math.helsinki.fi/palautteet /2001 /syys2001.html Toms
Tukiaisen kysymys toisen asteen yhtalon ratkaisukaavan johtamisesta. Hieman hammaste-
lin, etta sita ei koulussa ole esitetty, mutta uskottavahan se on.

Kysyja viittaa Fero Saksmanin mainioon kirjoitukseen kolmannen asteen yhtalosta, jossa
kaytetaan toisen asteen yhtalon ratkaisukaavaa.
http://solmu.math.helsinki.fi/2000/2/saksman/

Kuten Saksman mainitsee, toisen asteen yhtéalon ratkaisukaavan johtaminen on olennaisesti
yksinkertaisempaa kuin kolmannen. Ainoa “syvallisempi” piirre liittyy kompleksilukuihin,
jotka myo0s tassa toisen asteen yhtalon tapauksessa astuvat luontevasti nayttamolle.

Reaaliluvuissa pitaytyvaa lukijaa ajatellen voidaan kysymys asettaa myos puhtaasti niita
koskevana, jolloin ratkaisukaava antaa kaksi, yksi tai ei yhtaan reaalijuurta.

Yksinkertainen erikoistapaus

Toisen asteen yhtaloa voidaan lahestya vaiheittain aloittamalla ensin kaikkein yksinkertai-
simmasta. Olkoon yhtialémme aluksi vaikkapa 22 = 3, jonka ratkaisut ovat z; = V/3 ja
Ty = —/3. Kirjoitamme yhtélon muotoon

-3 = 0. (1)

Seuraavaksi siirramme yhtalon vasenta puolta kuvaavan paraabelin huipun pisteeseen x =
2, ts. katsomme vaikkapa yhtéaloa

(x—22-3 = 0. (2)

Ratkaisun voimme kirjoittaa taas suoraan:

(z—2)=%V3eli ©; =243, z,=2—3. (3)



Erikoistapauksesta yleiseen

Toisen asteen yhtalon yleinen muoto on
ar® +bxr +c =0,
josta jakamalla kertoimella a saadaan muoto

2 +pr+q=0

(Jakaminen on luvallista, koska a # 0, muutenhan kyseessé ei olisi toisen asteen yhtélo).

Peruskaava, johon koko ajan nojaamme, on binomin nelion kaava:

(a+b)? = a® + 2ab + b*

Tamén mukaan auki kerrottuna yhtalo (2) tulee muotoon

2’ —4dr+4=3 (4)

Kysymys on nyt siitd, miten pddsemme téastd muodosta takaisin edelliseen muotoon (2).
Tassa tapauksessa meidan tarvitsee vain osata lukea binomin nelion kaavaa takaperin.
Vasemmalla on lukujen x ja —2 neliét ja niiden kaksinkertainen tulo (—4x), siitd saamme
binomin nelién (z — 2)2.

Yleinen paattely esimerkin avulla

Enta, jos yhtalomme olisikin esimerkiksi

2 +3r+1=0 (5)

Talloin yritimme jarjestiaa vasemmalle puolelle binomin nelion. Meilld on nelio: z2, joten
toinen luku on x. Kaksinkertainen tulo on 3z, joten toisen luvun on oltava g, jonka nelio
on % Siispa lisdiamme tdméan luvun yhtaloon puolittain ja siirramme yliméaraisen termin
1 oikealle puolelle, jolloin saamme:
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Jarjestimme néin vasemman puolen binomin nelidksi (z + %)2, joten olemme muokanneet
yhtalon muotoon

3, 5

Tasta saamme ratkaisut neliojuuren otolla, kuten edella:

3 1 3 1
n=—3+5V5 m=—5-5V5

Ylla olevassa esimerkissa kayttamamme menettely on nimeltdan nelioks: taydentaminen.
Sen voimme yhta hyvin tehda mielivaltaisten kertoimien tapauksessa.

Ratkaisualgoritmimme on nyt periaatteessa valmis, voimme aina tehda ylla kuvatun ne-
lioksi taydentamisen ja saamme tehtavan palautumaan neliojuuren ottoon.

Voisimmeko siis lopettaa tdhdn? Muuten kylld, mutta entd jos yhtalon oikea puoli on
negatiivinen?

Jos haluamme rajoittua reaalilukuihin, voimme todeta, etta silloin yhtalolla ei ole ratkai-
suja, eihan minkaan luvun nelié ole negatiivinen.

Kompleksijuurista

Palatkaamme ensimmaéiseen yhtaloomme muuttaen sen oikea puoli —1:ksi. Siis 22 = —1,
eli
2 +1=0.

Vasemman puolen kuvaaja sijaitsee kokonaan x-akselin ylapuolella joten leikkauspisteita
x-akselin kanssa ei ole.

Reaalista ratkaisua ei ole, mutta nytpa voimmekin laajentaa lukualuetta, jolta ratkaisua
etsimme. Voi tuntua epareilulta saantéjen muuttamiselta kesken pelin, mutta tallaiset kat-
santokannan laajentamiset ovat hyvin usein matematiikassa osoittautuneet erinomaisen

hedelmallisiksi.

Otamme kayttoon kompleksiluvut, jotka voidaan méaaritella reaalilukujen pareina ja havain-
nollistaa lukusuoran sijasta tason pistejoukkona. Lyhyt katsaus kompleksilukujen peruso-
minaisuuksiin on http://solmu.math.helsinki.fi/2000/2/saksman,/ Saksmanin kirjoituksen
lopussa.



Kompleksialueella voidaan ottaa neliojuuri myos negatiivisista luvuista, tapana on merkita
i = +/—1. Tason pisteend i = (0, 1), eli y-akselin yksikkopiste.

Palaamme yleista tilannetta kuvaavaan yhtaloémme (5) lisédmélla vasemman puolen va-
kiotermin riittavan suureksi, jotta kuvaaja on kokonaan x-akselin ylapuolella, esimerkiksi

2?4+ 3z +3=0. (6)

Kompleksiluvuilla lasketaan muodollisesti samoin kuin reaaliluvuilla, kunhan kaytetaan
saantoa v/ —1 = 7. Ottamalla tama huomioon ja menettelemalla muuten ylla esitetylla
tavalla, saadaan

Yleinen muoto

Nyt voimmekin esittaa yleisen menetelman yhtalon

P +pr+qg=0
ratkaisemiseksi. Jotta saamme binomin nelion vasemmalle, on lisdttava puolittain luku
(3
Pprtg=0 <= 2 4pr+(EP+g= (2 = @+5 =3P g

Nyt vain otamme neliojuuren. Lopullinen kaava on siten:

Juurrettavana olevaa lauseketta (5)? — ¢ kutsutaan diskriminantiksi, merkittdkoon sité

D:1la. Ratkaisujen lukumaaran suhteen naemme kaavasta, etta reaalisia ratkaisuja on 2, jos
D > 0 ja yksi, jos D = 0. Tapauksessa D < 0 ei reaalisia ratkaisuja ole. Kompleksitasossa
niita on kaksi ja ne saadaan kirjoittamalla juurrettavaksi —D ja ottamalla ¢ eteen tekijaksi.

Jaakoon lukijalle harjoitustehtdviksi lausua kertoimet p ja ¢ yhtdlon az® + bxr +c¢ = 0
kertoimien a, b, ¢ avulla ja johtaa néain kaavan toinen yleisesti kaytetty muoto.

8.10.2001, Heikki Apiola



