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Vauhtia enemmaéan kuin alya
Padkirjoitus

Kuulin taannoin jadkiekko-ottelun katsomossa jonkun
vanhemmanpuoleisen katsojan luonnehtivan pelid sa-
noen siind olevan vauhtia enemmén kuin &lyéd. Luon-
nehdinta oli tilanteesta varsin osuva, mutta luonneh-
dinta olisi monessa muussakin tilanteessa osuva. Olen
itse syyllistynyt tdhidn matematiikkakilpailuissa vield
aktiivisesti kilpaillessani, itse asiassa viimeisissd olym-
pialaisissani. Laskin ankarasti ja yritin todistaa kaiken-
laisia asioita geometrian tehtavissé. Oliko tassd mitdan
jarked, onkin ihan toinen juttu. Olisi ehké kannattanut
pyséhtya hetkeksi ja ajatella.

Tarpeettoman usein matematiikan tehtévia lahdetdan
ratkaisemaan tavalla, joka on kémpelo. Valitaan en-
simméinen tapa, joka mieleen juolahtaa, eikd mietita
lainkaan, onko se hyvé tai ndppéara tapa. Téméan jal-
keen lasketaan pitkddn ja ankarasti. Tamé ei tieten-
kéddn ole védrin — on aina hyvéd osata ratkaista tehté-
va. Tama kuitenkin usein tarkoittaa sitéd, ettd laskut
menevat tarpeettoman hankaliksi tai véilivaiheita tulee
enemman kuin olisi tarve.

Hyva esimerkki on téstd erindisissi joustavuustesteis-
séikin kitytetty tehtdvi 5 (z + 2) + 3 (z 4 £) = 16. Jos
taméan ratkaisee yhdistdmalld ensin vasemman puolen
termit: 8 (w + %) = 16, sitten jakaa puolittain kahdek-
salla ja lopulta laskee x = 2 — %, ovat laskut varsin mu-
kavia. Sen sijaan, jos tehtédvin ratkaisemisen aloittaa
avaamalla vasemman puolen sulut, jolloin kéasiteltavé-
né on yhtélo 5z + % +3x + % = 16, ovat laskut paljon
epamiellyttavampié ja laskuvirheiden riski kasvaa.

Klassinen virhe ylioppilaskokeissa on prosenttikorotuk-

sen poiston laskeminen vadrin. TAmaé tulee vastaan esi-
merkiksi ALV-laskuissa. Jos tiedetdén, ettd elintarvik-
keiden ALV-kanta on 13,5 % ja maitolitra maksaa kau-
passa 1,68 euroa, niin hinta ilman arvonlisdveroa ei ole
1,68 (1 — 0,135) vaan 11”16385. Tama on toki yleinen vir-
hekasitys prosenttilaskennassa, mutta mietin silti, etta
on tédssdkin vain laskettu miettimétta, mité oikeasti ta-

pahtuu.

Kevaalld 2026 ylioppilaskokeessa piti laskea Skotlannin
lipun valkoisen alan osuus.

5,8cm

~"13,5cm

3,5cm

5,8cm

Tamd kuva oli ylioppilaskokeessa.

Lipussa on valkoinen kulmasta kulmaan menevéa risti,
jonka pinta-alan laskeminen ei ole ihan helppoa. Val-
koisen osan voi tdydentédd osin péallekkéaisiksi suunnik-
kaiksi, jolloin pitda viela laskea pééallekkéisen suunnik-
kaan ala. Lipun valkoiset osat voi my6s hieman ove-

sisallysluetteloon



4 siséllysluetteloon

Solmu 1/2026

lammin hahmottaa kahdeksaksi suunnikkaaksi ja suo-
rakulmioksi tai vaikka neljéksi suunnikkaaksi, joista on
poistettu suorakulmaisia kolmioita ja keskustan suora-
kulmaisista kolmioista muodostuvaksi osaksi. Tapoja
siis on, mutta valkoisen kautta laskemallakin kannat-
taa alussa vdhentdd vauhtia ja pysdhtyd miettimaén.
Usein ensimmaéiseksi mieleen tulevat tavat eivét ole ne
nappéarimmat. Merkittavésti helpompaa on itse asiassa
laskea tdysin muuta reittid. Lipun muu osa nimittéin
koostuu sinisistd kolmioista. Niiden pinta-alan laskemi-

nen on helppoa. Tédmén jéalkeen valkoisen osan laskemi-
nen onnistuu vahennyslaskulla.

Usein tehtévan aluksi olisi kiva lahted laskemaan vauh-
dilla, jos tehtédvéstd saa mitddn otetta siitd, mitéd voi-
si laskea. Usein kuitenkin tehtédvin alussa kannattai-
si vihentdd vauhtia ja hetki pohtia sitd, mitd kaikkea
oikeasti on tehtavissa, millaisia reitteja ratkaisuun on
kéytettavissd ja miké reitti on kokonaisuutena kétevin.

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
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Laiskajaakon geometriaa
Tuomas Korppi
Johdanto

Kuten lukija varmaan tietdéd, ympyréassa kehdkulma on
puolet vastaavasta keskuskulmasta. Todistuskaan ei ole
vaikea. Tutkitaan Kuvaa 1.

Kuva 1: Kehdkulmalause.

Kulma BAC on kehdkulma, ja BOC on keskuskulma.
Kolmiot AOB ja AOC ovat tasakylkisid, ja kulmien
AOB ja AOC summa on 360° — ZBOC, mista seuraa,
ettd ZOAB + ZOAC + ZOBA + ZOCA = /ZBOC.
Mutta LZOAC = ZOCA ja LOAB = ZOBA. Siis
/BAC = ZOAB + ZOAC = Z/BOC/2.

Mutta enté, jos kuvio on kuten Kuvassa 27

=]

Kuva 2: Vino kehdakulma.

Nyt sama todistus ei pdde. Normaalisti klassisessa geo-
metriassa laiska todistaja tyytyy yhteen tapaukseen
eikd ala tekemédn jokaista tapausta erikseen. Téssé
artikkelissa todistamme teoreeman, joka monessa ta-
pauksessa antaa formaalin oikeutuksen télle laiskan
geometrikon piintyneelle tavalle.

Harppi- ja viivoitinkonstruktiot

Klassisessa geometriassa kaikki konstruktiot tehdéan
harpilla ja viivoittimella. Tamé tarkoittaa sitd, etta
niissé toistetaan vain seuraavaa viittd askelta.

e Kun kaksi pistettd on annettu, suoran piirtdminen
niiden kautta.

sisallysluetteloon
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e Kun pisteet A ja B on annettu, sellaisen ympyran
piirtdminen, jonka keskipiste on A ja jonka keha kul-
kee pisteen B kautta.

o Kun kaksi sellaista suoraa on annettu, jotka eivét ole
yhdensuuntaisia, niiden leikkauspisteen ottaminen.

e« Kun on annettu ympyra ja suora, jotka leikkaavat,
niiden leikkauspisteiden ottaminen.

o Kun on annettu kaksi ympyréé, jotka leikkaavat, nii-
den leikkauspisteiden ottaminen.

Kaikki klassisen geometrian konstruktiot voidaan
suorittaa toistamalla yll& olevia viittd askelta.
Klassikkoteos, joka kertoo, mikd kaikki né&illa
askeleilla on mahdollista, on FEukleideen Alkeet
(https://www.gutenberg.org/ebooks/21076). Esimer-
kinomaisesti luettelemme joitain onnistuvia operaa-
tioita.

o Janan keskipisteen konstruointi.

e Jos on annettu suora ja piste sen ulkopuolella, pis-
teen kautta kulkevan normaalin piirtdminen suoral-
le.

e Jos on annettu ympyra ja piste sen ulkopuolelta,
tangentin piirtdminen ympyrélle pisteen kautta seka
tangeerauspisteen 10ytdminen (muutenkin kuin ym-
pyrdn ja suoran leikkauspisteend; tdméa on térkedd
meiddn kannaltamme).

e Jos on annettu jana ja piste sen ulkopuolelta, sellai-
sen ympyran piirtdminen, jonka keskipiste on annet-
tu piste ja sdde annetun janan pituus.

e Jos on annettu kolmio, ympyréiden piirtdminen kol-
mion sisddn ja ympari.
¢ Kulman puolittaminen.

Tunnettu esimerkki operaatiosta, joka ei valttdméatta
onnistu ylla mainituilla viidella operaatiolla, on kulman
jakaminen kolmeen yhté suureen osaan, ja siksi téallais-
ta kulman kolmijakoa ei esiinny klassisen geometrian
tehtavissa.

Reaalianalyyttiset funktiot

Olkoon V avoin vali, eli joko R, ]a, 0o[, | —00, b[ tai Ja, b[.
Téassd kappaleessa tutkimme reaalianalyyttisid funk-
tioita f: V — R. Annamme muodollisen mééritelman,
mutta sitd ei tarvitse ymmartaa. Kaikki tarvittava re-
aalianalyyttisistd funktioista sisdltyy Teoreemoihin 2,
3 ja 5 seké Korollaariin 4.

Maaritelma 1. Funktio f: V — R on reaalianalyyt-
tinen, jos jokaisella xo € V on avoin vili V' C V,
zo € V' ja kertoimet a;, i € N, joille kaikilla x € V'
patee

flz) = Zai(z —z0)"
i=0

Seuraavien teoreemojen todistukset sivuutamme, kos-
ka ne ovat yliopistokamaa.

Teoreema 2. Seuraavat funktiot ovat reaalianalyytti-
S1G.
o Vakiofunktiot.

e sin, cos ovat reaalianalyyttisia koko R:ssa, tan on re-
aalianalyyttinen sellaisilla vdleilld, joissa se on jat-
kuva.

o« T —I.
o x5 1 kun lihtdjoukkona on joko ]—oo, 0[ tai]0, ool.
e Identtinen funktio x — x.

e T+ a”, missd a > 0 on vakio.

Teoreema 3. Jos f, g ovat reaalianalyyttisii funktios-
ta, niin seuraavat ovat myds reaalianalyyttisic funktioi-
ta olettaen ettd kyseiset funktiot on mddritelty.

o fIU (f:n ldhtdjoukon rajoittaminen pienempddan
avoimeen vdliin).

« x> fg(x)).

« 2 f(z) +9(2).

« x> f(z)g(x).

o x> f1(x) olettaen, etti f on injektio ja sen deri-

vaatta on kaikkialla nollasta eroava.

Lisdksi seuraava pétee: Jos f: V — R ja V;:t ovat avoi-
mia valeja, joille | JV; =V ja f|V; on reaalianalyytti-
nen jokaisella i, niin tdlloin f on reaalianalyyttinen.

Korollaari 4. Seuraavat funktiot ovat reaalianalyytti-
8ia.

oz 2",

o x>\, kun z > 0.

e Trigonometristen funktioiden arkusfunktiot, kun ldh-
tajoukkoina ovat sopivat avoimet wvdlit.

o x> f(x) — g(x), kun f,g ovat reaalianalyyttisia.

oz — f(x)/g(x), kun f,g ovat reaalianalyyttisii ja
madrittelyvalilli g(x) # 0.

Todistus: x™ = x X --- X x, joten ensimmaisen pyké-
lan tulos seuraa siitéd, ettd kahden reaalianalyyttisen
funktion tulo on reaalianalyyttinen.

Nelijuurta koskeva tulos seuraa edellisesté kappalees-
ta ja siitd, ettd reaalianalyyttisen funktion ké&nteis-
funktio on reaalianalyyttinen.

Kolmas kohta seuraa samoin siitd, ettd reaalianalyyt-
tisten funktioiden kédénteisfunktiot ovat reaalianalyyt-
tisia.

Kaksi viimeistd kohtaa seuraavat siitd, ettd f(x)

gm(w) = f(@) + (—9(2)) ja f(x)/9(z) = f(x)(l/g(w);

sisdllysluetteloon
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Koko homma téssé artikkelissa perustuu seuraavaan
teoreemaan:

Teoreema 5. Olkoot f,g: V — R reaalianalyyttisid.
Oletetaan, ettd on olemassa avoin vali V! C 'V, jol-
le f(x) = g(x) kaikille x € V'. Tdlloin f(z) = g(x)
katikilla x € V.

Harppi- ja viivoitinkonstruktioiden reaa-
lianalyyttisyys

Olkoon V vili ja R? taso. Olkoon p € R2. Merkitdin
p:n koordinaatteja p, ja p,. Sanomme, ettd f: V — R?
on reaalianalyyttinen, jos ¢ — f(t), ja t — f(t), ovat
reaalianalyyttisid. Ajattelemme ¢:t4 aikaparametriné.
Néin ollen, jos f on maéaritelty kuten edelld, sanom-
me, ettd piste f varioi reaalianalyyttisesti parametrin
t suhteen.

Harppi-ja viivoitinkonstruktioissa pisteiden avulla kon-
struoidaan suoria ja ympyroité, joiden leikkauspisteita
kéytetdan jatkokonstruktioihin. Seuraavaksi todistam-
me, ettd jos suorien ja ympyroiden méarittelyssa kéy-
tetyt pisteet varioivat reaalianalyyttisesti parametrin ¢
suhteen, myos saadut leikkauspisteet varioivat reaali-
analyyttisesti parametrin ¢ suhteen.

Teoreema 6. Olkoon p,q,r,s pisteitd tasossa, jotka
variotvat reaalianalyyttisesti parametrin t suhteen niin,
ettd kaikissa vaiheissa p # q ja r # s, ja lisdksi mis-
sddn vaiheessa pisteiden p,q ja pisteiden r,s mddrit-
telemdt suorat eivdt ole yhdensuuntaisia. Tdlléin suo-
rien letkkauspiste variot reaalianalyyttisesti parametrin
t suhteen.

Todistus: Suorien leikkauspisteen z-koordinaatti on

(pry - py%c)("":c - Sz) - (px - qx)(T;cSy - Tysx)
(Pr — qu)(ry — 8y) — (Py — @) (rz — 5z)
ja y-koordinaatti
(P2Gy — Pya)(ry — 8y) — (Py — @) (T2Sy — Tysz).
(Pz — @) (ry — 8y) — (Py — @) (e — 5z)

N&éhdaan, ettd ndméa funktiot saadaan koottua reaali-
analyyttisistd alkeisfunktioista operaatioilla, jotka séi-
lyttavit reaalianalyyttisyyden. [

Teoreema 7. Olkoon p,q,r,s pisteitd tasossa, jotka
variotvat reaalianalyyttisesti parametrin t suhteen niin,
ettd kaikissa vaiheissa p # q ja r # s, ja lisiksi pistei-
den p,q maddarittelemdlld suoralla ja pisteiden r (kes-
kipiste) ja s (kehapiste) mddrittelemdlld ympyrdlld on
kaksi leikkauspistettd. Tdlloin kumpikin leikkauspiste
variot reaalianalyyttisesti parametrin t suhteen.

Todistus: Maaritelladn

dy = Gz — Da,

dy:qy_py7

dr = \/d% + dZ,
_7‘90)( _Ty) (qe — 72

\/( —712)? + (sy —1y)?,

sgn(z) =1, jos x > 1,sgn(x) = —1, jos z < 1.

D = (px )(py —1y),

Nyt leikkauspisteiden x-koordinaatit voidaan kirjoittaa

y)dgy/ R2d2 — D2

d2

Dd,, + sgn(d

ja y-koordinaatit

~Dd, %|dy| /B ~D? |
T
a2 v

Huomaa, ettd itseisarvofunktio ja sgn-funktio eivéat ole
reaalianalyyttisid. Purkamalla kaavat auki kuitenkin
nidhdéén, ettd silloin kun dy ei vaihda merkkidén, saa-
daan reaalianalyyttinen funktio. Tehtdvinannossa y-
ja x-koordinaattien roolit ovat symmetriset, joten kaa-
voista voidaan johtaa myos sellaiset versiot, joissa sgn-
ja itseisarvofunktioiden sisdlld on d,. Koska d. ja dy
eivit voi olla yhtaikaa nollia (tdlloin ne eivit médrai-
si yksikésitteistd suoraa), jompaa kumpaa kaavaparia
voidaan aina kéyttdd. Niinpé lauseen viite seuraa Teo-
reeman 3 "Liséksi”-pykalésta.

Kahdessa viimeisessé kaavassa juurilausekkeiden sisuk-
set ovat positiivisia, jos ja vain jos ympyrélla ja suoralla
on tasmalleen kaksi leikkauspistetta. [J

Teoreema 8. Olkoon p,q,r,s nelji pistettd, jotka va-
rioivat reaalianalyyttisesti parametrin t suhteen niin,
ettd koko ajan p # q ja r # s. Olkoon S pisteiden p
(keskipiste) ja q (kehdpiste) mddriama ympyrd ja S’
vastaavasti pisteiden r,s mddradmd ympyrd. Oletam-
me, ettd ympyrdilld on koko ajan kaksi leikkauspistet-
ta. Talloin ympyroiden S,S’ leikkauspisteet varioivat
reaalianalyyttisesti parametrin t suhteen.

Todistus: Olkoon
Ry =/le — p2)? + (g — 2y)?.
R2 = \/(Sw — ’f'z>2 + (xy — Ty)Q,

d= \/ pw - ra: (py - Ty)27

fZT’

e Jm
Nyt leikkauspisteiden z-koordinaatit ovat

12 h
a(rz _paz) + E(

Ty _py) + Pz

sisallysluetteloon
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ja y-koordinaatit

l h

E(Ty - py) + g(rr 7pm) + py.

Kaavat auki purkamalla ndhdééan, ettd ne méaarittelevét
reaalianalyyttiset funktiot. Juurilausekkeiden sisukset
ovat positiivisia, jos ja vain jos ympyroilla on kaksi leik-
kauspistetta. [

Paatulos

Todistamme téssa luvussa artikkelin padtuloksen. Idea
on siis se, ettd meilld on ajassa liikkuvia pisteitd, joi-
hin teemme harppi- ja viivoitinkonstruktion. Koska pis-
teet, joihin konstruktio tehdéén, liikkuvat ajassa, myos
konstruktio liikkuu ajassa. Kuitenkin kaikkina hetki-
néd konstruktio on tehty samalla tavalla. Sen jélkeen
todistamme, ettd kaikki konstruoidut pisteet ja niista
reaalianalyyttisilld kaavoilla johdetut numeeriset arvot
varioivat reaalianalyyttisesti aikaparametrin suhteen.
Erityisesti, jos joku numeerinen arvo pysyy vakiona ly-
hyenkin aikavilin, se sdilyy vakiona koko tarkastelujak-
SOm.

Lemma 9. Olkoon S suora, p piste suoralla ja q suo-
ran suuntainen vektori. Nyt S = {p+tq | t € R}, ja
piste p+tq variotr reaalianalyyttisesti parametrin t suh-
teen kayden lapt koko suoran.

Todistus: p + tqg:n x-koordinaatti on p, + tq,, eli reaa-
lianalyyttinen, ja p + tg:n y-koordinaatti on p, + tgy,
eli reaalianalyyttinen. [J

Lemma 10. Olkoon S ympyrd, jonka keskipiste on p
ja sdade r. Talloin voidaan mddritelld piste q ympyrin
kehdltd, joka varioi parametrin t suhteen reaalianalyyt-
tisesti ja kdy ldpi koko ympyrdn

Todistus: Selvasti g, = py +1 cos(t) ja g, = p, +rsin(t)
toimii. [J

Maaritelma 11. Olkoot p; pisteitd tasossa ja S suora
tai ympyrd tasossa. Olkoon p piste suoralla tai ympy-
ralla S, p varioi reaalianalyyttisesti parametrin t suh-
teen. (Tdllainen on olemassa kahden edellisen lemman
perusteella.) Olkoon K harppi- ja vitvoitinkonstruktio
pisteista p, (p;);. Huomaa, etti valid, jolla t on mdadri-
telty, saatetaan joutua rajoittamaan, ettd suorille saa-
taisiin varmasti leikkauspisteet, suorille ja ympyréille
kaksi leikkauspistettd ja ympyroille kaksi leikkauspistet-
ta, silloin kun ko. leikkauspisteiden halutaan kuuluvan
konstruktioon. Rajoituksia t:hen voidaan joutua teke-
madn myds siksi, ettd halutut suorat ja ympyrdt olisi-
vat varmasti madriteltyjd.

Talloin sanomme, ettd K on varioiva systeems.

Olkoon K varioiva systeemi, ja p, (p;):,t kuten varioi-
van systeemin méaaritelmaéssa.

Teoreema 12. Jokainen K :n konstruktioon otettu pis-
te varioi reaalianalyyttisesti parametrin t suhteen.

Todistus: Piste p varioi oletuksena reaalianalyyttises-
ti parametrin ¢ suhteen, ja jokainen p; on vakiofunktio
parametrin ¢ suhteen, ja vakiofunktiona reaalianalyyt-
tinen. Viite seuraa edellisen luvun lauseista induktiivi-
sesti, kun induktio tehddén samassa jérjestyksessé kuin
K:n konstruktio. [

Huomautus 13. K:n mddritelmdssd on vain yksi suo-
raan t:n mukaan varioiva piste p. Loppujen varioivien
pisteiden variointi seuraa siitd, ettd ne on saatu harppi-
ja vitvoitinkonstruktiolla p:sta.

Useimmissa tapauksissa tamd riittad, mutta rajoitus on
epdolennainen: Nditd suoraan varioivia pisteitd voi ol-
la useampikin, kunhan ne varioivat reaalianalyyttisesti
saman parametrin t suhteen, ja todistus on tdssd ta-
pauksessa than sama.

Korollaari 14. Olkoon q,r kaksi pistetta K :ssa. Tdl-
loin nitden etdisyyden nelié varioi reaalianalyyttisesti
parametrin t suhteen.

Todistus: Etdisyyden nelit saadaan reaalianalyyttisella
kaavalla (r, — q,)? + (ry — g,)?. O

Korollaari 15. Olkoon q,r kaksi pistettd K :ssa. Tdl-
loin nitden etdisyys varioi reaalianalyyttisesti paramet-
rin t suhteen silld oletuksella, ettd variointivdlilld p #

q.
Todistus: Etdisyys saadaan kaavalla
Ve =002+ (ry — )%

joka on reaalianalyyttinen, jos p # ¢ variointivalilla. [J

Korollaari 16. Olkoon q,r,s kolme pistettd K :ssa,
q # r,s koko ajan. Talloin pisteiden r,q mddardamdn
suoran ja pisteiden s, q madaradman suoran vdlinen kul-
ma varioi reaalianalyyttisesti parametrin t suhteen olet-
taen, ettd suorat eivdt ole yhdensuuntaisia.

Todistus: Olkoon v vektori, jonka alkupiste on ¢ ja lop-
pupiste 7, ja v’:n alkupiste vastaavasti g ja loppupiste
s. Nyt v-v" = |v|[v'| cos o, missd « on kyseinen suorien
valinen kulma.

Muokkaamalla
v-v
« = arccos(——
(\v\ Iv’l)

ja purkamalla pistetulojen ja vektorien pituuksien kaa-
vat auki ndhdadn, ettd a:lle tulee reaalianalyyttinen
kaava. Toinen suorien véalinen kulma on 180° — «, eli
sekin on reaalianalyyttinen. [J

Korollaari 17. Olkoon p,q,r pisteiti K:ssa, p # q,r.
Olkoon v vektori, jonka alkupiste on p ja loppupiste q,
ja v vastaavasti p:lle ja r:lle. Olkoon a vektorien v, v’
valinen etumerkillinen kulma valilla |—180°, 180°[. Tdal-
loin o varior reaalianalyyttisesti parametrin t suhteen.

sisallysluetteloon
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Todistus: Kun « € ]0°,180°[, se varioi reaalianalyytti-
sesti edellisen korollaarin perusteella.

Oletetaan, ettd o € ]—180°,0°[. Jos nyt S on wvn
ja v:n maaradmien suorien vélinen kulma, se edelli-
sen lemman perusteella varioi reaalianalyyttisesti. Nyt
a = —pf, eli a varioi reaalianalyyttisesti.

Olkoon nyt a € |—90°,90°[, ja k tasoa vastaan kohti-
suorassa oleva yksikkévektori. Nyt

- v XV

ksina = ——-.

|v][v’]

Purkamalla oikean puolen kaavat auki ndhdéddn, et-
ta sin a:lle saadaan reaalianalyyttinen kaava ¢, ja siis
a = arcsin ¢ varioi reaalianalyyttisesti parametrin ¢

suhteen. Nyt korollaari seuraa Teoreeman 3 ”Lisédksi”-
kohdasta. [J

Huomautus 18. Samaan tapaan voidaan todistaa,
ettd vektorien v ja v’ wdlinen kulma varioi reaali-
analyyttisesti silloin, kun sen ajatellaan olevan vdlilld
10°,360°].

Korollaari 19. Seuraavat patevdt:

e Olkoon ¢, ¥ reaalianalyyttisid kaavoja, joissa esiin-
tyy muuttujina K pisteiden x- ja y-koordinaatteja.
Jos on olemassa avoin vdli V siten, ettd ¢ =, kun
t on valilla 'V, yhtdlé ¢ = ¢ pdtee koko t:n mddrit-
telyvdlilla.

e Olkoon ¢,v kaksi realianalyyttisti kaavaa, joissa
estintyy muuttujina K:n etdisyyksien nelioitd, etdi-
syyksid ja kulmia. Jos on olemassa avoin vdli V', jol-
le @ =, kun t on valilla V , yhtdlo ¢ = 1 pdtee koko
t:n mddrittelyvalilld.

o Olkoon ¢ reaalianalyyttinen kaava, jossa esiintyy
muuttujina K:n etdisyyksien neliditd, etdisyyksid ja
kulmia. Jos on olemassa avoin vdli V' siten, ettd ¢
on vakio, kun t on vdlilld V', kaava ¢ on vakio koko
t:n madrittelyvdlilla.

Todistus: Todistetaan ensimmaéinen véite. Selvésti ¢ ja
1 varioivat reaalianalyyttisesti parametrin ¢ suhteen.
Nyt vaite seuraa Teoreemasta 5.

Keskimmaéinen véaite on ensimméisen erikoistapaus, jo-
ten se patee myos.

Viimeinen véite seuraa keskimmaéisestéd, koska vakio-
funktio on reaalianalyyttinen. [J

Korollaari 20. Olkoon q,r kaksi (eri tavalla kon-
struoitua) pistettd K:ssa. Jos on olemassa avoin vdli
V siten, ettd ¢ = r, kunt € V, pditee ¢ = r koko t:n
mdarittelyvalilla.

Todistus: ¢ = r, jos ja vain jos ¢:n ja r:n etdisyyden
nelié on nolla. Niinpa véite seuraa edellisesta korollaa-
rista. [

Korollaari 21. Olkoon S’, 5" kaksi suoraa K :ssa. Jos
S’ ja 8" ovat yhdensuuntaisia, kun parametri t on jol-
lain vdlilla V', niin 8" ja 8" ovat yhdensuuntaisia kai-
killa parametrin t arvoilla.

Todistus: Lisatdédn K :hon suora L, joka on kohtisuoras-
sa S’:44 vastaan. Nyt S’ ja S” ovat yhdensuuntaisia,
jos ja vain jos L on kohtisuorassa S’:44 vastaan. Siis
vaite seuraa Korollaarista 19. [J

Huomautus 22. Korollaarien 14-21 tapaisia korollaa-
reja saa todistettua lisidkin. Kattavan listan tekeminen
niistd on mahdotonta, joten jatko jdatetddn lukijan mie-
likuvituksen varaan.

Esimerkkeja

Seuraavaksi tutkimme, kuinka teoriaamme voi sovel-
taa. Kéymme siis ldpi geometrian tuloksia, joiden todis-
tuksissa on tapaustarkasteluja. Teemme yhden tapauk-
sen perinteisella tavalla ja selitimme, kuinka teoriam-
me hoitaa muut tapaukset. Vaikka selitykset ovat sa-
naméaraisesti pitkid, ideat, jotka niissé selitetdén, ovat
yksinkertaisia.

Esimerkki 1. Palataan johdannon tapaukseen. Olete-
taan, ettd Kuvassa 8 ZBOC < 180°.

Kuva 3: Kehdkulmalause.

Kun B:ta, C:td ja ympyrdd pidetddin paikallaan, ja A:ta
litkutetaan hiukan ympyrdn kehdd pitkin, johdannon
konstruktio on mahdollinen, ja ZBAC = ZBOC/2.
Olkoon nyt K kuten alemmassa Kuvassa 4.

sisdllysluetteloon
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Kuva 4: Kehdkulmalauseen todistus.

Edelleen B, C ja ympyra ovat kiinteitd, ja A litkkuu
kehdd pitkin. Koska /BAC saa vakioarvon /BOC/2
pienelld avoimella wvdlilld, Korollaarin 19 perusteella
ZBAC saa vakioarvon ZBOC/2 koko ylemmalld ym-
pyrankehalld B:sti C:hen. (Huomaa, ettd A ei kuiten-
kaan voi hypdtd pisteiden B tai C yli, koska maiden
pisteiden kohdalla kulma BAC' ei ole mddritelty.)

Esimerkki 2. Olkoon ABC kolmio ja S sen ympdri
ptirretty ympyrd. Olkoon a = BC sivu. Halutaan todis-
taa a/sin(A) = 2R, missi R on ympyrin S sdide, ja O
keskipiste.

Oletetaan ensin, etti a ei ole ldvistijd, ja A sijait-
see pisteiden B,C erottamalla suuremmalla kaarella.
Nyt kehdkulmalauseen nojalla ZA = (1/2)£BOC, jo-
ten a/2 = Rsin A, joten a/sin(A) = 2R pditee aina,
kun A sijaitsee suuremmalla kaarella.

Olkoon sitten ABC' annettu kolmio, ja S, R kuten edel-
ld. Olkoon nyt C' ldhelld B:td, niin, ettdc A sijaitsee
BC’:n erottamalla suuremmalla kaarella, ja C',C si-
jaitsevat samalla AB:n erottamalla kaarella. Olkoon
a’ = BC’ jana. Nyt C':a voidaan liikuttaa edellisen
kappaleen nojalla hiukan niin, ettd o'/ sin(£(C'AB)) =
2R paitee koko ajan. Liikutetaan C' ympyrin kaarta
pitkin pisteeksi C' niin, etta C' ei mene A:n tai B:mn
yli. Koska o' /sin(£LC'AB) wvarioi reaalianalyyttisesti,
se sdilyy vakiona 2R. Kun C' = C, saadaan vdite.

Esimerkki 3. Jatketaan vield kehikulmalausetta. Jos
A on B:n ja C:n rajoittamalla lyhyelld kaarella, kehd-
kulmalause pdtee edelleen, kun kulman BOC' ajatellaan
olevan yli 180 astetta. Tamdn tapauksen kdsittelemisek-
st ajatellaan kulma BOC Huomautuksen 18 mukaisesti
vdlille ]0°, 360°].

Olkoon A, B, C mielivaltaiset kolme pistettd ympyrin S
kehdlld. Valitaan C' liheltd B:td niin, ettd A on B:n ja
C':n rajoittamalla pidemmdlld kaarella, ja C,C’ ovat
samalla A:n ja B:n rajoittamalla kaarella. Edelld todis-
tetun perusteella 2/ BAC' = ZBOC’, kun C’:a litkute-
taan hiukan, joten 2/ BAC’' = ZBOC" pitee myds, kun
C" liikutetaan C':ksi, mikd todistaa kehdkulmalauseen
tayden tapauksen.

Esimerkki 4. Meilld on Kuvan 5 tapaus, ja halutaan
todistaa AP - BP = CP-DP.

Kuva 5: Pisteen potenssi ympyrdn suhteen.

Kulmat ADC ja ABC ovat janan AC kehdkulmina yh-

td suuria. Siis kolmiot ADP ja CBP ovat yhdenmuo-

toisia, mistd saadaan % = %, mistd vdite seuraa.

Oletetaan sitten, ettd ollaan Kuvan 6 tapauksessa.

P

c

Kuva 6: Pisteen potenssi, kun piste on ympyran ulko-
puolella.

Piirretddn pisteestd P jana j ympyrdn sisdlle niin, et-
td se kulkee janojen PB ja PC wdilissd. Olkoon alussa
P’ = P ja litkutetaan piste P’ janaa j pitkin ympy-
rin sisddn. Olkoon A’ ja D’ suorien P'B ja P'C ja
ympyran leikkauspisteet. Kun P’ on ympyrin sisdssd,
pitee edelld todistetun perusteella (A’P')? - (BP')? =
(CP"? . (D'P")2. Siis Korollaarin 19 nojalla AP? -
BP? = CP?. DP?, misti seuraa AP-BP = CP-DP.
(Huomaa, etti konstruktiossa pisteiden etdisyydet kdy-
vat nollan kautta, joten pitad kayttid etdisyyksien ne-
liGitd. )

Esimerkki 5. Meilla on vino pentagrammi eli viisisa-
karainen téhti. Se koostuu viidestd janasta, mutta kaik-
ki janat eivdt ole yhtd pitkid, eivdtkd kaikki sakaroiden
kdrjissd olevat kulmat yhtd suuria. Todistettava, ettd
sakaroiden kdrjissd olevien kulmien summa on kuiten-
kin tdsmalleen 180 astetta.
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Kuva 7: Vino pentagramms.

Jos olemme Kuvan 7 tapauksessa, todistus on selvd.
Suorakulmaisista kolmioista saadaan f + b+ ¢ = 90°
ja a+e+d=90° Laskemalla nimd yhteen saadaan
haluttu tulos a +b+c+d+e+ f =180°.

Kuitenkin, jos pentagrammi on riittGvin vino, a voi ol-
la kdrjessa A kulman b sisdlla tai kulma b kdrjessa C
kulman f sisdlld, joten konstruktio ei toimi yleisesti.

Olkoon nyt ABCDE mielivaltainen vino pentagrammi.

Oletetaan, ettd sivu BE on vaakasuorassa ja kdirki A
sen yldpuolella. Asetetaan kuvan padlle sddannollinen
pentagrammi A'B'C'D'E’, jolle A’ = A ja suorat BE
ja B'E' yhtyvit. Olkoon kaikilla X = A,B,C,D,E
symboli jx jana X'X, ja olkoon silli piste px, joka
litkkuu tasaisella nopeudella pisteestd X' pisteeseen X,
kun t litkkuu 0:sta 1:een. (Katso Huomautus 13.)

Ajatellaan kaikissa kdrjissd olevia kulmia etumerkilli-
sing (Korollaari 17), ja alussa ja lopussa ne ovat posi-
titvisia. Nyt kulmien summa sdilyy 180° :ssa, kun t litk-
kuu nollan léhelld hiukan. Siis Korollaarin 19 mukaan
kulmien summa on 180° myds silloin, kun t = 1, mikd
antaa todella vinon pentagrammin tapauksen.

Lopuksi

Olen joskus maéritellyt matemaatikon henkiloksi, jo-
ka on valmis todistamaan kaksi tuntia teoreemaa valt-
tddkseen tunnin laskemisen. Nyt minusta tuntuu silta,
ettd olen mennyt téstéd vield askeleen pidemmaélle: Olen
kehittanyt péivian yleisté teoriaa vélttddkseni simppe-
leiden geometristen rutiinitodistusten kirjoittamisen.

Kun matemaatikkoa laiskottaa, se johtaa vaan entista
suurempaan tyomaaraan.

sisallysluetteloon
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Lukuristikko

Petri Laarne
Tutkijatohtori, Helsingin yliopisto
www.nollakohta.fi
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Sanaristikoista on tullut somehitti, vaan oletko kuullut
lukuristikosta? Nyt kyseessé ei ole sudoku tai kakuro,
vaan ihan tuttu vihjeristikko, jossa 0-9 vain korvaavat
A-O:n. Brittildisen Chalkdust Magazinen ristikot liene-
vat luokkansa tunnetuimpia ja vaikeimpia. Tamén ta-
pauksen ratkaisemiseen ei sentdén tarvita ohjelmointia,
mutta laskimesta voi olla apua ja itselle uusiin termei-
hin kannattaa tutustua netista.

o Tayté ristikko numeroilla 0-9 vihjeiden mukaisesti.
o Luvut luetaan vasemmalta oikealle tai ylhaéltéd alas.

o Mikéaan luku ei ala nollalla.

o Luvut ovat kokonaislukuja ja kymmenjarjestelméassa
ellei toisin mainita.

e Osa vihjeista viittaa toisiin vihjeisiin; esim. 25V tar-
koittaa ratkaisua, joka alkaa ruudusta 2° vaakaan.

o Koko ristikkoon on tésmaélleen yksi ratkaisu.

o Ratkaisun loydat tdman lehden sivulta TOIMI-
TUS HUOMIO.

Vaakaan

1 Kakkosen potenssi.

2 Kolmosen potenssi.

3 3-2V.

4  Kakkosen potenssi.

7  Ensimmaéinen neljin numeron toisto Neperin lu-

vun e desimaaleissa.
9  Desimaaliluku 11 esitettynéd bindériné.
11 Kokonaisluvun kertoma.

13 Perdkkiiset numerot muodostavat geometrisen jo-
non.

15 11-16P.

18 Sekuntien lukuméaré tavallisessa viikossa.
19 Luvun 1000000 - (7 — 3) kokonaisosa.

23 Numeroiden summa on 16 ja tulo 144.

25 Perédkkéisten numeroiden erotus on +1.

27 Kokonaisluvun kertoma.

30 Lukuarvoltaan pienin 23P:n ehdot tayttdvd PIN-
koodi.

31 (2-25V) takaperin.

32 3-28P.

33 Fibonaccin luku, joka on pienempi kuin 34V.
34 Fibonaccin luku, joka on suurempi kuin 33V.

35 1+2+---+60.

Pystyyn

1 Kolmosen potenssi, joka ei ole 5P.
5 Kolmosen potenssi, joka ei ole 1P.

6  Perdkkaiset numerot muodostavat aritmeettisen
jonon.

7 Luvun 1000 - ¢ kokonaisosa, missa ¢ on kultaisen
leikkauksen suhdeluku.

8 13V numerot aidosti eri jarjestyksessa.
9  Alkuluku esitettynd binddrina.

10 Perédkkaiset numerot muodostavat aritmeettisen ja
geometrisen jonon.

12 34V — 33V.

14 Kukin numero ensimmaéisen jélkeen saadaan seu-
raavalla sddnnolld: Kerro edellinen numero kahdel-
la. Jos tulos on yli 10, vdhenna 10.

16 Pienin kolminumeroinen alkuluku.
17 33V 4 34V.

20 34V:n numeroiden summa.

21 6P — (6P takaperin).

22 (33V takaperin) — 33V.

23 Nelinumeroiden PIN-koodien, jotka eivit sisélla
nollaa, lukumé&ara.

24  (kaksi viimeistd numeroa) = 3-(kaksi ensimmaéistd numeroa).

25 Kukin numero on 25V:n vastaavan numeron nelio.
26 1111-(25V:n toiseksi suurin numero).

28 Numeroiden tulo on 630.

29 14+2+---4100.

sisallysluetteloon
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Satu suorakulmaisesta kolmiosta
Riku Raiha

Olipa kerran suorakulmainen kolmio, jossa oli hypote- | teettien yhteistyd on saanut aikaan kaiken merkitté-
nuusa ja kaksi kateettia, kuten kaikissa suorakulmaisis- | vdn, mitd suorakulmaiset kolmiot ovat saavuttaneet.
sa kolmioissa on. Hypotenuusa oli pitkd ja komea ka- | Kun kateetit ovat suorassa 90 asteen kulmassa keske-
veri, jolla lisdksi oli ikddnkuin aatelisnimi. Kateettien | ndén, niin niiden avulla on laskettu Auringon etéisyys
aika kului paljolti hypotenuusaa kadehtiessa ja hdntd | maasta jo 2300 vuotta sitten! Ne ovat olleet merkitta-
seldn takana haukkuessa. vid maanmittauksessa, merenkulussa, arkkitehtuurissa,
avaruustutkimuksessa ja viimeksi jopa Osama bin La-

Mutta kun heidén asennoitumisensa oli noin negatii- | Jenin kiinniottamisessal

vinen, jai heiltd huomaamatta kaikkein tarkein asia:
Se, mikéd tekee suorakulmaisista kolmioista merkittd- | Hypotenuusa on vain erdénlainen koriste. Kuin meren-
vié, ei ole hypotenuusa! Juuri pienten, péniakoiden ka- | neidon kuva entisajan laivojen keuloissa.

sisallysluetteloon
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Metsasta rationaalikertoimisiin asymptootteihin

Timo Salminen
lehtori, Oulunkylén yhteiskoulu, elakkeelld
trisalminen@hotmail.com

Metsassa

Kévin jokin aika sitten metséssid patikoimassa. Seepra
ei padse raidoistaan, mutta miten kay eldkoityneel-
le matematiikan opettajalle? Malttaako han luopua
matematiikasta ja keskittyd johonkin eldménlédheisem-
paan? — Edes metséssd? Vaikeaa tuntuu vélilla olevan.

Kavellesséni katseeni kiinnittyi kolmeen puuhun, jot-
ka olivat muutamien metrien padssd toisistaan. Jos-
tain syystd padhdni péalkahti kysymys siitd, minkalai-
nen reitti pitdisi kulkea, jotta puiden runkojen valimat-
kat toisistaan télta reitiltd katsottuna nékyisivéit aina
samassa kulmassa. Melko pdhkahullua pohdintaa, mut-
ta minkés seeprakaan raidoilleen mahtaa.

Palatessani metsista ajattelin tutkailla, mita jokin so-
piva ohjelmisto tilanteesta piirtéisi. Koska olin tutus-
tunut tyossdni GeoGebraan, paétin kokeilla sitd ja ty-
pistin ongelman kaksiulotteiseen tasoon.

Tasossa on kolme pistetti A, B ja C. Etsittava kaikki
tason pisteet, joista annettujen pisteiden viliset janat
AB ja BC nikyvit samassa kulmassa. (Tilanne ei tie-
tenkddn muutu, vaikka tarkastelisi janoja AB ja AC
tai BC ja AC.)

Ongelma ja ratkaisu.

Ratkaisu:

Olkoon pisteiden koordinaatit A = (a,b), B = (¢, d) ja
C = (e, f) sekd mielivaltainen tason piste D = (z,y).
Vaaditaan, ettdi ZADB = ZCDB.

—
Vektorien DA ja ﬁ seké vektorien ﬁ ja ﬁ vélinen
kulma on sama, joten myos niiden kosinit ovat samoja.
Koska

G
cos (,7) = ——,
@9 = T
on .
DA.DBE  DB.DC

_) = )

DA||pE|  |DE||DC|
ja jana nékyy tason pisteestéd aina alle 180° kulmassa.
Jatédn tarkastelusta muutamia erikoistapauksia pois.

sisallysluetteloon
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Esim. jos janoja katsotaan niiden péddtepisteistd, on
tarkasteltava erikseen tapausta, ettd pisteet ovat sa-
malla suoralla tai eivéit ole. Lisdksi mukaan tulee maa-
rittelyongelmia, jos janaa katsotaan jostakin janan pis-
teesta jne.

Yhtalo voidaan kertoa ’ﬁ):llé, ja saadaan

Di-bB _ DB

U

Téssé

E}l? [afxz+(bfy)j']~[(cfx)f+(dfy)ﬂ

ja
DB-DC = {c—xz-ﬁ-(d y)} [(e—m)z?+(f—y)ﬂ
seké
DA| = Via—27+ -y
ja

DC| = Vie=ap+ (=)™

Yhtalo muuttuu muotoon

Neliojuurista paastadn eroon korottamalla yhtalo puo-
littain potenssiin kaksi, kunhan huomioidaan, etta
myo6s vasen puoli on ei-negatiivinen. Tama edellyttaa,
ettd vasemman puolen osaméérissi osoittaja ja nimit-
tdja ovat samanmerkkiset ts. vaaditaan, ettéd osoittajan
ja nimittajan tulo on > 0.

Yllatyksekseni tdmén ehdon ndytti voivan asettaa Geo-
Gebran implisiittisen kdyran piirtoehdoksi. Ilman neli-
oonkorotusehtoa mukaan tulevat myos suplementtikul-
mat. Lisdksi mukaan tulee aina suora AC, jonka pis-
teistd janat ndkyvit joko samassa kulmassa tai toisten-
sa suplementtikulmassa. Jos piirtdmiseen kéyttda Geo-
Gebraa, niin kulmat on asetuksissa syyté rajata viélille
0°-180°.

Jos haluaa olla erityisen tdsméllinen, taytyy ottaa huo-
mioon muitakin méérittelyehtoja (nimittdjien nolla-
kohdat), mutta ndmé ovat erikoistapauksia, jotka voi
tarkastella erikseen. Esim. jos D = (z,y) on sama kuin
C = (e, f), on yo. yhtdlo maérittelemiton, ja ollaan
tilanteessa, josta oli maininta aiemmin. Muitakin ra-
joitteita varmaan on, mutta antaa niiden nyt olla.

Korotuksen jéilkeen yhtalé on

—yd-y]*

-y)(f -y
(a—2)*+ (b—y)?
(e—a)?2+(f—y?

GeoGebrassa kéyrid voi tarkastella parametrisoimal-
la pisteiden koordinaatit, jolloin pisteiden sijaintia voi
saataa liukusdatimilla tai liikkuttamalla pisteita piirtoa-
lueella.

Etukéteen en olisi arvannut, minkélaisia reitteja pitéisi
(tasaisessa) metsikossd kulkea, jotta kolme puun run-
koa nékyisi aina samassa kulmassa. — No, ehké metsas-
sé kannattaakin keskittyd ihan muihin seikkoihin.

Loppupéditelménd voi sanoa, ettd ihan kelvollisesti
GeoGebra kéyria piirtdd. Ongelmakohdat osoittavat
sen, mika laskentaohjelmissa taitaa yleensdkin olla on-
gelmana, ts. rajallinen laskentatarkkuus, mikéd johtaa
erilaisten ”singulariteettien” l&helld oleviin ongelmiin.
Kayrista jaa talloin osa ndkyméttomiin.

Oikeastaan téssd olikin kaikki, ja sain metsikéavelyl-
14 syntyneelle kysymykselleni vastauksen: Jaaha, et-
té tuollaisia reittejé pitkin siis pitéisi kulkea. Mitédan
sen kummempaa jotain yleistd ominaisuutta kayrista
ei tunnu voitavan sanoa, ellei sitten rajoita jollain ta-
valla pisteiden sijaintia toisiinsa ndhden.

Kuvassa on esimerkki kéyréstd. Siind suplementtikul-
massa nakyva kdyrian osa on merkitty katkoviivalla.

7

Lisaa havaintoja

Joskus matemaattinen ongelma poikii lisda kysymyksia
ja niin kévi tassikin. Jonkin aikaa GeoGebralla leikit-
tydni tein pari havaintoa.

1) Kayrilld néytti aina olevan jonkinlainen asymptoot-
ti (elleivit pisteet A, B ja C ole samalla suoralla
(mutta eivét niin, ettd B on janan AC keskipiste),
jolloin kiyra on ympyré).

sisallysluetteloon



Solmu 1/2026

siséllysluetteloon 17

2) Jos otetaan suplementtikulmat mukaan, kéyrét
ndyttivit aina muodostavan jonkinlaisen suljetun
silmukan.

Kahden muuttujan algebrallisten tasokéyrien teoria ei
ollut minulle entuudestaan tuttu, joten asymptoottien
tutkimiseen piti saada jostain tietoa. Selasin netin si-
vustoja, joista selvisi, ettd jos ndita haluaa tutkia, ne
on kiytdnnossd hyvé saattaa polynomimuotoon, aina-
kin korkeimpien asteiden osalta. Geometrisen havain-
non perusteella voisi yrittdd perustella asymptootin
olemassaoloa ehkd helpommin, mutta minua viehétti
nimenomaan mahdollinen algebrallinen ratkaisu ja oli-
han siinéd kiinnostava, ennestdén tuntematon aihe ko-
luttavana.

Ryhdyin toimeen ja kun sitten paadyin tulokseen, et-
td polynomista katoavat 6. ja 5. asteen termit, niin se
houkutti jatkamaan. Kun jiljelld on kuitenkin vain nel-
jdnnen asteen kayré, siitd voisi ehké sanoa jotain ylei-
sempadkin.

Ty6 ei kuitenkaan juuri helpottunut, koska jéljelle ja&-
neidenkin termien kertoimien laskeminen naytti olevan
melko tyoldstd. Paadtin aluksi kokeilla joillakin luvuil-
la, miten asymptootin yhtdlon voisi maarittda ja kun
menetelmé tuli tdtd kautta tutuksi, en voinut valttaa
etenemaéstd jonkinlaiseen yleistdmiseen suunnattoman
tyomadran uhallakin.

Kéytdnnon menetelmé on, etté sijoitetaan korkeimman
asteen termeihin = 1 ja y = k, jolloin korkeimman
asteen termien muodostaman (homogeenisen) polyno-
min nollakohdat antavat asymptootin kulmakertoimen
k. Vakiotermi saadaan sitten suoraan erdésta kaavasta,
josta lisdd myohemmin. Tamén kaavan kayttoon tarvi-
taan liséksi toiseksi korkeimman asteen termit.

Yleistysyritys

Siispa aakkoset a, b, c,d, e ja f kehiin ja t6ihin. Mene-
telméa varten tarvitaan kdyran 4. ja 3. asteen termit.

Tarkoitukseni oli siis tehdé aivan jarjettomén aikasyop-
poa tyota eli ratkaista asymptoottien yhtalot yleisesti
selvittamalld tasokdyrapolynomin 4. ja 3. asteen termit
(erityisesti niiden kertoimet, kun ldhtokohtana on pis-
teiden A, B ja C koordinaatit) ja sitten katsoa, voiko
ylipddtaan ratkaista saatu 4. asteen polynomiyhtald,
jonka ratkaisuna saisi asymptootin kulmakertoimen.

Avasin siis todellakin koko karmeuden ja laskin kertoi-
met eriasteisille termeille (kdyttdisin sanaa ’sievensin’,
mutta koska tulos on kaikkea muuta kuin sieva, totean
vain, ettd 'laskin’). Kertoimet voidaan jarjestdd monel-
la tavalla ja varmaan saadaan lyhyempiédkin esityksia
esim. yhteisten tekijéiden erottamisilla jne.

Neljénnen asteen termien kertoimet:

ot f2 —b% +2bd — 2df
23y 2(cf + de + ab — ad — be — ef)

22y% e + f?2 —a? — b? — 2ce — 2df + 2db + 2ac

xy3: 2(cf + de + ab — ad — be — ef)

yt €? —a? + 2ac — 2ce

Kolmannen asteen termien kertoimet:

23 2b%(c+e)—2f2(a+c)+4adf —4bde+ 2cdf — 2abd +
2def — 2bed

2%y —dacf —2bf? —2de® +2cda — 2cde + 4cbe — 4abe —
2bd? — 2abc — 2¢2 f + 2da® 4+ 2fb% +4defa + 2d> f +
2cef + 2¢2b

xy?: —2ae? —2cf? —4bde —4abf + dadf — 2cdf — 2abd +
2cdb — 2ac? — 2d2e + 2cb? + 2ea’® + defb+ 2def +
2c%e + 2d%a

y3: —2be? — 2de? — dacf — 2abc — 2acd + 2da® + 2db® +
2fa? + 4ceb + 2cde + 2cef — 2b%d

Lisddn tahén vield muidenkin termien kertoimet, vaik-
ka niitd ei asymptootin mé&arittdmisessd tarvita. Ne
ovat melko epéyhtenéisella tavalla esitettyné, koska las-
kin niitd hiukan eri jarjestyksessd, enké sieventanyt
kaikkia samalla tavalla.

Toisen asteen termien kertoimet:

2% dace® +4acf?+2bde? +2bdf? +a? f2 +c2 f2+b2d? +
2abed — 4cea® — dceb? —2df a® — 2df b2 — c2b? — e?b? —
d?f? — 2cdef + 4abde + 4cbde + 4a%ce — 4dedfa —
dedfa — 4ce®a

xy: 2abe? — 2bce? + 2dae® + 2dce® + 2abf? + 2bcf? —
2daf? + 2dcf? + dabdf + 2a’cf + dac? f + 2b%de +
4bd?e + 4abce — 2cda® — 2dea?® — 2fea® — 2cdb? —
2fch? — 2feb? — ddefb — 4c’eb — 4d% fa — 4cefa

v (e + f2)(2(ac + bd) + (b + d)?) + (ac + bd)(4(b +
d)f +ac+bd) — (a® +b%)(2(ce + df) + (d + f)?) —
(ce +df)(4(d+ f)b+ ce + df)

Ensimmaéisen asteen termien kertoimet:

z: —2(a+c)(ac+bd) (e + f2) — 2e(ac+ bd)* + 2(c +
e)(ce + df) (a* 4 b?) + 2a(ce + df )?

y: —2(b+d)(ac+bd) (e + f2) — 2f(ac+ bd)* +2(d +
f)(ce +df) (a* + b?) + 2b(ce + df )?

Vakiotermi:
(ac+bd)?(e? + f2) — (ce + df )?(a® + b?

Tarkistuksen vuoksi kirjoitin GeoGebraan polynomi-
muotoisena tasokdyran kuvaajan néilld kertoimilla ja
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vertasin sitd alkuperdiseen sieventdméattoméadn muo-
toon, ja kun kuvat ndyttivit vastaavan toisiaan, uskon,
etté laskin kertoimet oikein.

Minulla oli nyt tarvittavat 4. ja 3. asteen kertoimet
ja saatoin ryhtya laskemaan 4. asteen termeistd muo-
dostetun polynomin nollakohtia ja siten saada asymp-
toottien kulmakertoimet. Neljdnnen asteen yhtélon rat-
kaiseminen, kun kertoimina on tuollaista aakkossotkua
vaikuttaa toivottomalta hommalta. Jatinkin asian sit-
ten tahén ja ajattelin, ettd antaa koko homman olla.

Asymptootit rationaalikertoimisia?

Kun kuitenkin olin pééssyt niin pitkélle, ettd Geo-
Gebrassa oli kédyré, sen polynomimuotoinen esitys, ja
yleisen menetelmén avulla pystyi GeoGebran CAS-
ikkunassa laskemaan asymptoottien kulmakertoimet ja
vakiotermit seké piirtdméan asymptootit, padtin kui-
tenkin jatkaa.

Liikuttamalla pisteiden paikkoja, havaitsin, etta
asymptoottien kulmakertoimet ja vakiotermit naytti-
vit aina olevan rationaalilukuja, kun pisteiden koor-
dinaatit olivat rationaalisia. Pohdin, voisiko néin olla
aina. Yleisestihdn ei voi sanoa, ettd neljinnen asteen
rationaalikertoimisen polynomin asymptootit ovat ra-
tionaalikertoimisia. Esim. tasokédyrin

P(z,y) = —22* — 2% +y* +2=0

asymptootit ovat y = +v/2z.

Mutta jos ne nyt todellakin ovat rationaalisia eli aiem-
min mainitun 4. asteen yhtalon ratkaisut ovat rationaa-
lisia, niin onhan siind ehké pienen pieni mahdollisuus,
ettd ne voisi saada selville. Pitéisi oikeastaan "vain” siis
osoittaa, ettd ratkaisu on olemassa, ja se on rationaa-
linen.

Esitietoni kahden muuttujan polynomeista eivét riita
sithen, ettd voisin jollain yksinkertaisella menetelmalla
osoittaa tdtd. Turvauduin siis rumaan “brute force” -
menetelmédn eli asymptoottien méarittdmiseen pistei-
den koordinaattien toimiessa ldhtotietona ja katsoa,
saisiko tatd kautta kertoimien rationaalisuuden osoi-
tettua. Jatkoin siis kuitenkin siité, mihin edelld kerroin
jaaneeni.

Tarkastellaan 4. asteen termejd kéyraa esittdvassa po-
lynomissas:

Azt + Bady + C2y? + Day® + Ey*.

Sijoitetaan = = 1 ja y = k ja merkitdédn polynomi nol-
laksi (yleinen menetelmé), jolloin saadaan yhtélo

Ek*+ D>+ Ck®> + Bk + A= 0.

Rationaalilukulause sanoo, ettd jos rationaalilukuker-
toimisella yhtal6lla on rationaalijuuri, se saadaan va-
kiotermin ja korkeimman asteen termin tekijoistéa. Tés-
sd on kuitenkin ongelmana sana ’jos’. Mitdan takeita
sille, etta yhtalolla olisi rationaalijuuri, en huomaa, jo-
ten téstd lauseesta en keksi olevan hyotya.

Jatketaan sijoittamalla aiemmin lasketut kertoimet té-
héan ja saadaan

(62 —a? + 2ac — 2ce) k4
+2(cf + de + ab — ad — bc — ef)k?
+ (2 + f* — a® — b — 2ce — 2df + 2db + 2ac) k*
+2(cf +de+ab—ad —bc—ef)k
+ f2 —b% +2bd — 2df = 0.

Tilanteen geometriasta ja muutaman kayrin piirtdmi-
sen jalkeen tuli mieleen, ettd asymptootteja ei voi ol-
la useampia kuin kaksi (tai oikeastaan vain yksi "ai-
t0”). Siten télld neljinnen asteen yhtélolla ei voine ol-
la kuin korkeintaan kaksi reaalista ratkaisua, muiden
ollessa imaginaarisia. Kun olin aiemmin laskenut pari
numeerista esimerkkié ja havainnut, ettéd niissa oli yh-
tend tekijand x2 + 1, ajattelin, ettd olisiko niin aina.
Ja kappas, kylldpéd vaan, yhtalolla on aina ratkaisuina
k=+i:
(e — a® + 2ac — 2ce) (i)
+2(cf +de + ab — ad — be — ef)(+i)?
+ (2 + f* — a® — b® — 2ce — 2df + 2db + 2ac) (£i)?
+2(cf +de+ ab — ad — be — ef) (i)
+f2—b?+20d—2df =0

(e — a® + 2ac — 2ce) - 1
+2(cf +de + ab — ad — bc — ef)(Fi)
+ (e + f? — a® — b* — 2ce — 2df + 2db + 2ac) (1)
+2(cf +de +ab— ad — bc — ef)(+i)
+f2—b?+20d—2df =0

e? —a? + 2ac — 2ce — €2 — f2 4 a% + b% + 2ce + 2df
—2db — 2ac + f* — b* 4+ 2bd — 2df =0
0=0

Tama havainto ratkaisi sen, ettd pdasin ongelman rat-
kaisussa eteenpain.

Polynomi
Ek'+ DK® + Ck* + Bk + A
on siis jaollinen tekijéalla

(k—i)(k+1i) = k* + 1.

Kertoimista huomataan, ettd D = B. Jaetaan polyno-
mi lausekkeella k2 + 1.
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Saadaan hajotelma

Ek* 4+ Bk® + Ck® + Bk + A
= (K*+1) (B’ +By+(C—E))+A-C+E.

Jaon on mentévéa tasan, joten on tietysti oltava A—C'+
E=0.

Tarkistetaan kuitenkin (tarpeettomasti) vield, ettd
néin todella on:

A-C+EFE
= 2 —b? + 2bd — 2df
— (e’ + f* — a® = b — 2ce — 2df + 2db + 2ac)
+ (e2 —a? +2ac—2ce)
= f2 b +2bd — 2df — * — f?
+ a® 4+ b% + 2ce + 2df — 2db — 2ac + €2 — a?
+ 2ac — 2ce = 0.

Patee.

Jakojaannos A — C' + F on siis nolla, ja voidaan kirjoit-
taa

Ek* + BE*+Ck?> + Bk + A
= (k*+1) (EK* + Bk + (C — E)).

Tamén polynomin loput nollakohdat saadaan tekijan
EE? + Bk + (C — E) nollakohdista. Nam& ovat myds
asymptoottien kulmakertoimia

- -B+ /B2 —4E(C - E)
12— oF '

No niin. Siind se nyt sitten on: diskriminantti, jonka
soisi olevan jonkin rationaaliluvun nelio, jotta siitd ulos
tullessaan kehkeytyisi rationaaliluku ja sen my&téa kul-
makerroinkin olisi rationaalinen.

Tavoite on siis osoittaa diskriminantti rationaaliluvun
nelioksi, jolloin yhtilolld on kaksi (yksi, jos se on = 0)
reaalista ratkaisua. Edellyttéden tietysti, ettd E # 0.
B? —4E(C - E)
= (2(cf + de + ab — ad — be — ef))?
—4(62 —a? +2(ZC—2C€) (f2 . — 2df+2db)
=4(cf +de+ab—ad — bc — ef)?
—4(e? — a® 4 2ac — 2ce) (f* — b* — 2df + 2db)
=4 [(cf—!—de—l—ab—ad—bc—ef)2
— (62 —a® + 2ac — 266) (f2 —b% —2df + 2db)] .
Tuosta en keksinyt mitdén. Padtin avata lausekkeen ja
katsoa mité siitd seuraa. Tied&d vaikka joitain termejé
katoaisi ja jotain kiinnostavaa paljastuisi. Vahva ole-

tukseni oli, ettd lauseke voidaan kirjoittaa nelioksi, jo-
ten oli syyté ainakin yrittaa.

Lauseke (cf +de+ab—ad—bc—ef)? avautuu seuraavan
kaavan avulla:

(x+y+2z4+utv+w)?
— 222 u? o? w?
+ 22y 4+ 222 4+ 22u 4 220 4 22w
+ 2yz + 2yu + 2yv + 2yw
+ 2zu + 220 + 2zw + 2uv 4 2uw + 2vw.  (¥)

Saadaan

(cf 4+ de + ab — ad — bc — ef)?
= (cf)* + (de)* + (ab)? + (ad)® + (bc)* + (ef)?
+ 2cfde + 2cfab — 2cfad — 2cfbc — 2cfef
+ 2deab — 2dead — 2debc — 2dee f
— 2abad — 2abbc — 2abe f + 2adbec 4 2adef + 2bce f.

Jalkimmaisesta tulosta
(62 —a? + 2ac — 206) (f2 —b% —2df + 2db)
saadaan lauseke:

e? 12 — 2b? — 2e%df + 2¢%db
—a?f% + a®b? + 2a%df — 2a*db
+ 2acf? — 2ach® — dacdf + 4acdb
—2cef? + 2ceb? + dcedf — 4Acedb.

Koko lauseke on sieventaméttoméana siten

4[(cf + de+ab—ad — bc — ef)?
— ( e +2ac—2ce) (f2 —b? —2df—|—2db)}
=4[(cf)?+ (de)® + (ab)* + (ad)® + (be)® + (ef)?
+ 2cfde + 2cfab — 2cfad — 2cfbc — 2cfef
+ 2deab — 2dead — 2debc — 2dee f
— 2abad — 2abbc — 2abe f + 2adbc + 2adef + 2bce f
— (e — €?b* — 2e2df + 2¢db
—a%f? + a®b® + 2d%df — 2a%db
+ 2acf? — 2ach® — dacdf + 4acdb
— 2cef? + 2ceb? + 4dcedf — 4cedb)] .

(Tuolla on seassa 'dead’, ja sopi miettid, uskaltaako jat-
kaa. Ties vield mihin tdmé johtaa...)

Sievennetdén, ja lauseke hiukan lyhenee:

4[(cf)? + (de)? + (ad)? + (be)® + (eb)? + (af)®
— 2cfde + 2cfab + 2cfad — 2cfbc
+ 2deab — 2dead + 2debc
— 2abef — 2adbe + 2adef + 2bce f
— 2e2db — 2a2df — 2acf? — 2ceb2] .
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Lupaava havainto on, etté jokaisessa yhteenlaskettavas-
sa on neljan tekijan tulo, osassa ne ovat kaksinkertai-
sina, ja kun lisdksi mukana on puhtaita neliétermeja,
ja vieldpa termien lukuméara tdsméa kuuden yhteen-
laskettavan binomin kanssa, se houkuttaa kayttaméan
aiempaa kaavaa (*) toiseen suuntaan, jos oikein hyvin
kévisi.

Jarjestetadn termit niin, ettd "puhtaissa” neliGtermeis-
sé olevat tulot ovat tekijoind kaksinkertaisissa tulois-
sa, ja kun kaikki vield jarjestetdén sopivaan jarjestyk-
seen, niin huomataan, ettd koko litania uppoaa suju-
vasti kaavaan (*), kunhan vield huomioidaan merkit:

4 [(cf)? + (de)® + (ad)® + (be)* + (eb)* + (af)”
—2(cf)(de) + 2(cf)(ad) — 2(cf)(be) + 2(cf)(eb)
—2(cf)(af) — 2(de)(ad) + 2(de)(bc) — 2(de)(ed)
+ 2(de)(af) — 2(ad)(bc) + 2(ad)(eb) — 2(ad)(af)
= 2(bc)(eb) + 2(be)(af) — 2(ed)(af)]

Merkit saadaan vertaamalla tuloja pareittain, esim. tu-
lon (cf)(de) etumerkkind on miinus, joten tulontekijét
cf ja de ovat erimerkkiset. Vastaavasti tulon (cf)(ad)
etumerkki on plus, joten ne ovat samanmerkkiset. Sa-
malla tavalla méarittyvit muutkin merkit.

Lisdksi voidaan valita kuinka péin tahansa, joko cf:n
merkiksi valitaan miinus, jolloin de:n merkki on plus,
tai toisin péin. Talld ei ole merkitysté, koska lauseke
korotetaan jatkossa nelioén. (Onhan esimerkiksi

(@—y—z+u)’=(—(-z+y+z-u)’)

Valitaan c¢f > 0, jolloin saadaan lauseke kirjoitettua
neliona:

[2(cf — de + ad — be + eb — af)])* (> 0).

Asymptoottien kulmakertoimet voidaan siis laskea al-
la olevilla kaavoilla, ja samalla voidaan todeta, etta
jos pisteiden koordinaatit ovat rationaalilukuja, myos
asymptoottien kulmakertoimet ovat rationaalisia.

—2(cf + de + ab — ad — be — ef)

Fio = 2 (e? — a? + 2ac — 2ce)
\/[2(cf—de+ad—bc+eb—af)]2
2 (€2 — a? + 2ac — 2ce)
—2(cf +de+ ab—ad — bc — ef)
k12 =

’ 2 (e? — a? + 2ac — 2ce)
(2(cf —de+ad —bc+eb—af))

+
2 (e? — a? + 2ac — 2ce)

Siispé,
b — —(ef +de+ab—ad — bc — ef)
T €2 — a2 + 2ac — 2ce
+cf—de—|—ad—bc—|—eb—af
e2 —a? + 2ac — 2ce
 —2de—ab+2ad+ef +eb—af
n e2 —a? + 2ac — 2ce
tai
k: —(cf +de + ab — ad — be — ef)
2:

e? —a? + 2ac — 2ce
—(cf —de+ad —bc+ eb— af)
e2 —a? + 2ac — 2ce
—2cf —ab+2bc+ef —eb+af
€2 — a2 + 2ac — 2ce ’

+

Edellytys on mm., ettd e # a ja e # 2¢ — a.

Ja siis todellakin kulmakertoimet ovat rationaalilukuja,
jos koordinaatit ovat.

Kaavasta saadaan kaksi kulmakerrointa. Toinen néistéa
kuuluu aidolle asymptootille, ja toinen suoralle, joka
kulkee pisteiden A ja C kautta. Tama ei siis oikeas-
taan ole asymptootti sanan varsinaisessa merkitykses-
sa, mutta sekin siis tulee tuosta "automaattisesti”.

Asymptoottien vakiotermeillekin voidaan johtaa kaa-
va, johon voi suoraan sijoittaa pisteiden koordinaatit.
Tamaé olisi todella raskas tyo, eikd sitéd ole tarpeellista
tehdé, koska niiden rationaalisuudesta ei ole epdilysté,
silla se seuraa yleisestd menetelmésté, jonka mukaan
vakiotermi voidaan laskea lausekkeesta

¢n—1(k)

O (k)
Téssd ¢,,—1(k) on toiseksi korkeimman asteen termien
muodostaman polynomin arvo laskettuna kulmakertoi-

men arvolla k, ja QS;L(k) on korkeimman asteen termien
muodostaman polynomin derivaatta laskettuna arvolla

k.

Lopuksi

Se, miksi halusin selvittdd asymptoottien kulmakertoi-
met yo. hankalalla tavalla, ei ollut varsinainen tavoit-
teeni. Halusin vain selvittéda, tuottavatko rationaalipis-
teet asymptooteille aina rationaaliset kulmakertoimet.
Enké siis keksinyt mitdédn helpompaa tapaa.

Toive siitd, etta 10ytaisin 4. asteen kéayrille joitain ylei-
sid ominaisuuksia jii toteutumatta. Sitd varten pitéi-
si tutkia asiaa enemmén. Yhden ominaisuuden osalta
asia jai auki. Edella kirjoitin, ettd kayrd ndyttaisi muo-
dostavan suljetun silmukan, jos mukaan otetaan suple-
menttikulmat. Taté en lahtenyt selvittamaén, koska jos
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haluaisi selvittda tatéd algebrallisesti, pitéisi ensin aina-
kin mééritelld késite silmukka. Jo se vaikuttaa hanka-
lalta ja geometrinen ldhestyminen voisi ratkaista tAméan
hyvinkin yksinkertaisesti.

Lause ja sen merkitys matematiikassa:

Jos tasossa olevien kolmen pisteen A, B ja C, joiden
koordinaatit ovat rationaalilukuja, véliset janat AB ja

BC nikyvit samassa kulmassa (tai sen suplementtikul-
massa) kdyraltd P(z,y) = 0, niin kiyrdn asymptoot-
tien kertoimet ovat rationaalilukuja.

Lauseella ei ole mitdan merkitystd sen enempéaéd mate-
matiikassa kuin missddn muuallakaan — ei edes met-
sésséd — ja sen asema matematiikassa on absoluuttisen
tyhjéanpéivéinen.
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Ellipsin ndkyminen suorassa kulmassa

Pentti Haukkanen
Tampereen yliopisto

Tama artikkeli sai alkunsa Markku Halmetojan erdalla
keskustelufoorumilla esittdméasta kysymyksesta, mistéa
pisteista ellipsi

2?4+ 42 =4

nakyy suorassa kulmassa, eli mistd pisteistd ellipsiin
piirretyt kaksi tangenttia ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan. Halmetoja on toki ratkaissut tehtéavéin itsekin
yleisen ellipsin tapauksessa [1].

Tarkasteltava ongelma kuuluu ortoptiseen geometri-
aan (engl. orthoptic geometry), jossa tutkitaan nii-
den pisteiden geometrisia paikkoja, joista annettu kéy-
rd tai pinta ndkyy suorassa kulmassa. Aiheesta 10y-
tyy yleiskatsaus esimerkiksi englanninkielisestd Wiki-
pediasta [2]. Ortoptista geometriaa sovelletaan mm. op-
tiikassa.

Téssé artikkelissa on hyodynnetty tekodlyd ChatGPT
5.2.

Ellipsin perusmuoto

Kirjoitetaan ellipsi standardimuodossa
2

2
z? Yy
I a—
i TToh

josta puolipadakselien pituudet ovat

Tangentin analyyttinen ehto

Tarkastellaan yleistd ellipsia

22 g2

2T Tt
ja suoraa

Yy = mx + c.

Lemma 1 (Diskriminantin nollachto tangentille).
Suora y = mx + ¢ on ellipsin tangentti tasmdlleen sil-
loin, kun

A =a’m? + b2

Todistus. Sijoitetaan y = mx + ¢ ellipsin yhtaloon:

22+ (mzx + c)? _q
a b2

Kertomalla puolittain luvulla a?b? saadaan toisen as-
teen yhtdlo muuttujalle x:

(b% + a*m?*)x? + 2a*mez + (a*c® — a*b?) = 0.
Suora on tangentti, jos ja vain jos télld yhtalolla on
tdsmaélleen yksi ratkaisu, eli diskriminantti on nolla:

A=B?-4AC =0.
Tamaé ehto tulee muotoon
4a*m?c? — 4a*(b* + a®m?)(c* — b*) = 0,

josta seuraa viite. O
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Huomautus (geometrinen tulkinta). Diskriminan-
tin nollaehto tarkoittaa, ettd suora ja ellipsi leikkaavat
toisensa yhdessé pisteessid. Kahden leikkauspisteen ta-
pauksessa suora olisi sekantti, ja ilman leikkauspistei-
ta se ei kohtaisi ellipsid lainkaan. Tangentti on néiden
rajatapaus.

Nakyminen suorassa kulmassa

Olkoon P = (zo,yo) piste ellipsin ulkopuolella. Tan-
gentti pisteestd P on muotoa y = mx + ¢, missi

C= 1Yo — MIy.

Kun tdmaé sijoitetaan Lemman 1 ehtoon, saadaan toi-
sen asteen yhtalo kulmakertoimen m suhteen:

(yo — mxzo)? = a®*m? + b2

Sen kaksi ratkaisua mi, mo vastaavat kahta tangenttia
pisteesta P.

Kahden suoran vilinen kulma on suora tdsmaélleen sil-
loin, kun

mimsg = —1.
Lause 1. FEllipsi
2 2
z Y
2=l

ndkyy pisteesta P = (x0,y0) suorassa kulmassa tasmdl-
leen silloin, kun

w2+ yp = a® + b2

Todistus. Tarkastellaan ensin tapausta z # a. Sijoit-
tamalla ¢ = yo — ma tangenttiehtoon c? = a?m? + b2
saadaan

(yo — mxo)* = a®*m? + b2
Kirjoittamalla auki ja siirtdmé&lld kaikki vasemmalle
saadaan

(x5 — a®)m® — 2zoyo m + (yg — b*) = 0.
Tamén yhtdlon kaksi juurta mq,mo ovat kahden tan-
gentin kulmakertoimet. Vietan kaavojen (ks. huomau-
tus alla) mukaan

2 bZ
0
mimeo = ) 3"
x5 —a
Ehto suoralle kulmalle on myms = —1, joten
2 bQ
i’/g_a2 =-1 <= af+yl=d"+0b"
0

Tapauksessa x% = a2 toinen tangentti on pystysuora,

ja suoran kulman ehto johtaa samaan tulokseen suo-
raan. O

Huomautus (Vietan kaavat). Olkoon

Az’ +Bx+C=0 (A#0)

ja sen juuret x1,xo. Talloin
pe o B e
€Tq To = A, X1Tg = A

Kaavat seuraavat tekijoityksesté

A2® + Bz 4+ C = A(z — 21)(x — 29).

Geometrinen tulkinta (johtajaympyri)

Yhtalo

2?42 = a® + b?
madrittelee ympyrédn, jota kutsutaan ellipsin johta-
jaympyrdksi. Se on niiden pisteiden geometrinen paik-
ka, joista ellipsiin piirretyt tangentit ovat kohtisuoras-
sa.

Sovellus

Tarkastellussa tapauksessa a? +b? = 4+ 1 = 5. Siis el-
lipsi 22 4+ 4y? = 4 nikyy suorassa kulmassa tdsméilleen
niistd pisteistd, jotka sijaitsevat ympyralla

EETE

Havainnollistava kuva

Viitteet
[1] https://matematiikkalehtisolmu.fi/2025/2/
nostalgiaa.pdf

[2] https://en.wikipedia.org/wiki/Orthoptic_
(geometry)
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Solmun tehtavia

Tehtavat sopivat lukiolaisten lisdksi myos edistyneille
yléakoululaisille.

1. Suorakulmion lavistdjé on kolme kertaa yhden sivun
pituinen ja yhden pituusyksikén pidempi kuin toinen
sivu. Kuinka pitkid suorakulmion sivut ovat?

2. Kirjoitetaan kasvavaan jérjestykseen véliltd nollasta
yhteen kaikki murtoluvut, joiden nimittaja on korkein-
taan 99. Mikd on murtolukua 11/21 seuraava murto-
luku? (Supistamattomat murtoluvut tulkitaan samoik-
si kuin niiden supistetut muodot, siis esim. 44/84 =
22/42 = 11/21.)

3. Kyldsséd on kolme katua: kadut T, V ja P. T-kadun
asukkaat puhuvat aina totta, V-kadun asukkaat va-
lehtelevat aina ja P-kadun asukkaat puhuvat totta ja
valehtelevat vuorotellen. Eraéna paivana palovartiotor-
nin vartija huomaa yhdelté kyldn kadulta nousevan sa-
vua. Hetked myohemmin puhelin soi ja soittaja sanoo:
"Kadullani on tulipalo.” Vartija kysyy: "Milla kadul-
la?” Tdhéan soittaja vastaa: "P-kadulla.” Mille kadulle
pelastajien pitdd menn&?

4. Milld reaaliluvuilla = ja y epayhtils =2 + 32 >
(x 4+ 1)(y — 1) patee? Milld reaaliluvuilla epdyhtélo on
voimassa yht&lona?

5. Jalkapalloturnauksessa on viisi joukkuetta. Jokainen
joukkue pelaa kerran kaikkia muita joukkueita vastaan.
Voitosta saa 3 pistetté, tasapelista 1 pisteen ja tappios-
ta O pistettd. Turnauksen pééttyessi neljalld joukku-
eella on 1, 2, 5 ja 7 pistettd. Kuinka monta pistettd on
viidennelld joukkueella?

6. Piirretddn kooltaan 4 x 1 olevan suorakulmion si-
sddn nelja pientd harmaata neliotd alla olevan kuvan
mukaisesti. Ylimméan pienen harmaan nelion ylhaalla
vasemmalla oleva karki on suorakulmion halkaisijalla.
Maéritd yhden harmaan nelién ja suorakulmion pinta-
alojen suhde.

7. Reaaliluvut z, y ja z toteuttavat yhtalot z+y—+2z = 8
ja xy+yz—+zax = 5. Maaritd luvun z suurin mahdollinen
arvo.

8. Kumpi luku on suurempi, (21000)! vai 21000'? Merkin-
ta n! tarkoittaa positiivisen kokonaisluvun n kertomaa
nl=1-2-3---n.

9. Midriti funktioiden f(x) = 22 ja g(x) = 2% — 22 +2
kuvaajien yhteisen tangentin yhtalo.

10. Puolisuunnikkaalla ABCD on seuraavat ominai-
suudet: AB || CD, AB =3CD ja CD = DA. Méaarita
puolisuunnikkaan kulmien suuruudet, kun tiedetddn,
ettd ZCDA = 120°.

Tehtévien ratkaisut julkaistaan Solmun seuraavassa
numerossa.

Léahde: K6MalL
Kadnnos ja sovitus suomeksi: Mika Koskenoja
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Matematiikkalehti Solmun Matematiikkadiplomit
"Huippua, kun léysin matikkaankin diplomitehtdvdt."

Lukudiplomitehtdvilld on jo vuosia kannustettu
kirjastojenkin kautta oppilaiden lukuharrastusta,
mutta opettajan palautteen mukaan "matikka on
jossakin pimennossa ollut luonnonvara®”. Me-
dia ei todellakaan paljoa matematiikka-aihetta
suosi, joten tietoa Solmusta levittavat opettajat
toisilleen.

Osoitteessa

matematiikkalehtisolmu.fi/diplomi.html

on ohjeet ja kymmenen tulostettavaa diplomia
tehtavineen. Vastaukset koulun sahkopostiin voi
opettaja pyytda osoitteesta juha.ruokolainen (at)
yahoo.com. Julkiseen jakeluun vastauksia ei sijoi-
teta, eikd niita ole tarkoitus jakaa koulun ulko-
puolelle.

Tehtdvien monipuolisuudesta ja siitd, ettd muka-
na on myos haastavia tehtdvia, on tullut paljon
kiitosta; samalla luokallahan saattaa olla hyvin-
kin eri tasoisia oppilaita. "Ope nauttii helposta
ylospdin eriyttamisen mahdollisuudesta.” "Kiitos
ihan valtavan paljon matikkadiplomista!” "Taalta
tulee viidennen luokan oppilaalta positiivista pa-
lautetta siitd, ettd tehtavat ovat kivoja kokonai-
suuksia ja ihan erilaisia kuin nda meidan omat
matikan tehtavat.” "Tehtdvat kirvoittivat toivot-
tua ryhmatyo6td, adneen pohtimista ja vastausten
vertailua. Tama on kylld arvokas paketti, joten
kiitos siita."

Matematiikan tehtdvia tekemallda saa hyvaa har-
joitusta, paitsi matematiikassa, myos loogisessa
ajattelussa, ongelmanratkaisussa ja monenlaises-
sa kehittdvassa puuhailussa. Aivoja pitdisi har-
joittaa samoin kuin lihaksia. Hienomotoriikankin
merkitys nayttaa peruskoulussa unohtuneen. Eri-
tyisesti kasvuidssa aivot muokkautuvat nopeasti,
joten silloin on tidrkeda harjoittaa monipuolista
toimintaa, koska luodaan pohja koko elamaa var-
ten.

Diplomit eivit ole tiukasti sidottuja vuosiluokkiin,
vaikkakin numerointi kertoo varsinkin alimmilla
tasoilla etenemisestda suunnilleen vuosiluokkien
mukaisesti. Viimeisessa diplomissa paadstaan
myo6s hiukan kurkistamaan sellaisiin matematii-
kan aloihin, joihin ei ehkd koulussa tormata.
Ylimmat diplomit voi suorittaa myos osissa. IX
diplomissa tarjotaan joitain lukiollekin sopivia
yhteiskunnallisia aiheita ja X:ssa kdytetaan myos
GeoGebraa.

on seikkaillut matematiikan maailmassa
aiheina:

Matka, arviointi, mittakaava
Keskiarvo
Prosenttilasku
Lausekkeet, Algebra
Aika
Luvut
Mittaaminen
Mittayksikot ja suhteet
Geometria
Todennikoisyys
Eri vaihtoehtojen tutkiminen

Onnea uusiin oivalluksiin!

— paikka ja piiviiys

T opettajan allekirjoitus
nimenselvennys

desegn Marpana Beddard

Matematiikan perustiedot ja asenteet syntyvit
koulussa. Matematiikkadiplomi antaa mahdolli-
suuden hyddylliselle ja hauskalle harrastukselle,
tarjoaa haasteita ja monipuolista toimintaa jo
ensimmadisestd luokasta lahtien. Diplomitehtavat
sopivat myds kerhotoimintaan ja kertaukseen.
Tama toiminta ei ole oppilaiden vilista kilpailua,
vaan oppilas voi ottaa mittaa itsestdan, tarvitta-
essa Kysyad neuvoa ja tehda yhteistyota. Harras-
tus palkitaan ponnistelun jalkeisen onnistumisen
ilolla, oppilaat huomaavat oppivansa ja ymmarta-
vansa matematiikkaa. Diplomit toimivat matema-
tiilkan suppean sanaston takia myos kielikylpyna.
Myo6s suuruuusluokkien arviointi on huomattu
tarpeelliseksi. Tehtdvilla tarjotaan lapsille koke-
muksia matematiikan kasitteistd, jotka tarkentu-
vat myohemmin noustaessa portaita konkreetti-
sesta abstraktiin. Tehtavat ovat matemaatikkojen
itsensd laatimia ja valitsemia, joten matematiikan
omaa rakennetta kiaytetadn pohjana ja tuloksena
rakentuu kestava ja mielekds pohja jatkolle.

Taloudellisen tuen on antanut Jenny ja Antti Wi-
hurin saatio.

Marjatta Naatanen
Dosentti, Helsingin yliopisto
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