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Metsasta rationaalikertoimisiin asymptootteihin

Timo Salminen
lehtori, Oulunkylén yhteiskoulu, elakkeelld
trisalminen@hotmail.com

Metsassa

Kévin jokin aika sitten metséssid patikoimassa. Seepra
ei padse raidoistaan, mutta miten kay eldkoityneel-
le matematiikan opettajalle? Malttaako han luopua
matematiikasta ja keskittyd johonkin eldménlédheisem-
paan? — Edes metséssd? Vaikeaa tuntuu vélilla olevan.

Kavellesséni katseeni kiinnittyi kolmeen puuhun, jot-
ka olivat muutamien metrien padssd toisistaan. Jos-
tain syystd padhdni péalkahti kysymys siitd, minkalai-
nen reitti pitdisi kulkea, jotta puiden runkojen valimat-
kat toisistaan télta reitiltd katsottuna nékyisivéit aina
samassa kulmassa. Melko pdhkahullua pohdintaa, mut-
ta minkés seeprakaan raidoilleen mahtaa.

Palatessani metsista ajattelin tutkailla, mita jokin so-
piva ohjelmisto tilanteesta piirtéisi. Koska olin tutus-
tunut tyossdni GeoGebraan, paétin kokeilla sitd ja ty-
pistin ongelman kaksiulotteiseen tasoon.

Tasossa on kolme pistetti A, B ja C. Etsittava kaikki
tason pisteet, joista annettujen pisteiden viliset janat
AB ja BC nikyvit samassa kulmassa. (Tilanne ei tie-
tenkddn muutu, vaikka tarkastelisi janoja AB ja AC
tai BC ja AC.)

Ongelma ja ratkaisu.

Ratkaisu:

Olkoon pisteiden koordinaatit A = (a,b), B = (¢, d) ja
C = (e, f) sekd mielivaltainen tason piste D = (z,y).
Vaaditaan, ettdi ZADB = ZCDB.

—
Vektorien DA ja ﬁ seké vektorien ﬁ ja ﬁ vélinen
kulma on sama, joten myos niiden kosinit ovat samoja.
Koska
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cos (,7) = ——,
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DA.DBE  DB.DC
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DA||pE|  |DE||DC|
ja jana nékyy tason pisteestéd aina alle 180° kulmassa.
Jatédn tarkastelusta muutamia erikoistapauksia pois.
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Esim. jos janoja katsotaan niiden péddtepisteistd, on
tarkasteltava erikseen tapausta, ettd pisteet ovat sa-
malla suoralla tai eivéit ole. Lisdksi mukaan tulee maa-
rittelyongelmia, jos janaa katsotaan jostakin janan pis-
teesta jne.

Yhtalo voidaan kertoa ’ﬁ):llé, ja saadaan

Di-bB _ DB

U

Téssé

E}l? [afxz+(bfy)j']~[(cfx)f+(dfy)ﬂ

ja
DB-DC = {c—xz-ﬁ-(d y)} [(e—m)z?+(f—y)ﬂ
seké
DA| = Via—27+ -y
ja

DC| = Vie=ap+ (=)™

Yhtalo muuttuu muotoon

Neliojuurista paastadn eroon korottamalla yhtalo puo-
littain potenssiin kaksi, kunhan huomioidaan, etta
myo6s vasen puoli on ei-negatiivinen. Tama edellyttaa,
ettd vasemman puolen osaméérissi osoittaja ja nimit-
tdja ovat samanmerkkiset ts. vaaditaan, ettéd osoittajan
ja nimittajan tulo on > 0.

Yllatyksekseni tdmén ehdon ndytti voivan asettaa Geo-
Gebran implisiittisen kdyran piirtoehdoksi. Ilman neli-
oonkorotusehtoa mukaan tulevat myos suplementtikul-
mat. Lisdksi mukaan tulee aina suora AC, jonka pis-
teistd janat ndkyvit joko samassa kulmassa tai toisten-
sa suplementtikulmassa. Jos piirtdmiseen kéyttda Geo-
Gebraa, niin kulmat on asetuksissa syyté rajata viélille
0°-180°.

Jos haluaa olla erityisen tdsméllinen, taytyy ottaa huo-
mioon muitakin méérittelyehtoja (nimittdjien nolla-
kohdat), mutta ndmé ovat erikoistapauksia, jotka voi
tarkastella erikseen. Esim. jos D = (z,y) on sama kuin
C = (e, f), on yo. yhtdlo maérittelemiton, ja ollaan
tilanteessa, josta oli maininta aiemmin. Muitakin ra-
joitteita varmaan on, mutta antaa niiden nyt olla.

Korotuksen jéilkeen yhtalé on

—yd-y]*

-y)(f -y

(a—2)*+ (b—y)?
(e—a)?2+(f—y?

GeoGebrassa kéyrid voi tarkastella parametrisoimal-
la pisteiden koordinaatit, jolloin pisteiden sijaintia voi
saataa liukusdatimilla tai liikkuttamalla pisteita piirtoa-
lueella.

Etukéteen en olisi arvannut, minkélaisia reitteja pitéisi
(tasaisessa) metsikossd kulkea, jotta kolme puun run-
koa nékyisi aina samassa kulmassa. — No, ehké metsas-
sé kannattaakin keskittyd ihan muihin seikkoihin.

Loppupéditelménd voi sanoa, ettd ihan kelvollisesti
GeoGebra kéyria piirtdd. Ongelmakohdat osoittavat
sen, mika laskentaohjelmissa taitaa yleensdkin olla on-
gelmana, ts. rajallinen laskentatarkkuus, mikéd johtaa
erilaisten ”singulariteettien” l&helld oleviin ongelmiin.
Kayrista jaa talloin osa ndkyméttomiin.

Oikeastaan téssd olikin kaikki, ja sain metsikéavelyl-
14 syntyneelle kysymykselleni vastauksen: Jaaha, et-
té tuollaisia reittejé pitkin siis pitéisi kulkea. Mitédan
sen kummempaa jotain yleistd ominaisuutta kayrista
ei tunnu voitavan sanoa, ellei sitten rajoita jollain ta-
valla pisteiden sijaintia toisiinsa ndhden.

Kuvassa on esimerkki kéyréstd. Siind suplementtikul-
massa nakyva kdyrian osa on merkitty katkoviivalla.

7

Lisaa havaintoja

Joskus matemaattinen ongelma poikii lisda kysymyksia
ja niin kévi tassikin. Jonkin aikaa GeoGebralla leikit-
tydni tein pari havaintoa.

1) Kayrilld néytti aina olevan jonkinlainen asymptoot-
ti (elleivit pisteet A, B ja C ole samalla suoralla
(mutta eivét niin, ettd B on janan AC keskipiste),
jolloin kiyra on ympyré).
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2) Jos otetaan suplementtikulmat mukaan, kéyrét
ndyttivit aina muodostavan jonkinlaisen suljetun
silmukan.

Kahden muuttujan algebrallisten tasokéyrien teoria ei
ollut minulle entuudestaan tuttu, joten asymptoottien
tutkimiseen piti saada jostain tietoa. Selasin netin si-
vustoja, joista selvisi, ettd jos ndita haluaa tutkia, ne
on kiytdnnossd hyvé saattaa polynomimuotoon, aina-
kin korkeimpien asteiden osalta. Geometrisen havain-
non perusteella voisi yrittdd perustella asymptootin
olemassaoloa ehkd helpommin, mutta minua viehétti
nimenomaan mahdollinen algebrallinen ratkaisu ja oli-
han siinéd kiinnostava, ennestdén tuntematon aihe ko-
luttavana.

Ryhdyin toimeen ja kun sitten paadyin tulokseen, et-
td polynomista katoavat 6. ja 5. asteen termit, niin se
houkutti jatkamaan. Kun jiljelld on kuitenkin vain nel-
jdnnen asteen kayré, siitd voisi ehké sanoa jotain ylei-
sempadkin.

Ty6 ei kuitenkaan juuri helpottunut, koska jéljelle ja&-
neidenkin termien kertoimien laskeminen naytti olevan
melko tyoldstd. Paadtin aluksi kokeilla joillakin luvuil-
la, miten asymptootin yhtdlon voisi maarittda ja kun
menetelmé tuli tdtd kautta tutuksi, en voinut valttaa
etenemaéstd jonkinlaiseen yleistdmiseen suunnattoman
tyomadran uhallakin.

Kéytdnnon menetelmé on, etté sijoitetaan korkeimman
asteen termeihin = 1 ja y = k, jolloin korkeimman
asteen termien muodostaman (homogeenisen) polyno-
min nollakohdat antavat asymptootin kulmakertoimen
k. Vakiotermi saadaan sitten suoraan erdésta kaavasta,
josta lisdd myohemmin. Tamén kaavan kayttoon tarvi-
taan liséksi toiseksi korkeimman asteen termit.

Yleistysyritys

Siispa aakkoset a, b, c,d, e ja f kehiin ja t6ihin. Mene-
telméa varten tarvitaan kdyran 4. ja 3. asteen termit.

Tarkoitukseni oli siis tehdé aivan jarjettomén aikasyop-
poa tyota eli ratkaista asymptoottien yhtalot yleisesti
selvittamalld tasokdyrapolynomin 4. ja 3. asteen termit
(erityisesti niiden kertoimet, kun ldhtokohtana on pis-
teiden A, B ja C koordinaatit) ja sitten katsoa, voiko
ylipddtaan ratkaista saatu 4. asteen polynomiyhtald,
jonka ratkaisuna saisi asymptootin kulmakertoimen.

Avasin siis todellakin koko karmeuden ja laskin kertoi-
met eriasteisille termeille (kdyttdisin sanaa ’sievensin’,
mutta koska tulos on kaikkea muuta kuin sieva, totean
vain, ettd 'laskin’). Kertoimet voidaan jarjestdd monel-
la tavalla ja varmaan saadaan lyhyempiédkin esityksia
esim. yhteisten tekijéiden erottamisilla jne.

Neljénnen asteen termien kertoimet:

ot f2 —b% +2bd — 2df
23y 2(cf + de + ab — ad — be — ef)

22y% e + f?2 —a? — b? — 2ce — 2df + 2db + 2ac

xy3: 2(cf + de + ab — ad — be — ef)

yt €? —a? + 2ac — 2ce

Kolmannen asteen termien kertoimet:

23 2b%(c+e)—2f2(a+c)+4adf —4bde+ 2cdf — 2abd +
2def — 2bed

2%y —dacf —2bf? —2de® +2cda — 2cde + 4cbe — 4abe —
2bd? — 2abc — 2¢2 f + 2da® 4+ 2fb% +4defa + 2d> f +
2cef + 2¢2b

xy?: —2ae? —2cf? —4bde —4abf + dadf — 2cdf — 2abd +
2cdb — 2ac? — 2d2e + 2cb? + 2ea’® + defb+ 2def +
2c%e + 2d%a

y3: —2be? — 2de? — dacf — 2abc — 2acd + 2da® + 2db® +
2fa? + 4ceb + 2cde + 2cef — 2b%d

Lisddn tahén vield muidenkin termien kertoimet, vaik-
ka niitd ei asymptootin mé&arittdmisessd tarvita. Ne
ovat melko epéyhtenéisella tavalla esitettyné, koska las-
kin niitd hiukan eri jarjestyksessd, enké sieventanyt
kaikkia samalla tavalla.

Toisen asteen termien kertoimet:

2% dace® +4acf?+2bde? +2bdf? +a? f2 +c2 f2+b2d? +
2abed — 4cea® — dceb? —2df a® — 2df b2 — c2b? — e?b? —
d?f? — 2cdef + 4abde + 4cbde + 4a%ce — 4dedfa —
dedfa — 4ce®a

xy: 2abe? — 2bce? + 2dae® + 2dce® + 2abf? + 2bcf? —
2daf? + 2dcf? + dabdf + 2a’cf + dac? f + 2b%de +
4bd?e + 4abce — 2cda® — 2dea?® — 2fea® — 2cdb? —
2fch? — 2feb? — ddefb — 4c’eb — 4d% fa — 4cefa

v (e + f2)(2(ac + bd) + (b + d)?) + (ac + bd)(4(b +
d)f +ac+bd) — (a® +b%)(2(ce + df) + (d + f)?) —
(ce +df)(4(d+ f)b+ ce + df)

Ensimmaéisen asteen termien kertoimet:

z: —2(a+c)(ac+bd) (e + f2) — 2e(ac+ bd)* + 2(c +
e)(ce + df) (a* 4 b?) + 2a(ce + df )?

y: —2(b+d)(ac+bd) (e + f2) — 2f(ac+ bd)* +2(d +
f)(ce +df) (a* + b?) + 2b(ce + df )?

Vakiotermi:
(ac+bd)?(e? + f2) — (ce + df )?(a® + b?

Tarkistuksen vuoksi kirjoitin GeoGebraan polynomi-
muotoisena tasokdyran kuvaajan néilld kertoimilla ja
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vertasin sitd alkuperdiseen sieventdméattoméadn muo-
toon, ja kun kuvat ndyttivit vastaavan toisiaan, uskon,
etté laskin kertoimet oikein.

Minulla oli nyt tarvittavat 4. ja 3. asteen kertoimet
ja saatoin ryhtya laskemaan 4. asteen termeistd muo-
dostetun polynomin nollakohtia ja siten saada asymp-
toottien kulmakertoimet. Neljdnnen asteen yhtélon rat-
kaiseminen, kun kertoimina on tuollaista aakkossotkua
vaikuttaa toivottomalta hommalta. Jatinkin asian sit-
ten tahén ja ajattelin, ettd antaa koko homman olla.

Asymptootit rationaalikertoimisia?

Kun kuitenkin olin pééssyt niin pitkélle, ettd Geo-
Gebrassa oli kédyré, sen polynomimuotoinen esitys, ja
yleisen menetelmén avulla pystyi GeoGebran CAS-
ikkunassa laskemaan asymptoottien kulmakertoimet ja
vakiotermit seké piirtdméan asymptootit, padtin kui-
tenkin jatkaa.

Liikuttamalla pisteiden paikkoja, havaitsin, etta
asymptoottien kulmakertoimet ja vakiotermit naytti-
vit aina olevan rationaalilukuja, kun pisteiden koor-
dinaatit olivat rationaalisia. Pohdin, voisiko néin olla
aina. Yleisestihdn ei voi sanoa, ettd neljinnen asteen
rationaalikertoimisen polynomin asymptootit ovat ra-
tionaalikertoimisia. Esim. tasokédyrin

P(z,y) = —22* — 2% +y* +2=0

asymptootit ovat y = +v/2z.

Mutta jos ne nyt todellakin ovat rationaalisia eli aiem-
min mainitun 4. asteen yhtalon ratkaisut ovat rationaa-
lisia, niin onhan siind ehké pienen pieni mahdollisuus,
ettd ne voisi saada selville. Pitéisi oikeastaan "vain” siis
osoittaa, ettd ratkaisu on olemassa, ja se on rationaa-
linen.

Esitietoni kahden muuttujan polynomeista eivét riita
sithen, ettd voisin jollain yksinkertaisella menetelmalla
osoittaa tdtd. Turvauduin siis rumaan “brute force” -
menetelmédn eli asymptoottien méarittdmiseen pistei-
den koordinaattien toimiessa ldhtotietona ja katsoa,
saisiko tatd kautta kertoimien rationaalisuuden osoi-
tettua. Jatkoin siis kuitenkin siité, mihin edelld kerroin
jaaneeni.

Tarkastellaan 4. asteen termejd kéyraa esittdvassa po-
lynomissas:

Azt + Bady + C2y? + Day® + Ey*.

Sijoitetaan = = 1 ja y = k ja merkitdédn polynomi nol-
laksi (yleinen menetelmé), jolloin saadaan yhtélo

Ek*+ D>+ Ck®> + Bk + A= 0.

Rationaalilukulause sanoo, ettd jos rationaalilukuker-
toimisella yhtal6lla on rationaalijuuri, se saadaan va-
kiotermin ja korkeimman asteen termin tekijoistéa. Tés-
sd on kuitenkin ongelmana sana ’jos’. Mitdan takeita
sille, etta yhtalolla olisi rationaalijuuri, en huomaa, jo-
ten téstd lauseesta en keksi olevan hyotya.

Jatketaan sijoittamalla aiemmin lasketut kertoimet té-
héan ja saadaan

(62 —a? + 2ac — 2ce) k4
+2(cf + de + ab — ad — bc — ef)k?
+ (2 + f* — a® — b — 2ce — 2df + 2db + 2ac) k*
+2(cf +de+ab—ad —bc—ef)k
+ f2 —b% +2bd — 2df = 0.

Tilanteen geometriasta ja muutaman kayrin piirtdmi-
sen jalkeen tuli mieleen, ettd asymptootteja ei voi ol-
la useampia kuin kaksi (tai oikeastaan vain yksi "ai-
t0”). Siten télld neljinnen asteen yhtélolla ei voine ol-
la kuin korkeintaan kaksi reaalista ratkaisua, muiden
ollessa imaginaarisia. Kun olin aiemmin laskenut pari
numeerista esimerkkié ja havainnut, ettéd niissa oli yh-
tend tekijand x2 + 1, ajattelin, ettd olisiko niin aina.
Ja kappas, kylldpéd vaan, yhtalolla on aina ratkaisuina
k=+i:
(e — a® + 2ac — 2ce) (i)
+2(cf +de + ab — ad — be — ef)(+i)?
+ (2 + f* — a® — b® — 2ce — 2df + 2db + 2ac) (£i)?
+2(cf +de+ ab — ad — be — ef) (i)
+f2—b?+20d—2df =0

(e — a® + 2ac — 2ce) - 1
+2(cf +de + ab — ad — bc — ef)(Fi)
+ (e + f? — a® — b* — 2ce — 2df + 2db + 2ac) (1)
+2(cf +de +ab— ad — bc — ef)(+i)
+f2—b?+20d—2df =0

e? —a? + 2ac — 2ce — €2 — f2 4 a% + b% + 2ce + 2df
—2db — 2ac + f* — b* 4+ 2bd — 2df =0
0=0

Tama havainto ratkaisi sen, ettd pdasin ongelman rat-
kaisussa eteenpain.

Polynomi
Ek'+ DK® + Ck* + Bk + A
on siis jaollinen tekijéalla

(k—i)(k+1i) = k* + 1.

Kertoimista huomataan, ettd D = B. Jaetaan polyno-
mi lausekkeella k2 + 1.
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Saadaan hajotelma

Ek* 4+ Bk® + Ck® + Bk + A
= (K*+1) (B’ +By+(C—E))+A-C+E.

Jaon on mentévéa tasan, joten on tietysti oltava A—C'+
E=0.

Tarkistetaan kuitenkin (tarpeettomasti) vield, ettd
néin todella on:

A-C+E
= 2 —b? + 2bd — 2df
— (e’ + f* — a® = b — 2ce — 2df + 2db + 2ac)
+ (62 —a? +2ac—2ce)
= f2 — 0% + 2bd — 2df — % — f?
+ a® 4+ b% + 2ce + 2df — 2db — 2ac + €2 — a?
+ 2ac — 2ce = 0.

Patee.

Jakojaannos A — C' + F on siis nolla, ja voidaan kirjoit-
taa

Ek* + BE*+Ck?> + Bk + A
= (k*+1) (EK* + Bk + (C — E)).

Tamén polynomin loput nollakohdat saadaan tekijan
EE? + Bk + (C — E) nollakohdista. Nam& ovat myds
asymptoottien kulmakertoimia

- -B+ /B2 —4E(C - E)
12— oF '

No niin. Siind se nyt sitten on: diskriminantti, jonka
soisi olevan jonkin rationaaliluvun nelio, jotta siitd ulos
tullessaan kehkeytyisi rationaaliluku ja sen my&téa kul-
makerroinkin olisi rationaalinen.

Tavoite on siis osoittaa diskriminantti rationaaliluvun
nelioksi, jolloin yhtilolld on kaksi (yksi, jos se on = 0)
reaalista ratkaisua. Edellyttéden tietysti, ettd E # 0.
B? —4E(C - E)
= (2(cf + de + ab — ad — be — ef))?
—4(62 —a? +2(ZC—2C€) (f2 . — 2df+2db)
=4(cf +de+ab—ad — bc — ef)?
—4(e? — a® 4 2ac — 2ce) (f* — b* — 2df + 2db)
=4 [(cf—!—de—l—ab—ad—bc—ef)2
— (62 —a® + 2ac — 266) (f2 —b% —2df + 2db)] .
Tuosta en keksinyt mitdén. Padtin avata lausekkeen ja
katsoa mité siitd seuraa. Tiedd vaikka joitain termeja
katoaisi ja jotain kiinnostavaa paljastuisi. Vahva ole-

tukseni oli, ettd lauseke voidaan kirjoittaa nelioksi, jo-
ten oli syyté ainakin yrittaa.

Lauseke (cf +de+ab—ad—bc—ef)? avautuu seuraavan
kaavan avulla:

(x+y+2z4+utv+w)?
— 222 u? o? w?
+ 22y 4+ 222 4+ 22u 4 220 4 22w
+ 2yz + 2yu + 2yv + 2yw
+ 2zu + 220 + 2zw + 2uv 4 2uw + 2vw.  (¥)

Saadaan

(cf 4+ de + ab — ad — bc — ef)?
= (cf)* + (de)* + (ab)? + (ad)® + (bc)* + (ef)?
+ 2cfde + 2cfab — 2cfad — 2cfbc — 2cfef
+ 2deab — 2dead — 2debc — 2dee f
— 2abad — 2abbc — 2abe f + 2adbec 4 2adef + 2bce f.

Jalkimmaisesta tulosta
(62 —a? + 2ac — 206) (f2 —b% —2df + 2db)
saadaan lauseke:

e? 12 — 2b? — 2e%df + 2¢%db
—a?f% + a®b? + 2a%df — 2a*db
+ 2acf? — 2ach® — dacdf + 4acdb
—2cef? + 2ceb? + dcedf — 4Acedb.

Koko lauseke on sieventaméttoméana siten

4[(cf + de+ab—ad — bc — ef)?
— ( e +2ac—2ce) (f2 —b? —2df—|—2db)}
=4[(cf)?+ (de)® + (ab)* + (ad)® + (be)® + (ef)?
+ 2cfde + 2cfab — 2cfad — 2cfbc — 2cfef
+ 2deab — 2dead — 2debc — 2dee f
— 2abad — 2abbc — 2abe f + 2adbc + 2adef + 2bce f
— (e — €?b* — 2e2df + 2¢db
—a%f? + a®b® + 2d%df — 2a%db
+ 2acf? — 2ach® — dacdf + 4acdb
— 2cef? + 2ceb? + 4dcedf — 4cedb)] .

(Tuolla on seassa 'dead’, ja sopi miettid, uskaltaako jat-
kaa. Ties vield mihin tdmé johtaa...)

Sievennetdén, ja lauseke hiukan lyhenee:

4[(cf)? + (de)? + (ad)? + (be)® + (eb)? + (af)®
— 2cfde + 2cfab + 2cfad — 2cfbc
+ 2deab — 2dead + 2debc
— 2abef — 2adbe + 2adef + 2bce f
— 2e2db — 2a2df — 2acf? — 2ceb2] .
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Lupaava havainto on, etté jokaisessa yhteenlaskettavas-
sa on neljan tekijan tulo, osassa ne ovat kaksinkertai-
sina, ja kun lisdksi mukana on puhtaita neliétermeja,
ja vieldpa termien lukuméara tdsméa kuuden yhteen-
laskettavan binomin kanssa, se houkuttaa kayttaméan
aiempaa kaavaa (*) toiseen suuntaan, jos oikein hyvin
kévisi.

Jarjestetadn termit niin, ettd "puhtaissa” neliGtermeis-
sé olevat tulot ovat tekijoind kaksinkertaisissa tulois-
sa, ja kun kaikki vield jarjestetdén sopivaan jarjestyk-
seen, niin huomataan, ettd koko litania uppoaa suju-
vasti kaavaan (*), kunhan vield huomioidaan merkit:

4 [(cf)? + (de)® + (ad)® + (be)* + (eb)* + (af)”
—2(cf)(de) + 2(cf)(ad) — 2(cf)(be) + 2(cf)(eb)
—2(cf)(af) — 2(de)(ad) + 2(de)(bc) — 2(de)(ed)
+ 2(de)(af) — 2(ad)(bc) + 2(ad)(eb) — 2(ad)(af)
= 2(bc)(eb) + 2(be)(af) — 2(ed)(af)]

Merkit saadaan vertaamalla tuloja pareittain, esim. tu-
lon (cf)(de) etumerkkind on miinus, joten tulontekijét
cf ja de ovat erimerkkiset. Vastaavasti tulon (cf)(ad)
etumerkki on plus, joten ne ovat samanmerkkiset. Sa-
malla tavalla méarittyvit muutkin merkit.

Lisdksi voidaan valita kuinka péin tahansa, joko cf:n
merkiksi valitaan miinus, jolloin de:n merkki on plus,
tai toisin péin. Talld ei ole merkitysté, koska lauseke
korotetaan jatkossa nelioén. (Onhan esimerkiksi

(@—y—z+u)’=(—(-z+y+z-u)’)

Valitaan c¢f > 0, jolloin saadaan lauseke kirjoitettua
neliona:

[2(cf — de + ad — be + eb — af)])* (> 0).

Asymptoottien kulmakertoimet voidaan siis laskea al-
la olevilla kaavoilla, ja samalla voidaan todeta, etta
jos pisteiden koordinaatit ovat rationaalilukuja, myos
asymptoottien kulmakertoimet ovat rationaalisia.

—2(cf + de + ab — ad — be — ef)

Fio = 2 (e? — a? + 2ac — 2ce)
\/[2(cf—de+ad—bc+eb—af)]2
2 (€2 — a? + 2ac — 2ce)
—2(cf +de+ ab—ad — bc — ef)
k12 =

’ 2 (e? — a? + 2ac — 2ce)
(2(cf —de+ad —bc+eb—af))

+
2 (e? — a? + 2ac — 2ce)

Siispé,
b — —(ef +de+ab—ad — bc — ef)
T €2 — a2 + 2ac — 2ce
+cf—de—|—ad—bc—|—eb—af
e2 —a? + 2ac — 2ce
 —2de—ab+2ad+ef +eb—af
n e2 —a? + 2ac — 2ce
tai
k: —(cf +de + ab — ad — be — ef)
2:

e? —a? + 2ac — 2ce
—(cf —de+ad —bc+ eb— af)
e2 —a? + 2ac — 2ce
—2cf —ab+2bc+ef —eb+af
€2 — a2 + 2ac — 2ce ’

+

Edellytys on mm., ettd e # a ja e # 2¢ — a.

Ja siis todellakin kulmakertoimet ovat rationaalilukuja,
jos koordinaatit ovat.

Kaavasta saadaan kaksi kulmakerrointa. Toinen néistéa
kuuluu aidolle asymptootille, ja toinen suoralle, joka
kulkee pisteiden A ja C kautta. Tama ei siis oikeas-
taan ole asymptootti sanan varsinaisessa merkitykses-
sa, mutta sekin siis tulee tuosta "automaattisesti”.

Asymptoottien vakiotermeillekin voidaan johtaa kaa-
va, johon voi suoraan sijoittaa pisteiden koordinaatit.
Tamaé olisi todella raskas tyo, eikd sitéd ole tarpeellista
tehdé, koska niiden rationaalisuudesta ei ole epdilysté,
silla se seuraa yleisestd menetelmésté, jonka mukaan
vakiotermi voidaan laskea lausekkeesta

¢n—1(k)

O (k)
Téssd ¢,,—1(k) on toiseksi korkeimman asteen termien
muodostaman polynomin arvo laskettuna kulmakertoi-

men arvolla k, ja QS;L(k) on korkeimman asteen termien
muodostaman polynomin derivaatta laskettuna arvolla

k.

Lopuksi

Se, miksi halusin selvittdd asymptoottien kulmakertoi-
met yo. hankalalla tavalla, ei ollut varsinainen tavoit-
teeni. Halusin vain selvittéda, tuottavatko rationaalipis-
teet asymptooteille aina rationaaliset kulmakertoimet.
Enké siis keksinyt mitdédn helpompaa tapaa.

Toive siitd, etta 10ytaisin 4. asteen kéayrille joitain ylei-
sid ominaisuuksia jii toteutumatta. Sitd varten pitéi-
si tutkia asiaa enemmén. Yhden ominaisuuden osalta
asia jai auki. Edella kirjoitin, ettd kayrd ndyttaisi muo-
dostavan suljetun silmukan, jos mukaan otetaan suple-
menttikulmat. Taté en lahtenyt selvittamaén, koska jos
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haluaisi selvittda tatéd algebrallisesti, pitéisi ensin aina-
kin mééritelld késite silmukka. Jo se vaikuttaa hanka-
lalta ja geometrinen ldhestyminen voisi ratkaista tAméan
hyvinkin yksinkertaisesti.

Lause ja sen merkitys matematiikassa:

Jos tasossa olevien kolmen pisteen A, B ja C, joiden
koordinaatit ovat rationaalilukuja, véliset janat AB ja

BC nikyvit samassa kulmassa (tai sen suplementtikul-
massa) kdyraltd P(z,y) = 0, niin kiyrdn asymptoot-
tien kertoimet ovat rationaalilukuja.

Lauseella ei ole mitdan merkitystd sen enempéaéd mate-
matiikassa kuin missddn muuallakaan — ei edes met-
sésséd — ja sen asema matematiikassa on absoluuttisen
tyhjéanpéivéinen.
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