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Laiskajaakon geometriaa
Tuomas Korppi
Johdanto

Kuten lukija varmaan tietdéd, ympyréassa kehdkulma on
puolet vastaavasta keskuskulmasta. Todistuskaan ei ole
vaikea. Tutkitaan Kuvaa 1.

Kuva 1: Kehdkulmalause.

Kulma BAC on kehdkulma, ja BOC on keskuskulma.
Kolmiot AOB ja AOC ovat tasakylkisid, ja kulmien
AOB ja AOC summa on 360° — ZBOC, mista seuraa,
ettd ZOAB + ZOAC + ZOBA + ZOCA = /ZBOC.
Mutta LZOAC = ZOCA ja LOAB = ZOBA. Siis
/BAC = ZOAB + ZOAC = Z/BOC/2.

Mutta enté, jos kuvio on kuten Kuvassa 27

=]

Kuva 2: Vino kehdakulma.

Nyt sama todistus ei pdde. Normaalisti klassisessa geo-
metriassa laiska todistaja tyytyy yhteen tapaukseen
eikd ala tekemédn jokaista tapausta erikseen. Téssé
artikkelissa todistamme teoreeman, joka monessa ta-
pauksessa antaa formaalin oikeutuksen télle laiskan
geometrikon piintyneelle tavalle.

Harppi- ja viivoitinkonstruktiot

Klassisessa geometriassa kaikki konstruktiot tehdéan
harpilla ja viivoittimella. Tamé tarkoittaa sitd, etta
niissé toistetaan vain seuraavaa viittd askelta.

e Kun kaksi pistettd on annettu, suoran piirtdminen
niiden kautta.
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e Kun pisteet A ja B on annettu, sellaisen ympyran
piirtdminen, jonka keskipiste on A ja jonka keha kul-
kee pisteen B kautta.

o Kun kaksi sellaista suoraa on annettu, jotka eivét ole
yhdensuuntaisia, niiden leikkauspisteen ottaminen.

e« Kun on annettu ympyra ja suora, jotka leikkaavat,
niiden leikkauspisteiden ottaminen.

o Kun on annettu kaksi ympyréé, jotka leikkaavat, nii-
den leikkauspisteiden ottaminen.

Kaikki klassisen geometrian konstruktiot voidaan
suorittaa toistamalla yll& olevia viittd askelta.
Klassikkoteos, joka kertoo, mikd kaikki né&illa
askeleilla on mahdollista, on FEukleideen Alkeet
(https://www.gutenberg.org/ebooks/21076). Esimer-
kinomaisesti luettelemme joitain onnistuvia operaa-
tioita.

o Janan keskipisteen konstruointi.

e Jos on annettu suora ja piste sen ulkopuolella, pis-
teen kautta kulkevan normaalin piirtdminen suoral-
le.

e Jos on annettu ympyra ja piste sen ulkopuolelta,
tangentin piirtdminen ympyrélle pisteen kautta seka
tangeerauspisteen 10ytdminen (muutenkin kuin ym-
pyrdn ja suoran leikkauspisteend; tdméa on térkedd
meiddn kannaltamme).

e Jos on annettu jana ja piste sen ulkopuolelta, sellai-
sen ympyran piirtdminen, jonka keskipiste on annet-
tu piste ja sdde annetun janan pituus.

e Jos on annettu kolmio, ympyréiden piirtdminen kol-
mion sisddn ja ympari.
¢ Kulman puolittaminen.

Tunnettu esimerkki operaatiosta, joka ei valttdméatta
onnistu ylla mainituilla viidella operaatiolla, on kulman
jakaminen kolmeen yhté suureen osaan, ja siksi téallais-
ta kulman kolmijakoa ei esiinny klassisen geometrian
tehtavissa.

Reaalianalyyttiset funktiot

Olkoon V avoin vali, eli joko R, ]a, 0o[, | —00, b[ tai Ja, b[.
Téassd kappaleessa tutkimme reaalianalyyttisid funk-
tioita f: V — R. Annamme muodollisen mééritelman,
mutta sitd ei tarvitse ymmartaa. Kaikki tarvittava re-
aalianalyyttisistd funktioista sisdltyy Teoreemoihin 2,
3 ja 5 seké Korollaariin 4.

Maaritelma 1. Funktio f: V — R on reaalianalyyt-
tinen, jos jokaisella xo € V on avoin vili V' C V,
zo € V' ja kertoimet a;, i € N, joille kaikilla x € V'
patee

flz) = Zai(z —z0)"
i=0

Seuraavien teoreemojen todistukset sivuutamme, kos-
ka ne ovat yliopistokamaa.

Teoreema 2. Seuraavat funktiot ovat reaalianalyytti-
S1G.
o Vakiofunktiot.

e sin, cos ovat reaalianalyyttisia koko R:ssa, tan on re-
aalianalyyttinen sellaisilla vdleilld, joissa se on jat-
kuva.

o T —x.

o x5 1 kun lihtdjoukkona on joko ]—oo, 0[ tai]0, ool.
e Identtinen funktio x — x.

e T+ a”, missd a > 0 on vakio.

Teoreema 3. Jos f, g ovat reaalianalyyttisii funktios-

ta, niin seuraavat ovat myds reaalianalyyttisic funktioi-
ta olettaen ettd kyseiset funktiot on mddritelty.

o fIU (f:n ldhtdjoukon rajoittaminen pienempddan
avoimeen vdliin).

« x> fg(x)).

« 2 f(z) +9(2).

« x> f(z)g(x).

o x> f1(x) olettaen, etti f on injektio ja sen deri-

vaatta on kaikkialla nollasta eroava.

Lisdksi seuraava pétee: Jos f: V — R ja V;:t ovat avoi-
mia valeja, joille | JV; =V ja f|V; on reaalianalyytti-
nen jokaisella i, niin tdlloin f on reaalianalyyttinen.

Korollaari 4. Seuraavat funktiot ovat reaalianalyytti-
8ia.

oz 2",

o x>\, kun z > 0.

e Trigonometristen funktioiden arkusfunktiot, kun ldh-
tajoukkoina ovat sopivat avoimet wvdlit.

o x> f(x) — g(x), kun f,g ovat reaalianalyyttisia.

oz — f(x)/g(x), kun f,g ovat reaalianalyyttisii ja
madrittelyvalilli g(x) # 0.

Todistus: x™ = x X --- X x, joten ensimmaisen pyké-
lan tulos seuraa siitéd, ettd kahden reaalianalyyttisen
funktion tulo on reaalianalyyttinen.

Nelijuurta koskeva tulos seuraa edellisesté kappalees-
ta ja siitd, ettd reaalianalyyttisen funktion ké&nteis-
funktio on reaalianalyyttinen.

Kolmas kohta seuraa samoin siitd, ettd reaalianalyyt-
tisten funktioiden kédénteisfunktiot ovat reaalianalyyt-
tisia.

Kaksi viimeistd kohtaa seuraavat siitd, ettd f(x)

gm(w) = f(@) + (—9(2)) ja f(x)/9(z) = f(x)(l/g(w);
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Koko homma téssé artikkelissa perustuu seuraavaan
teoreemaan:

Teoreema 5. Olkoot f,g: V — R reaalianalyyttisid.
Oletetaan, ettd on olemassa avoin vali V! C 'V, jol-
le f(x) = g(x) kaikille x € V'. Tdlloin f(z) = g(x)
katikilla x € V.

Harppi- ja viivoitinkonstruktioiden reaa-
lianalyyttisyys

Olkoon V vili ja R? taso. Olkoon p € R2. Merkitdin
p:n koordinaatteja p, ja p,. Sanomme, ettd f: V — R?
on reaalianalyyttinen, jos ¢ — f(t), ja t — f(t), ovat
reaalianalyyttisid. Ajattelemme ¢:t4 aikaparametriné.
Néin ollen, jos f on maéaritelty kuten edelld, sanom-
me, ettd piste f varioi reaalianalyyttisesti parametrin
t suhteen.

Harppi-ja viivoitinkonstruktioissa pisteiden avulla kon-
struoidaan suoria ja ympyroité, joiden leikkauspisteita
kéytetdan jatkokonstruktioihin. Seuraavaksi todistam-
me, ettd jos suorien ja ympyroiden méarittelyssa kéy-
tetyt pisteet varioivat reaalianalyyttisesti parametrin ¢
suhteen, myos saadut leikkauspisteet varioivat reaali-
analyyttisesti parametrin ¢ suhteen.

Teoreema 6. Olkoon p,q,r,s pisteitd tasossa, jotka
variotvat reaalianalyyttisesti parametrin t suhteen niin,
ettd kaikissa vaiheissa p # q ja r # s, ja lisdksi mis-
sddn vaiheessa pisteiden p,q ja pisteiden r,s mddrit-
telemdt suorat eivdt ole yhdensuuntaisia. Tdlléin suo-
rien letkkauspiste variot reaalianalyyttisesti parametrin
t suhteen.

Todistus: Suorien leikkauspisteen z-koordinaatti on

(pry - py%c)("":c - Sz) - (px - qx)(T;cSy - Tysx)
(Pr — qu)(ry — 8y) — (Py — @) (rz — 5z)
ja y-koordinaatti
(P2Gy — Pya)(ry — 8y) — (Py — @) (T2Sy — Tysz).
(Pz — @) (ry — 8y) — (Py — @) (e — 5z)

N&éhdaan, ettd ndméa funktiot saadaan koottua reaali-
analyyttisistd alkeisfunktioista operaatioilla, jotka séi-
lyttavit reaalianalyyttisyyden. [

Teoreema 7. Olkoon p,q,r,s pisteitd tasossa, jotka
variotvat reaalianalyyttisesti parametrin t suhteen niin,
ettd kaikissa vaiheissa p # q ja r # s, ja lisiksi pistei-
den p,q maddarittelemdlld suoralla ja pisteiden r (kes-
kipiste) ja s (kehapiste) mddrittelemdlld ympyrdlld on
kaksi leikkauspistettd. Tdlloin kumpikin leikkauspiste
variot reaalianalyyttisesti parametrin t suhteen.

Todistus: Maaritelladn

dy = Gz — Da,
dy =4y — Dy,

dr = \/d% + dZ,
- 7‘90)( - Ty) (qe — 72
2

R= /(50— 12)2 + (5, — )%,

sgn(z) =1, jos x > 1,sgn(x) = —1, jos z < 1.

D = (px )(py —1y),

Nyt leikkauspisteiden x-koordinaatit voidaan kirjoittaa

y)dgy/ R2d2 — D2

d2

Dd,, + sgn(d

ja y-koordinaatit

~Dd, %|dy| /B ~D? |
T
a2 v

Huomaa, ettd itseisarvofunktio ja sgn-funktio eivéat ole
reaalianalyyttisid. Purkamalla kaavat auki kuitenkin
nidhdéén, ettd silloin kun dy ei vaihda merkkidén, saa-
daan reaalianalyyttinen funktio. Tehtdvinannossa y-
ja x-koordinaattien roolit ovat symmetriset, joten kaa-
voista voidaan johtaa myos sellaiset versiot, joissa sgn-
ja itseisarvofunktioiden sisdlld on d,. Koska d. ja dy
eivit voi olla yhtaikaa nollia (tdlloin ne eivit médrai-
si yksikésitteistd suoraa), jompaa kumpaa kaavaparia
voidaan aina kéyttdd. Niinpé lauseen viite seuraa Teo-
reeman 3 "Liséksi”-pykalésta.

Kahdessa viimeisessé kaavassa juurilausekkeiden sisuk-
set ovat positiivisia, jos ja vain jos ympyrélla ja suoralla
on tasmalleen kaksi leikkauspistetta. [J

Teoreema 8. Olkoon p,q,r,s nelji pistettd, jotka va-
rioivat reaalianalyyttisesti parametrin t suhteen niin,
ettd koko ajan p # q ja r # s. Olkoon S pisteiden p
(keskipiste) ja q (kehdpiste) mddriama ympyrd ja S’
vastaavasti pisteiden r,s mddradmd ympyrd. Oletam-
me, ettd ympyrdilld on koko ajan kaksi leikkauspistet-
ta. Talloin ympyroiden S,S’ leikkauspisteet varioivat
reaalianalyyttisesti parametrin t suhteen.

Todistus: Olkoon
Ry =/le — p2)? + (g — 2y)?.
R2 = \/(Sw — ’f'z>2 + (xy — Ty)Q,

d= \/ pw - ra: (py - Ty)27

fZT’

h=\/R?—¢2

Nyt leikkauspisteiden z-koordinaatit ovat

12 h
a(rz _paz) + E(

Ty _py) + Pz
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ja y-koordinaatit

l h

E(Ty - py) + g(rr 7pm) + py.

Kaavat auki purkamalla ndhdééan, ettd ne méaarittelevét
reaalianalyyttiset funktiot. Juurilausekkeiden sisukset
ovat positiivisia, jos ja vain jos ympyroilla on kaksi leik-
kauspistetta. [

Paatulos

Todistamme téssa luvussa artikkelin padtuloksen. Idea
on siis se, ettd meilld on ajassa liikkuvia pisteitd, joi-
hin teemme harppi- ja viivoitinkonstruktion. Koska pis-
teet, joihin konstruktio tehdéén, liikkuvat ajassa, myos
konstruktio liikkuu ajassa. Kuitenkin kaikkina hetki-
néd konstruktio on tehty samalla tavalla. Sen jélkeen
todistamme, ettd kaikki konstruoidut pisteet ja niista
reaalianalyyttisilld kaavoilla johdetut numeeriset arvot
varioivat reaalianalyyttisesti aikaparametrin suhteen.
Erityisesti, jos joku numeerinen arvo pysyy vakiona ly-
hyenkin aikavilin, se sdilyy vakiona koko tarkastelujak-
SOm.

Lemma 9. Olkoon S suora, p piste suoralla ja q suo-
ran suuntainen vektori. Nyt S = {p+tq | t € R}, ja
piste p+tq variotr reaalianalyyttisesti parametrin t suh-
teen kayden lapt koko suoran.

Todistus: p + tqg:n x-koordinaatti on p, + tq,, eli reaa-
lianalyyttinen, ja p + tg:n y-koordinaatti on p, + tgy,
eli reaalianalyyttinen. [J

Lemma 10. Olkoon S ympyrd, jonka keskipiste on p
ja sdade r. Talloin voidaan mddritelld piste q ympyrin
kehdltd, joka varioi parametrin t suhteen reaalianalyyt-
tisesti ja kdy ldpi koko ympyrdn

Todistus: Selvasti g, = py +1 cos(t) ja g, = p, +rsin(t)
toimii. [J

Maaritelma 11. Olkoot p; pisteitd tasossa ja S suora
tai ympyrd tasossa. Olkoon p piste suoralla tai ympy-
ralla S, p varioi reaalianalyyttisesti parametrin t suh-
teen. (Tdllainen on olemassa kahden edellisen lemman
perusteella.) Olkoon K harppi- ja vitvoitinkonstruktio
pisteista p, (p;);. Huomaa, etti valid, jolla t on mdadri-
telty, saatetaan joutua rajoittamaan, ettd suorille saa-
taisiin varmasti leikkauspisteet, suorille ja ympyréille
kaksi leikkauspistettd ja ympyroille kaksi leikkauspistet-
ta, silloin kun ko. leikkauspisteiden halutaan kuuluvan
konstruktioon. Rajoituksia t:hen voidaan joutua teke-
madn myds siksi, ettd halutut suorat ja ympyrdt olisi-
vat varmasti madriteltyjd.

Talloin sanomme, ettd K on varioiva systeems.

Olkoon K varioiva systeemi, ja p, (p;):,t kuten varioi-
van systeemin méaaritelmaéssa.

Teoreema 12. Jokainen K :n konstruktioon otettu pis-
te varioi reaalianalyyttisesti parametrin t suhteen.

Todistus: Piste p varioi oletuksena reaalianalyyttises-
ti parametrin ¢ suhteen, ja jokainen p; on vakiofunktio
parametrin ¢ suhteen, ja vakiofunktiona reaalianalyyt-
tinen. Viite seuraa edellisen luvun lauseista induktiivi-
sesti, kun induktio tehddén samassa jérjestyksessé kuin
K:n konstruktio. [

Huomautus 13. K:n mddritelmdssd on vain yksi suo-
raan t:n mukaan varioiva piste p. Loppujen varioivien
pisteiden variointi seuraa siitd, ettd ne on saatu harppi-
ja vitvoitinkonstruktiolla p:sta.

Useimmissa tapauksissa tamd riittad, mutta rajoitus on
epdolennainen: Nditd suoraan varioivia pisteitd voi ol-
la useampikin, kunhan ne varioivat reaalianalyyttisesti
saman parametrin t suhteen, ja todistus on tdssd ta-
pauksessa than sama.

Korollaari 14. Olkoon q,r kaksi pistetta K :ssa. Tdl-
loin nitden etdisyyden nelié varioi reaalianalyyttisesti
parametrin t suhteen.

Todistus: Etdisyyden nelit saadaan reaalianalyyttisella
kaavalla (r, — q,)? + (ry — g,)?. O

Korollaari 15. Olkoon q,r kaksi pistettd K :ssa. Tdl-
loin nitden etdisyys varioi reaalianalyyttisesti paramet-
rin t suhteen silld oletuksella, ettd variointivdlilld p #

q.
Todistus: Etdisyys saadaan kaavalla
Ve =002+ (ry — )%

joka on reaalianalyyttinen, jos p # ¢ variointivalilla. [J

Korollaari 16. Olkoon q,r,s kolme pistettd K :ssa,
q # r,s koko ajan. Talloin pisteiden r,q mddardamdn
suoran ja pisteiden s, q madaradman suoran vdlinen kul-
ma varioi reaalianalyyttisesti parametrin t suhteen olet-
taen, ettd suorat eivdt ole yhdensuuntaisia.

Todistus: Olkoon v vektori, jonka alkupiste on ¢ ja lop-
pupiste 7, ja v’:n alkupiste vastaavasti g ja loppupiste
s. Nyt v-v" = |v|[v'| cos o, missd « on kyseinen suorien
valinen kulma.

Muokkaamalla
v-v
« = arccos(——
(\v\ Iv’l)

ja purkamalla pistetulojen ja vektorien pituuksien kaa-
vat auki ndhdadn, ettd a:lle tulee reaalianalyyttinen
kaava. Toinen suorien véalinen kulma on 180° — «, eli
sekin on reaalianalyyttinen. [J

Korollaari 17. Olkoon p,q,r pisteiti K:ssa, p # q,r.
Olkoon v vektori, jonka alkupiste on p ja loppupiste q,
ja v vastaavasti p:lle ja r:lle. Olkoon a vektorien v, v’
valinen etumerkillinen kulma valilla |—180°, 180°[. Tdal-
loin o varior reaalianalyyttisesti parametrin t suhteen.
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Todistus: Kun « € ]0°,180°[, se varioi reaalianalyytti-
sesti edellisen korollaarin perusteella.

Oletetaan, ettd o € ]—180°,0°[. Jos nyt S on wvn
ja v:n maaradmien suorien vélinen kulma, se edelli-
sen lemman perusteella varioi reaalianalyyttisesti. Nyt
a = —pf, eli a varioi reaalianalyyttisesti.

Olkoon nyt a € |—90°,90°[, ja k tasoa vastaan kohti-
suorassa oleva yksikkévektori. Nyt

- v XV

ksina = ——-.

|v][v’]

Purkamalla oikean puolen kaavat auki ndhdéddn, et-
ta sin a:lle saadaan reaalianalyyttinen kaava ¢, ja siis
a = arcsin ¢ varioi reaalianalyyttisesti parametrin ¢

suhteen. Nyt korollaari seuraa Teoreeman 3 ”Lisédksi”-
kohdasta. [J

Huomautus 18. Samaan tapaan voidaan todistaa,
ettd vektorien v ja v’ wdlinen kulma varioi reaali-
analyyttisesti silloin, kun sen ajatellaan olevan vdlilld
10°,360°].

Korollaari 19. Seuraavat patevdt:

e Olkoon ¢, ¥ reaalianalyyttisid kaavoja, joissa esiin-
tyy muuttujina K pisteiden x- ja y-koordinaatteja.
Jos on olemassa avoin vdli V siten, ettd ¢ =, kun
t on valilla 'V, yhtdlé ¢ = ¢ pdtee koko t:n mddrit-
telyvdlilla.

e Olkoon ¢,v kaksi realianalyyttisti kaavaa, joissa
estintyy muuttujina K:n etdisyyksien nelioitd, etdi-
syyksid ja kulmia. Jos on olemassa avoin vdli V', jol-
le @ =, kun t on valilla V , yhtdlo ¢ = 1 pdtee koko
t:n mddrittelyvalilld.

o Olkoon ¢ reaalianalyyttinen kaava, jossa esiintyy
muuttujina K:n etdisyyksien neliditd, etdisyyksid ja
kulmia. Jos on olemassa avoin vdli V' siten, ettd ¢
on vakio, kun t on vdlilld V', kaava ¢ on vakio koko
t:n madrittelyvdlilla.

Todistus: Todistetaan ensimmaéinen véite. Selvésti ¢ ja
1 varioivat reaalianalyyttisesti parametrin ¢ suhteen.
Nyt vaite seuraa Teoreemasta 5.

Keskimmaéinen véaite on ensimméisen erikoistapaus, jo-
ten se patee myos.

Viimeinen véite seuraa keskimmaéisestéd, koska vakio-
funktio on reaalianalyyttinen. [J

Korollaari 20. Olkoon q,r kaksi (eri tavalla kon-
struoitua) pistettd K:ssa. Jos on olemassa avoin vdli
V siten, ettd ¢ = r, kunt € V, pditee ¢ = r koko t:n
mdarittelyvalilla.

Todistus: ¢ = r, jos ja vain jos ¢:n ja r:n etdisyyden
nelié on nolla. Niinpa véite seuraa edellisesta korollaa-
rista. [

Korollaari 21. Olkoon S’, 5" kaksi suoraa K :ssa. Jos
S’ ja 8" ovat yhdensuuntaisia, kun parametri t on jol-
lain vdlilla V', niin 8" ja 8" ovat yhdensuuntaisia kai-
killa parametrin t arvoilla.

Todistus: Lisatdédn K :hon suora L, joka on kohtisuoras-
sa S’:44 vastaan. Nyt S’ ja S” ovat yhdensuuntaisia,
jos ja vain jos L on kohtisuorassa S’:44 vastaan. Siis
vaite seuraa Korollaarista 19. [J

Huomautus 22. Korollaarien 14-21 tapaisia korollaa-
reja saa todistettua lisidkin. Kattavan listan tekeminen
niistd on mahdotonta, joten jatko jdatetddn lukijan mie-
likuvituksen varaan.

Esimerkkeja

Seuraavaksi tutkimme, kuinka teoriaamme voi sovel-
taa. Kéymme siis ldpi geometrian tuloksia, joiden todis-
tuksissa on tapaustarkasteluja. Teemme yhden tapauk-
sen perinteisella tavalla ja selitimme, kuinka teoriam-
me hoitaa muut tapaukset. Vaikka selitykset ovat sa-
naméaraisesti pitkid, ideat, jotka niissé selitetdén, ovat
yksinkertaisia.

Esimerkki 1. Palataan johdannon tapaukseen. Olete-
taan, ettd Kuvassa 8 ZBOC < 180°.

Kuva 3: Kehdkulmalause.

Kun B:ta, C:td ja ympyrdd pidetddin paikallaan, ja A:ta
litkutetaan hiukan ympyrdn kehdd pitkin, johdannon
konstruktio on mahdollinen, ja ZBAC = ZBOC/2.
Olkoon nyt K kuten alemmassa Kuvassa 4.
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Kuva 4: Kehdkulmalauseen todistus.

Edelleen B, C ja ympyra ovat kiinteitd, ja A litkkuu
kehdd pitkin. Koska /BAC saa vakioarvon /BOC/2
pienelld avoimella wvdlilld, Korollaarin 19 perusteella
ZBAC saa vakioarvon ZBOC/2 koko ylemmalld ym-
pyrankehalld B:sti C:hen. (Huomaa, ettd A ei kuiten-
kaan voi hypdtd pisteiden B tai C yli, koska maiden
pisteiden kohdalla kulma BAC' ei ole mddritelty.)

Esimerkki 2. Olkoon ABC kolmio ja S sen ympdri
ptirretty ympyrd. Olkoon a = BC sivu. Halutaan todis-
taa a/sin(A) = 2R, missi R on ympyrin S sdide, ja O
keskipiste.

Oletetaan ensin, etti a ei ole ldvistijd, ja A sijait-
see pisteiden B,C erottamalla suuremmalla kaarella.
Nyt kehdkulmalauseen nojalla ZA = (1/2)£BOC, jo-
ten a/2 = Rsin A, joten a/sin(A) = 2R pditee aina,
kun A sijaitsee suuremmalla kaarella.

Olkoon sitten ABC' annettu kolmio, ja S, R kuten edel-
ld. Olkoon nyt C' ldhelld B:td, niin, ettdc A sijaitsee
BC’:n erottamalla suuremmalla kaarella, ja C',C si-
jaitsevat samalla AB:n erottamalla kaarella. Olkoon
a’ = BC’ jana. Nyt C':a voidaan liikuttaa edellisen
kappaleen nojalla hiukan niin, ettd o'/ sin(£(C'AB)) =
2R paitee koko ajan. Liikutetaan C' ympyrin kaarta
pitkin pisteeksi C' niin, etta C' ei mene A:n tai B:mn
yli. Koska o' /sin(£LC'AB) wvarioi reaalianalyyttisesti,
se sdilyy vakiona 2R. Kun C' = C, saadaan vdite.

Esimerkki 3. Jatketaan vield kehikulmalausetta. Jos
A on B:n ja C:n rajoittamalla lyhyelld kaarella, kehd-
kulmalause pdtee edelleen, kun kulman BOC' ajatellaan
olevan yli 180 astetta. Tamdn tapauksen kdsittelemisek-
st ajatellaan kulma BOC Huomautuksen 18 mukaisesti
vdlille ]0°, 360°].

Olkoon A, B, C mielivaltaiset kolme pistettd ympyrin S
kehdlld. Valitaan C' liheltd B:td niin, ettd A on B:n ja
C':n rajoittamalla pidemmdlld kaarella, ja C,C’ ovat
samalla A:n ja B:n rajoittamalla kaarella. Edelld todis-
tetun perusteella 2/ BAC' = ZBOC’, kun C’:a litkute-
taan hiukan, joten 2/ BAC’' = ZBOC" pitee myds, kun
C" liikutetaan C':ksi, mikd todistaa kehdkulmalauseen
tayden tapauksen.

Esimerkki 4. Meilld on Kuvan 5 tapaus, ja halutaan
todistaa AP - BP = CP-DP.

Kuva 5: Pisteen potenssi ympyrdn suhteen.

Kulmat ADC ja ABC ovat janan AC kehdkulmina yh-

td suuria. Siis kolmiot ADP ja CBP ovat yhdenmuo-

toisia, mistd saadaan % = %, mistd vdite seuraa.

Oletetaan sitten, ettd ollaan Kuvan 6 tapauksessa.

P

c

Kuva 6: Pisteen potenssi, kun piste on ympyran ulko-
puolella.

Piirretddn pisteestd P jana j ympyrdn sisdlle niin, et-
td se kulkee janojen PB ja PC wdilissd. Olkoon alussa
P’ = P ja litkutetaan piste P’ janaa j pitkin ympy-
rin sisddn. Olkoon A’ ja D’ suorien P'B ja P'C ja
ympyran leikkauspisteet. Kun P’ on ympyrin sisdssd,
pitee edelld todistetun perusteella (A’P')? - (BP')? =
(CP"? . (D'P")2. Siis Korollaarin 19 nojalla AP? -
BP? = CP?. DP?, misti seuraa AP-BP = CP-DP.
(Huomaa, etti konstruktiossa pisteiden etdisyydet kdy-
vat nollan kautta, joten pitad kayttid etdisyyksien ne-
liGitd. )

Esimerkki 5. Meilla on vino pentagrammi eli viisisa-
karainen téhti. Se koostuu viidestd janasta, mutta kaik-
ki janat eivdt ole yhtd pitkid, eivdtkd kaikki sakaroiden
kdrjissd olevat kulmat yhtd suuria. Todistettava, ettd
sakaroiden kdrjissd olevien kulmien summa on kuiten-
kin tdsmalleen 180 astetta.
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Kuva 7: Vino pentagramms.

Jos olemme Kuvan 7 tapauksessa, todistus on selvd.
Suorakulmaisista kolmioista saadaan f + b+ ¢ = 90°
ja a+e+d=90° Laskemalla nimd yhteen saadaan
haluttu tulos a +b+c+d+e+ f =180°.

Kuitenkin, jos pentagrammi on riittGvin vino, a voi ol-
la kdrjessa A kulman b sisdlla tai kulma b kdrjessa C
kulman f sisdlld, joten konstruktio ei toimi yleisesti.

Olkoon nyt ABCDE mielivaltainen vino pentagrammi.

Oletetaan, ettd sivu BE on vaakasuorassa ja kdirki A
sen yldpuolella. Asetetaan kuvan padlle sddannollinen
pentagrammi A'B'C'D'E’, jolle A’ = A ja suorat BE
ja B'E' yhtyvit. Olkoon kaikilla X = A,B,C,D,E
symboli jx jana X'X, ja olkoon silli piste px, joka
litkkuu tasaisella nopeudella pisteestd X' pisteeseen X,
kun t litkkuu 0:sta 1:een. (Katso Huomautus 13.)

Ajatellaan kaikissa kdrjissd olevia kulmia etumerkilli-
sing (Korollaari 17), ja alussa ja lopussa ne ovat posi-
titvisia. Nyt kulmien summa sdilyy 180° :ssa, kun t litk-
kuu nollan léhelld hiukan. Siis Korollaarin 19 mukaan
kulmien summa on 180° myds silloin, kun t = 1, mikd
antaa todella vinon pentagrammin tapauksen.

Lopuksi

Olen joskus maéritellyt matemaatikon henkiloksi, jo-
ka on valmis todistamaan kaksi tuntia teoreemaa valt-
tddkseen tunnin laskemisen. Nyt minusta tuntuu silta,
ettd olen mennyt téstéd vield askeleen pidemmaélle: Olen
kehittanyt péivian yleisté teoriaa vélttddkseni simppe-
leiden geometristen rutiinitodistusten kirjoittamisen.

Kun matemaatikkoa laiskottaa, se johtaa vaan entista
suurempaan tyomaaraan.
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