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Ellipsin ndkyminen suorassa kulmassa

Pentti Haukkanen
Tampereen yliopisto

Tama artikkeli sai alkunsa Markku Halmetojan erdalla
keskustelufoorumilla esittdméasta kysymyksesta, mistéa
pisteista ellipsi

2?4+ 42 =4

nakyy suorassa kulmassa, eli mistd pisteistd ellipsiin
piirretyt kaksi tangenttia ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan. Halmetoja on toki ratkaissut tehtéavéin itsekin
yleisen ellipsin tapauksessa [1].

Tarkasteltava ongelma kuuluu ortoptiseen geometri-
aan (engl. orthoptic geometry), jossa tutkitaan nii-
den pisteiden geometrisia paikkoja, joista annettu kéy-
rd tai pinta ndkyy suorassa kulmassa. Aiheesta 10y-
tyy yleiskatsaus esimerkiksi englanninkielisestd Wiki-
pediasta [2]. Ortoptista geometriaa sovelletaan mm. op-
tiikassa.

Téssé artikkelissa on hyodynnetty tekodlyd ChatGPT
5.2.

Ellipsin perusmuoto

Kirjoitetaan ellipsi standardimuodossa
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josta puolipadakselien pituudet ovat

Tangentin analyyttinen ehto

Tarkastellaan yleistéd ellipsia
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ja suoraa
Yy =mx +c.

Lemma 1 (Diskriminantin nollaehto tangentille).
Suora y = mz + ¢ on ellipsin tangentti tismalleen sil-
loin, kun
A =a’m? + b2
Todistus. Sijoitetaan y = mx + ¢ ellipsin yht&loon:
2 2
x mx
a b2
Kertomalla puolittain luvulla a?b? saadaan toisen as-
teen yhtdlé muuttujalle x:

(b + a*m?)2® + 2a*mez + (a*c® — a*b*) = 0.

Suora on tangentti, jos ja vain jos télla yhtdlolla on
tasmaélleen yksi ratkaisu, eli diskriminantti on nolla:

A=DB?—4AC =0.
Tamaé ehto tulee muotoon
4a*m?c® — 4a*(b* + a®>m?)(c? — bv*) = 0,

josta seuraa viite. O
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Huomautus (geometrinen tulkinta). Diskriminan-
tin nollaehto tarkoittaa, ettd suora ja ellipsi leikkaavat
toisensa yhdessé pisteessid. Kahden leikkauspisteen ta-
pauksessa suora olisi sekantti, ja ilman leikkauspistei-
ta se ei kohtaisi ellipsid lainkaan. Tangentti on néiden
rajatapaus.

Nakyminen suorassa kulmassa

Olkoon P = (zp,yo) piste ellipsin ulkopuolella. Tan-
gentti pisteestd P on muotoa y = mx + ¢, missé

C=1Yop — MIg.

Kun tdmaé sijoitetaan Lemman 1 ehtoon, saadaan toi-
sen asteen yhtalo kulmakertoimen m suhteen:

(yo — mxo)? = a*m? + b2

Sen kaksi ratkaisua mq,mo vastaavat kahta tangenttia
pisteesta P.

Kahden suoran valinen kulma on suora tasmélleen sil-
loin, kun

mimeo = —1.
Lause 1. FEllipst
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nakyy pisteestd P = (xo,y0) suorassa kulmassa tasmal-
leen silloin, kun

x2 + oyl =a® + b2

Todistus. Tarkastellaan ensin tapausta 23 # a?. Sijoit-
tamalla ¢ = yg — max tangenttiehtoon c? = a?m? + b2
saadaan

(yo — mxo)? = a’m? + b2

Kirjoittamalla auki ja siirtdmé&lld kaikki vasemmalle
saadaan

(1’% - a2)m2 — 2xoyom + (yg — b2) =0.

Tamaéan yhtalon kaksi juurta mq, mo ovat kahden tan-
gentin kulmakertoimet. Vietan kaavojen (ks. huomau-
tus alla) mukaan

oy
mims = “5——.
x5 —a
Ehto suoralle kulmalle on myms = —1, joten
2 2
ys — b
xg—aQ =-1 < aj+y;=ad*+0b"
0

Tapauksessa x% = a2 toinen tangentti on pystysuora,

ja suoran kulman ehto johtaa samaan tulokseen suo-
raan. O

Huomautus (Vietan kaavat). Olkoon

Az’ +Bx+C=0 (A#0)

ja sen juuret x1,xo. Talloin
pe o B e
€Tq To = A, X1Tg = A

Kaavat seuraavat tekijoityksesté

A2® + Bz 4+ C = A(z — 21)(x — 29).

Geometrinen tulkinta (johtajaympyri)

Yhtalo

2?42 = a® + b?
madrittelee ympyrédn, jota kutsutaan ellipsin johta-
jaympyrdksi. Se on niiden pisteiden geometrinen paik-
ka, joista ellipsiin piirretyt tangentit ovat kohtisuoras-
sa.

Sovellus

Tarkastellussa tapauksessa a? +b? = 4+ 1 = 5. Siis el-
lipsi 22 4+ 4y? = 4 nikyy suorassa kulmassa tdsméilleen
niistd pisteistd, jotka sijaitsevat ympyralla
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