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Pupujussin kuolema
Markku Halmetoja

Katselin hiljattain ikkunastani takapihalle sdétilaa ar-
vioidakseni ja havaitsin pensasaidan vieresséd vilkasta
liikehdint&da. Joukko harakoita ja variksia naytti pité-
van kiivaanpuoleista torikokousta. Thmettelin, mitd né-
mé kaksi eivit aivan ystavéillisissa véleissé olevaa hei-
moa keskenddn puuhaavat, kunnes néin, ettd ne olivat
vhteiselld aterialla. Ruokalistalla oli edesmennyt pupu-
jussi, jota linnut kilvan naykkivét terédvilla nokillaan.
Linnut eivét elavin pupun kimppuun kévisi; kuolinsyy
lienee ollut loukkaantuminen tai vanhuus. Luonnossa
mikéédn ei mene hukkaan: toisen kuolema on toisen elé-
maé. Tata kiertokulkua siind miettiessdni muistin, etté
olin parikymmenté vuotta sitten ratkaissut aihetta si-
vuavan tehtdvan. Kyseessa oli Helsingin yliopiston ma-
tematiikan laitoksen sivulta 16ytdmaéni differentiaaliyh-
téloita sisdltdneen kurssin laskuharjoituksen tehtéva:

Petolintu lentdad 50 metrin korkeudella ja havaitsee
suoraan alapuolellaan pupujussin. Lintu ldhtee syoksy-
mdadn vakiovauhdilla v kohti pupua, joka samalla het-
kelld lihtee loikkimaan nopeudella 10 m/s kohti sadan
metrin pddssd olevaa kotikoloaan. Lintu suuntaa syok-
synsd joka hetki pupua kohti. Mikd on pienin v, jolla
lintu tavoittaa pupujussin?

Laadin tuolloin tilanteesta erilaisia yhtaloitd, mutta
jokin tuntui aina estdvdn ratkaisuun padsyn. Aikani
veivattuani kysyin neuvoa laskuharjoituksen tekijilta
Petri Olalta (hénelle kiitos), ja hén opastikin asetta-
maan tilanteen koordinaatistoon kuvion osoittamalla
tavalla. Kun vield merkitddn ¢ = 50m, b = 100m ja
u = 10m/s, paastaan todella kauniisiin yht&l6ihin.

Alkakoon linnun syoksy hetkelld ¢ = 0 ja olkoon y =
f(z) linnun ratakdyrin yhtdls. Lintu ldhtee origosta
ja syoksy alkaa kohtisuoraan alas, joten f(0) = 0 ja
£/(0) = 0. Linnun sy6ksymisnopeus v(> ) on pienin
mahdollinen silloin, kun se tavoittaa pupun sen kotiko-
lon edustalla. Siis f(a) = b.

(a,b) # kotikolo

g (a,ut)

Jos lintu on hetkelld ¢ pisteessi (x, f(x)), niin se on ai-
kavalilla [0, t] kulkenut matkan vt ja toisaalta matka on
kdyran y = f(x) valilla [0, z] olevan osan pituus. Siis

o= [ VITTEP de M)

Hetkell& ¢ pupu on pisteessa (a, ut). Koska linnun syok-
sy suuntautuu jatkuvasti pupua kohti, saamme sen len-
toradan kohdassa x olevan tangentin kulmakertoimen
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eli funktion f derivaatan esitettyéd pupun sijainnin avul-

la,
o = S
mistd seuraa
ut = f(z) + f'(z)(a — ). (2)

Eliminoimalla ¢:n yhtdloista (1) ja (2) saamme yhté-
16n, josta ratkeaa ratakiyra y = f(z), ja sen avulla v.
Aluksi pahalta nayttava yhtalo

o [ VIFTF@P d = f(@) + 1 )(a o)
siistiytyy derivoimalla muotoon

L ATF@P= @2 ()

Merkitsemalla p = f'(x), jolloin f”(z) = g—g, saamme

(3):sta
U dp
21 L2 = _
SVi+pt=—la—a),

mistd muuttujat erottamalla tulee

dp u dzx

V1+p? B

ja edelleen integroimalla

In(p++/1+p?) :—%ln(a—x)—!—A.

Koska p(0) = f'(0) = 0, saamme A = % Ina, ja yhtilo
sievenee muotoon

ln(erm):%ln( a4 >

a—x

va—2x’

Huomaamalla, ettd tdmén yhtdlon vasen puoli on hy-
perbolisen sinin® kiinteisfunktio, saamme

p=snn (i (2)")
)

= f'(2).
Kirjoittamalla derivaatta muotoon
1 xr\ —u/v 1 T\ u/v
!
-30-27 -0
f(@) 2 ( a 2 a

saadaan integroimalla

f) = 2(va—1|)— u) (1 a §>1+U/U
- ﬁ(l - E)H/U +B

Ehdosta f(0) = 0 seuraa

a( v v ) auv
2\v—u  v+u v2 — 2’

joten ratakiyrdn yhtédlo on

av )\ 1+u/v
- (1_-Zz
/(@) 2(v+u)( a)
av x\ 1—u/v auv
A -
2(v—u)( a) +v2—u2

Ehdosta f(a) = b saamme v:n ratkaisemiseksi yhtalon

auv

fla) = =0,

02 — 42
miké annettujen numeeristen arvojen sijoittamisen jal-
keen pelkistyy muotoon

v? — 50— 100 = 0.

Haukalta vaadittava nopeus on siis
v = 11/5+5/17Tm/s ~ 12,81 m/s.

Seuraavana aamuna linnut olivat poissa eikd pupusta
nékynyt suolen patkadkadn. Ilmeisesti kettu oli yon pi-
meydessid kdynyt kuittaamassa oman osansa saaliista.

*) Hyperbolisia funktioita sinh ja cosh ei ehké niy ny-
kylukion oppiméédrassi. Niiden méaaritelmét ovat kui-
tenkin perin yksinkertaiset:

coshz = 2(e* +e7 ") ja sinhz=1(e"—e ™).

Vilittomasti nahdéédn, ettd funktiot ovat toistensa de-
rivaattoja ja ettd coshz > 1 kaikilla x € R. Téaten
hyperbolinen sini on aidosti kasvava ja silld on kéén-
teisfunktio:

y =sinhz =
<

r=sinh 'y = In(y+ 1+ 32).

Hyperbolisten funktioiden nimet muistuttavat trigono-
metristen funktioiden sinin ja kosinin nimié. Funktioil-
la onkin mielenkiintoinen ja syvéllinen yhteys, mika
paljastuu, kun nédmé funktiot maaritelladn kompleksi-
luvuille. Sitd kannattaa matematiikasta kiinnostuneen
lukiolaisen odottaa ja tehd& ahkerasti toité, jotta péaa-
see matematiikan syventaviin opintoihin yliopistossa.
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