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Karsimysta ja nostalgiaa
Markku Halmetoja

Selasin hiljattain Solmuun kirjoittamiani artikkeleita
ja muuta materiaalia. Silmiini osui oppimateriaaleissa
julkaistu tehtédvikokoelma ’Sata lukion matematiikan
tehtavia’. Kokoelman rakenne myétéilee lukiomatema-
titkan kurssien sisaltojé sellaisina kuin ne olivat ko-
koelman laatimisen aikaan. Osioiden tehtédvit on jér-
jestetty helpohkoista kohti vaativampia. Analyyttistd
geometriaa sisdltdvan osion viimeiseksi olin valinnut
yhdelle tekstiriville mahtuvan kysymyksen: Mistd xy-
tason pisteistd paraabeli y = x2 nikyy suorassa kulmas-
sa? Sivulle ei olisi laajempaa tekstid sopinut. Muistin
tuloksen omalta kouluajaltani ja pdétin nyt tarkistaa
ratkaisun paperilla. Se onnistuu suoraviivaisesti mé&a-
rittdmaélla aluksi milla parametrin v arvolla suoralla
y = kx + u ja paraabelilla y = 22 on yksi yhteinen
piste. Saadaan yhtilé 22 — kx — v = 0; silld on yksi
ratkaisu jos yhtdlon diskriminantti on nolla. Siis

B2+ 4u=0, joten u=—ik2

1
Tangentin yhtalo on
y:kx—%kQ eli 4y —4kz+k*=0

ja sitd vastaan kohtisuora tangentti saadaan sijoituk-
sella k — —1/k,

y=—1z— 5= eli 4k’y+4kz+1=0.

Eliminoidaan k laskemalla yhteen eli-sanojen jilkeiset
yhtilot (samalla hiavidda myos x); saadaan

414+ k*)y+ (1 +k*) =0 jaedelleen 4y+1=0.

Siis, paraabeli y = 22 nikyy suorassa kulmassa suoran
4y + 1 = 0 pisteista.

Toinen tapa on ottaa tangentit 'valmiina’ ja vaatia niil-
té kohtisuoruus. Varsinkin differentiaalilaskennan kurs-
silla. muodostettaneen tangenttiparvia joillekin yksin-
kertaisille kayrille. Lienee siis tunnettua, ettd paraabe-
lia y = 2? pisteissd (a,a?) ja (b, b?) sivuavat tangentit
ovat

y=2ax —a® ja y=2bx— b

Ne ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, jos 2a-2b = —1
eli jos ab = —i. Tangenttien leikkauspisteen koordinaa-
teiksi saadaan z = 1(a +b) ja y = ab = —1. Leikkaus-
piste on siis suoralla 4y +1 = 0, mutta tdma4 ei vield ta-
kaa, ettd suoran jokaisen pisteen kautta piirretyt tan-
gentit olisivat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Olkoon
siis (u, —) suoran 4y + 1 = 0 piste ja y + § = k(z —u)
sen kautta kulkeva suora. Paraabelilla y = 2 ja suoral-

lay =kx—ku— % on yksi yhteinen piste, jos yhtalolla
2 1y _
v° —kr+ (ku+3)=0

on yksi ratkaisu. TAma toteutuu, jos yhtéalon diskrimi-
nantti

k2 —duk — 1 =0.

Talla yhtalolla on kaksi ratkaisua kq ja ko, silld yhtéalon
diskriminantti 16u? + 4 > 0. Yht#lostd nihddin myos,
ettd k1ko = —1. Tangentit ovat siis kohtisuorassa toisi-
aan vastaan.



Solmu 2/2025

Niissé nostalgisissa tunnelmissa johkaannuin sitten
miettimidn mistd xry-tason pisteista ellipsi

2 2
L Y

—+ = =1 1
a? + b2 (1)
nakyy suorassa kulmassa. Arvelin, ettd 'valmiita tan-
gentteja’ olisi mukavampi kayttaa kuin turvautua mah-
dollisesti hankaliin diskriminanttitarkasteluihin. Lah-
tokohtana olivat siis seuraavat faktat ja luulo:

o Pisteissd (zg,y0) ja (z1,y1) ellipsid (1) sivuavien
suorien, tangenttien, yhtalot ovat

Lol | Yoy _ nr iy
@ T Tt R oyt =t
¢ Niiden leikkauspisteen koordinaatit
v a*(yo — y1) _ b? (1 — o)

T1Yo — ToY1 T1Yo — ToY1

saadaan ratkaisemalla tangenttien muodostama yh-
talopari.

e Tangenttien kohtisuoruuden takaa se, ettd niiden
normaalivektorien skalaaritulo

ToT1 Yoly1

at bTZO'

Kohtisuoruudelle saadaan ehto myos kulmakertoi-
mien tulona

Y—% Y-
r—xyg T — I

=1

ja huomaamalla, etta pisteiden (xg, yo) ja (z1,y1) va-
linen jana on suorakulmaisen kolmion hypotenuusa.
Néamé kaksi kohtisuoruusehtoa sievenevét samaksi
yhtéaloksi.

o Pisteet (z9,y0) ja (z1,y1) ovat ellipsin (1) kehall4 eli
niiden koordinaatit toteuttavat ko. ellipsin yhtalon.

o Edelléd olevien liséksi mielessd pyori oletus, etté et-
sitty pistejoukko olisi alkuperdistd suurempi ellip-
si, jonka puoliakselit olisivat tuntemattomat « ja 3.
Pisteet (+a, +b) olisivat tdmén ellipsin kehélla, silla
ellipsin (1) vaaka- ja pystysuorat tangentit kulkevat
naiden pisteiden kautta. Toinen puoliakseleista voi-
taisiin eliminoida yhté&lén

a? b2
ﬁ—i_?:l

avulla.

Minulla oli sellainen ajatus, ettd pystyisin ylla olevis-
ta yhtaloista nokkelalla kdéntelylld helposti johtamaan
jonkinlaisen toisen asteen kdyrdn, mieluummin ellipsin
yhtélon. Olin erehtynyt. Raavittuani kynalld parin péi-
van aikana huomattavan méardn kierreselkéisen luen-
tovihkon sivuja minun oli my6nnettéva itselleni, etté en

pysty eliminoimaan yhtéldistd sivuamispisteiden koor-
dinaatteja ja padtyméadn yht&loon, jossa olisi ainoas-
taan xz, y, a ja b. Vaikka miten yritin, niin lausekkeet
paisuivat mahdottomiin mittoihin enkéd saanut niista
tolkkua. Koululaisille tarkoitettuun lehteen en halua
tarkemmin ruotia tuolloista mielentilaani. Maltin pa-
lattua pyysin ystavadni Matikkatétia kysyméaédn hdnen
hallinnoimassaan 'Rakastan matematiikkaa’ naamakir-
jaryhmaéssé, misté pisteistd ellipsi 22 + 4y? = 4 nikyy
suorassa kulmassa. Ryhméa pystyy ajoittain lukemaan
vaikka ei olisi kirjautunut kyseiseen somealustaan. Ky-
symykseen tulikin melko nopeasti vastauksia. Eras yli-
opistomatemaatikko oli laatinut hienon animaation, jo-
ka néytti, ettd kyseessd on ympyréan kehé; side on v/5.
Ilmeisesti tulos oli hanellekin yllatys, silla hén oli varus-
tanut tuloksensa kolmella huutomerkilla. Kaikki kysy-
mykseen tarttuneet kertoivat vaikeasti sievennettivista
lausekkeista ja erds arveli, ettd niiden kisittely ratkeai-
si Grobner-kantojen avulla. Ne ovat itselleni tuntemat-
tomia. Erds vastaaja oli ratkaissut ongelman yleisesti
jollakin symbolisen laskennan ohjelmalla; koodi néytti
tosi pahalta. Myo6s kynélla ruutupaperille tehtyjé rat-
kaisuja ilmestyi ja nekin olivat pitkid ja monimutkai-
sia. Paédtin luopua tehtévésté ja nielld tappioni. Olihan
tulos jo selvé: ellipsi ndkyy suorassa kulmassa erddn
samakeskisen ympyran kehapisteista.

Uteliaisuuttani péitin vield selata muutamaa kirjaa,
josko havaittu tulos 16ytyisi esimerkkind tai harjoitus-
tehtévénd. Lindelof [2] samoin kuin Iversen [3] késit-
telee syvillisesti toisen asteen kéyrien teoriaa, mutta
kasilla olevaa ellipsin ominaisuutta ei heiddn teoksis-
taan 1oydy. Muistin, ettd myos Myrbergin [5] ja Pou-
kan [7] teoksissa kerrotaan kartioleikkauksista, mutta
taméan kirjoituksen aiheena olevaa ominaisuutta ei mai-
nita. Myrbergin harjoituskirja [6] keskittyy kokonaan
differentiaali- ja integraalilaskennan tehtdviin eiké té-
maé ellipsin ominaisuus ndytd mahtuneen Iverseninkaan
kokoelmaan [4]. Sitten oli vield Pentti Kattaisen kir-
ja [8]. Se oli késite 1960-luvun pitkdn matematiikan
opiskelijoille. Kun aloitin lukion syksylla 1968, mate-
matiikan opettaja mainosti kirjaa ja sanoi takaavansa
laudaturin sille, joka on kouluaikana suorittanut péaéa-
osan kirjan harjoituksista. Muistin, etté alussa késitel-
ty paraabelitehtédvd on muunnelma Kattaisen vastaa-
vasta tehtévistd. Avasin siis kirjan analyyttisen geo-
metrian osiosta ja siindhén ellipsitehtava oli numerolla

169:

Ellipsin
2 2
x
S
a b2
kaksi toisiaan wvastaan kohtisuoraa tangenttia leikkaa
toisensa pisteessa P. Mikd on P:n ura?

Ura saattaa olla nykylukiolaisille tuntematon kisite.
Kysymys tarkoittaa yksinkertaisesti sitd, ettd minka
kayran piste P piirtdd, kun sivuamispisteet liikkuvat
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siten, ettd tangentit pysyvét kohtisuorina toisiaan vas-
taan. Olin merkinnyt kirjaan kaikki kouluaikana rat-
kaisemani tehtédvait, mutta téssé ellipsitehtavéssa ei ol-
lut merkintéda. Ilmeisesti olin pitdnyt sitéd lilan vaikea-
na. Kun nyt tuijotin Kattaisen vastaussivua, hin antaa
ainoastaan tangentit ja kehottaa eliminoimaan niistd
k:n, tajusin, ettd ei tamé ellipsikysymys ole alussa ké-
siteltyd paraabelitehtédvad kummallisempi. Péadsin ta-
kaisin 1960-luvun lukiomoodiin ja lahdin ratkaisemaan
tehtavéda diskriminanttitarkasteluun johtavalla tavalla.

Siis: Suora y = kx+u sivuaa ellipsid b?z2 +a’y? = a?b?
jos yhtalolla

b x? 4+ a®(kx +u)? —a*®* =0
on yksi ratkaisu. Yhtélo sievenee muotoon

(b? + a?k?)2? + 2d%kuz 4+ a®(u® — b*) = 0.

Merkitsemélld sen diskriminantti nollaksi saadaan yh-
t&lo

da’kPu? — A(V* + a’k?)a® (u® = b?) = 0,
joka sievenee muotoon
b2+ a’k? —u? =0,

mista seuraa

u = +vb? + a?k?.

Tarkastellaan z-akselin yldpuolista ellipsin kaarta va-
litsemalla v = v/b2 + a2k?2. Tulos patee z-akselin ala-
puolellakin ellipsin symmetrisyyden takia. Tangentin
yhtélo on siis

y = kx + Vb% + a?k?.

Sijoituksella k — —1/k saadaan sité vastaan kohtisuo-
ra tangentti

1 a?
y=-—z2 +4/02+ ok
Eliminoidaan k neliéimélla yht&lot
2

y—kx =b>+a%k? ja y—|—£: 2+ &

k k2

ja laskemalla ne yhteen. Sievennysten jélkeen saadaan

A+ E)2? + 1+ k) = (1+k%a® + (1 + kD,

ja edelleen
22 +y? =a® + b7 (2)
Vaaka- ja pystysuorien tangenttien leikkauspisteet

(£a, £b) ovat myos ympyran kehalla.

Siis, ellipsi
72 . y? .
a? B2

nékyy suorassa kulmassa ympyrdn
2?4 y? = a? + b?
kehdpisteista.

Merkitsin Kattaisen kirjaan tehtdvin 169 ratkaistuksi,
vaikka se ei aivan omin avuin tapahtunutkaan.
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