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Miksei funktiota e~ voi integroida? (Osa 1/2)

Milo Orlich

Matematiikan ja systeemianalyysin laitos, Aalto-yliopisto

milo.orlich@alumni.aalto.fi

Moni tuntee funktion e~*" niin sanottuna Gaussin kel-
lokdyrana, jota kaytetdédn tilastotieteessd normaalija-
kauman tiheysfunktiona. Silld on symmetrinen, kello-

mainen muoto ja kauniita ominaisuuksia.

Mutta ylldtys odottaa opiskeliéjaa, joka yrittdd laskea
sen integraalia: funktiolla e ei ole alkeisintegraali-
funktiota.

Téassé artikkelissa selvitdmme, mitd tdmé tarkoittaa ja
miksi ndin on. Ensimmaéisessd osassa tutustumme al-
gebran késitteisiin, kuten kuntiin ja kuntalaajennuk-
siin, joita kiytetdan esittelemaan Liouvillen lause. Mu-
kana on lauseen seuraus, jonka avulla todistetaan, ettei
funktiolla e=%" ole alkeisintegraalifunktioita.

Artikkelin toinen osaa koostuu Liouvillen lauseen pit-
késté todistuksesta.

Ongelman esittely ja artikkelin rakenne

Yliopiston fuksina osallistut heti alusta differentiaali-
ja integraalilaskennan kurssille. Sielld opit, miten reaa-
limuuttujan funktion derivaatta ja integraali lasketaan.

Téassé kirjoituksessa oletetaan, ettd nama kasitteet ovat
jo jotenkin tuttuja.

Muistetaan kuitenkin varmuuden vuoksi, etta funktion
f derivaatta méaaritelladn pisteessé xg € R seuraavasti:

f(@) = f(wo)

/ _ 1
f'(zo) im pra—

T—x0

(jos raja-arvo on olemassa). Funktion f integraalifunk-
tio on funktio, jonka derivaatta on f, ja sitd merkitain

/f(x) dz.

Maiaritelma 1. Reaalimuuttujan reaaliarvoista funk-
tiota kutsutaan alkeisfunktioksi, jos se on

o rationaalifunktio (eli kahden polynomin osamddrd,
esimerkiksi polynomi),

e algebrallinen funktio (esim. neliGjuuri, kuutiojuuri,
.., ja yleisemmin polynomisen yhtdlon ratkaisu),

o eksponentti- tai logaritmifunktio,

e trigonometrinen funktio tai sen kddnteisfunktio,

tai ddrellinen summa, tulo, osamddrd tai kompositio
ylla olevista funktioista.

Esimerkki 2. Esimerkiksi funktiot

xcos(m—l) _ z2 \/E + arcsin(xQ)

e, o= Jja
Vesin(@) — arccos(z)
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cos(1 + €52~ +2) _ cog(g)sin(@)) . (43 4 222 4 17)
525 + 322 — 5y/x — 17{/tan(x)3 + e=®

ovat alkeisfunktioita.

Derivointi on mekaaninen prosessi: jokaisen alkeisfunk-
tion derivaatan voi laskea tulon sa&dnnon tai ketjusdan-
non jne. avulla, ja dédrellisen monen askelen jilkeen de-
rivaatan voi kirjoittaa eksplisiittisesti. Jokaisen alkeis-
funktion derivaatta on itse alkeisfunktio, esimerkiksi:

| f(@) [ f'(2) |

n nwnfl

x eI
log(x) 1/z
sin(z) | cos(x)
cos(z) | —sin(z)

Muiden alkeisfunktioiden derivaatta lasketaan yhdiste-
lemaélla sopivasti taulukossa olevia funktioita.

Toisaalta integrointi ei ole niin yksinkertaista. (Ma-
temaatikkoja ja insinddreja arsyttdd, kun symmetria
puuttuu...) On olemassa alkeisfunktioita joiden inte-
graalifunktiot eivit ole alkeisfunktioita!

Tehtava 3. Yritd laskea fe_’”2 dx. (Mutta ald yritd
lisan pitkadn. Tdta ei pysty laskemaan.) Kokeile vaan
osittaisintegrointia tai sijoitusmenettelyd.

Joskus sanotaan jotenkin epamééaraisesti, ettd funktio-
ta e=%" "ei voi integroida”, ja tdmén lauseen voi va-
hingossa ymmaértaé niin, etta integraalifunktioita ei ole
olemassa ollenkaan. Itse asiassa integraalifunktio voi-

daan kylla kirjoittaa vaikka sarjana, kun muistetaan,
+oo y*
k=0 KT *

+o00
—2 (_x2)k
/e dav:/g X dx
k=0

ettd e¥ = Saadaan siis

Sarja ei kuitenkaan ole alkeisfunktio.

Téssé kirjoituksessa esitetdan I;iouvillen lauseen kaut-
ta todistus, ettei funktiolle e~ ole olemassa alkeisin-
tegraalifunktioita.

Artikkelin rakenne

Aluksi kootaan ne késitteet, jotka tarvitaan komplek-
sianalyysista. Sitten siirrytdédn algebraan: méaaritellaan

kunnat, sen jéalkeen keskustellaan polynomeista ja kun-
talaajennuksista. Kun kaikki tyokalut ovat saatavilla,
esitetdan lopulta Liouvillen lause, jota “sovelletaan” sii-
hen ongelmaan, ettd funktion e~ integraalifunktiot
eivit ole alkeisfunktioita. Lopuksi esitetddn lisdd tdhan
ongelmaan liittyvéa kirjallisuutta.

Meromorfiset funktiot

Téasséd artikkelissa oletetaan, ettd kompleksilukujen
kunta
C={a+bi|abeR}

on jonkin verran tuttu. Tdssd ¢ on niin sanottu ima-
ginaariyksikko, jolle pitee 2 = —1. Vaikka meidin al-
kuperdinen ongelmamme koskee reaalimuuttujan funk-
tiota e™ , on itse asiassa hyodyllisté tutkia kompleksi-
muuttujan kompleksiarvoisia funktioita. Sellaisia funk-
tioita tutkitaan funktioteoriassa eli kompleksianalyy-
sissa.

Huomautus 4. Kdytimme heti kompleksilukuja hy-
vdksemme huomaten, ettd trigonometriset funktiot ja
nitden kaanteisfunktiot voidaan poistaa Mddaritelmds-
sd 1 olevasta alkeisfunktioiden listasta. Fulerin kaaval-
la €% = cos z+isin z on helppo todistaa, ettd jokaisella
kompleksiluvulla z € C pdtee
eiz + 677'.2 ] ) eiz _ 671'2
cosz = ——— ja sinzg = ———
2 29

Myés muut trigonometriset funktiot ja niiden kdadn-
teisfunktiot voidaan kirjoittaa eksponentti- ja logarit-
mifunktioiden avulla, esimerkiksi

arcsin z = —iln (zz +4/1— z2).

Ks. esimerkiksi kirjan [7] Luku II.

Toinen péadpointti on se, ettd kompleksilukujen joukos-
sa C milla tahansa m-asteisella kompleksikertoimisel-
la polynomilla on m juurta. Tamé& on algebrallisempi
fakta, ja sitd kédytetddn artikkelin toisessa osassa. Nyt
jatketaan analyysin parissa.

selle funktiolle f ja kompleksiluvulle zg mddritellddin
derivaatta samalla tavalla kuin reaalitapauksessa:

f/(ZO) — lim f(Z) — f(zO)7
z— 20 Z— 29
missd z voi ldhestyd kompleksilukua zo kuinka tahan-
sa kompleksitasossa. Funktiota f sanotaan holomorfi-
seksi pisteessd zg, jos [ on derivoituva (eli derivaatta
on olemassa (ddrellisend!)) jonkin pisteen zo ympdris-
ton jokaiselle pisteelle.!

I Esimerkiksi kirjassa [7] kiytetddn sanaa ”sdinnéllinen” sanan ”holomorfinen” sijaan. Joskus kiytetdin myoskin sanaa ”analyyt-

tinen” synonyymina.
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Esimerkiksi polynomit, eksponenttifunktio, sini ja ko-
sini ovat holomorfisia funktioita koko kompleksitasos-
sa. Kompleksiderivaatta toteuttaa samanlaisia ehtoja
kuin reaaliderivaatta, esimerkiksi (f + g) = f' + ¢
ja (fg) = f'g + f¢'. Toisaalta kompleksitapauksessa
paljon enemmén pétee kuin reaalisessa. (Ks. kirjan [7]
Luku I.)

Maaritelméd 6. Meromorfinen funktio on komplek-
siarvoinen funktio, joka on mddritelty kompleksitason
avoimessa osajoukossa U ja on holomorfinen joukossa
U paitst mahdollisessa osajoukossa, joka koostuu eris-
tetyistd pisteista.

Seuraavaksi kootaan hyvin tuttuja faktoja (ks. [4, 7]):

o Meromorfinen funktio voidaan aina esittda kahden
holomorfisen funktion osamédrind. Ja toisinpéin
kahden holomorfisen funktion osamaéra

f(@)

m(a:) = @a

jossa g(x) # 0, on meromorfinen.

e Jos f ja g ovat eri meromorfiset funktiot, niin joukko
{z € C| f(2) = g(2)} koostuu eristetyisti pisteista.
Varsinkin siind tapauksessa, ettd f(z) = g(x) jokai-
sella alkiolla x jossain reaalivilissa I (kuten Mé&&ri-
telméassa 7), niin f = g.

Lopuksi meidén tutkituin funktiolajimme téssa kirjoi-
tuksessa:

Mairitelma 7. Olkoon I reaalivili ja olkoon f
kompleksiarvoinen funktio, joka on mddritelty valissd I
paitsi mahdollista joukkoa erillisid pisteita. Silloin f:dd
sanotaan reaalisesti meromorfiseksi funktioksi,
jos [ on jonkin (standardi)meromorfisen funktion g ra-
joittuma vdliin I, missd g on mddritelty jossain vdlin
I kompleksiympdristossa.

_____

Kunnat (ja renkaat)

Kunta on algebrallinen rakenne, jota kiytetddn monel-
la matematiikan alalla.

Madritelma 8. Kunta on joukko K, jossa maddritel-
lédn kaksi sellaista laskutoimitusta + ja -, ettd:

e + ja - ovat assosiatiivisia, eli jokaisille alkioille
a,b,c € K pitee (a +b) +¢c = a+ (b+¢) ja
(a-b)-c=a-(b-c),

e + ja - ovat vaihdannaisia, eli jokaisille alkioille a,b €
K piteea+b=b+a jaa-b=>b-a,

o distributiivisuus patee, eli a-(b+c) = (a-b)+ (a-c)
kaikille a,b,c € K,

e on olemassa neutraalialkio 0 laskutoimitukselle + ja
neutraalialkio 1 # 0 laskutoimitukselle -, eli 0+a = a
ja 1-a = a kaikille a € K,

o jokaiselle alkiolle a on olemassa sellainen alkio —a,
etti (—a) +a =0,

e jokaiselle alkiolle a # 0 on olemassa sellainen kaan-
teisalkio 1, etti L .a = 1.

Meidéan pitaisi itse asiassa tdsmaéllisemmin sanoa, etté
kunta on tripla (K, 4+, ), mutta laskutoimitukset + ja
- ymmérretadn tavallisesti kontekstista, ja siksi kirjoi-
tamme vain “kunta K”. Téssé kirjoituksessa summa ja
kertolasku ovat aina ”tavalliset” summa ja kertolasku,
luvuille tai funktioille.

Esimerkki 9. 1. Q = {¢ | a,b € Z,b # 0} on ratio-
naalilukujen kunta.

2. R on reaalilukujen kunta, joka sisdltid kunnan Q.
Esimerkiksi © ja e kuuluvat kuntaan R, mutteivdt
kuntaan Q.

3. C= {a +ib | a,b € R} on kompleksilukujen kunta,
joka sisdltid kunnan R.

4. Joukko Zs = {0,1} on pienin mahdollinen kunta,
jos maaritelldan laskutoimitukset ndin:

0
1

5. Olkoot I reaalivili ja K kunta reaalisesti meromorfi-
sta funktioita (ks. Mdadritelmd 7). Jatkossa tdllaista
kuntaa K sanotaan kunnaksi meromorfisia funk-
tioita vélissd I.

1

— o+

0
0
1

O ==
[ev i ew] Neaw)

Kokonaisluvut Z eivat muodosta kuntaa: viimeinen eh-
to kunnan méaritelméssa ei pidd paikkaansa, koska
ainoat alkiot, joille on olemassa kaénteisalkio, ovat
1 ja —1. Kaikki muut ehdot kuitenkin péatevét, ja
triplaa (Z,+,-) kutsutaan (vaihdannaiseksi) ren-
kaaksi. Rengas on siis kunnan yleistys. Samalla tavalla
reaalikertoimiset polynomit toteuttavat kaikki kunnan
ehdot paitsi viimeisté, ja siksi nekin ovat rengas, jota
merkitddn symbolilla R[z].

Siind tapauksessa, ettd osaat vihadn matriisilaskentaa:
neliématriisit muodostavat epavaihdannaisen renkaan
(eli kertolaskun vaihdannaisuus ei pade), mutteivéit
kuntaa.
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Polynomit ja rationaalifunktiot

Maaritelma 10. Olkoon R waihdannainen rengas.
Talloin R-kertoiminen polynomi on jokin, joka
ndyttad taltd:

adXd —i—ad,le_l + - +a2X2 —|—a1X—|—a0,

missé ag, - ..,aq € R kutsutaan kertoimiksi. Tdllais-
ten polynomien joukkoa (itse asiassa rengasta) merki-
taan symbolilla R[X].

Jos et ole tyytyvdinen tdhdn "méaéritelméaan”, voit tar-
kistaa kirjan [3] pykéldn 21.2. Ymmaértadksesi yksityis-
kohdat paremmin voit my6s yrittdd todistaa, ettd jos
R on vaihdannainen rengas, niin on R[X] myoskin.

Maaritelma 11. Jos P on polynomi
adXd + ad,le_l + -+ 0,2)(2 + alX + ag

ja aq # 0, luonnollista lukua d kutsutaan polynomin
P asteeksi (engl. degree) ja sitd merkitian symbolil-
la deg(P). Jos deg(P) = 0 eli P = ag # 0, niin po-
lynomia P kutsutaan vakio(polynomi)ksi. Nollapo-
lynomille (eli sille polynomille, jonka kaikki kertoimet
ovat nolla) emme mddrittele astetta tassa kirjoitukses-
sa, vaikka sitdkin sanotaan vakioksi.

Esimerkiksi deg(X? 4 1) = 2 ja deg(X* — X3) = 4.

Kokonaislukujen jakoyhtdlé on varmaan tuttu: koko-
naisluvuille a ja b on olemassa yksikésitteiset ¢ ja r
niin, ettd voidaan kirjoittaa a = gb+ r ja 0 < r < |b].
Lukua r kutsutaan jakojddnnokseksi (engl. remainder).
Kayttamalla tata lausetta uudestaan ja uudestaan voi
laskea lukujen a ja b suurimman yhteisen tekijin, ja
tata prosessia kutsutaan Fukleideen algoritmiksi.

Samalla tavalla huomioi, ettd voidaan jakaa polynomi
P polynomilla Q, eli 16ytaa sellainen jakoyhtalo

P=UQ+YV,

jossa deg(V) < deg(Q) tai V = 0, ja laskea silld kahden
polynomin suurin yhteinen tekija syt(P, Q). (Ks. kir-
jan [3] pykalat 7 ja 22.)

Jatkossa kdytdmme seuraavaa kuuluisaa lausetta.

Lause 12 (Bézout’n yhtilo). Olkoot K kunta, P,Q €

K[X] kaksi polynomia ja M = syt(P,Q). Silloin on

olemassa kaksi sellaista polynomia S, T € K[X], ettd
PS+QT = M,

degS < deg@ — deg M, degT < deg P — deg M tai

S=0taiT=0.

Esimerkiksi jos P = X2 —1ja Q = X*— X3, niin niiden
suurin yhteinen tekijé renkaassa R[X] on M = X — 1.
Voidaan kirjoittaa

(X2-DX? =X+ + (X' =X (-1)=X -1,
eliS=X2-X+1ljaT=—1.

Maaritelma 13. Olkoon R waihdannainen rengas.
Talléin R-kertoiminen rationaalifunktio on kah-
den R-kertoimisen polynomin osamddrd, eli

PX)

f(X):W7

P,Q e RIX], Q#0.

Rationaalifunktioiden joukkoa (itse asiassa kuntaa)
merkitidn symbolilla R(X).

Polynomi @ ei siis ole nollapolynomi, mutta voi kylla
olla, ettd jollakin r € R pétee Q(r) = 0. Jos P # 0,
niin rationaalifunktion g kadnteisalkio on 3.
Huomautus 14. Renkaan R alkiota r voidaan ajatella
vakiopolynomina, ja polynomia P € R[X] voidaan aja-
tella triviaalina rationaalifunktiona ﬁ, Meilld on siis

inkluusiot
R C R[X] C R(X).

Esimerkiksi R € R[X] C R(X) ja C Cc C[X] C C(X).

Kuntalaajennukset, algebralliset  ja
transkendenttiset alkiot

sellainen kunta L, ettd K C L ja kunnan K laskutoimi-
tukset ovat samat kuin kunnassa L.

Esimerkki 16. 1. Esimerkiksi C on kunnan R laajen-
nus, ja R on kunnan Q laajennus. Siten C on myds
kunnan Q laajennus.

2. Rationaalifunktioiden kunta K(X), jossa K on mikd
tahansa kunta, on kunnan K laajennus.

Tassd kirjoituksessa térkeimmét kunnat koostuvat
funktioista. Mutta seuraavat méaritelmét sopivat ylei-
simmille kunnille.

Maaritelma 17. Olkoot K kunta ja L O K kuntalaa-
jennus. Olkoon o € L.

e Alkiota « kutsutaan algebralliseksi alkioksi kun-
nan K suhteen, jos on olemassa sellainen epdnol-
lapolynomi @ € K[X], ettd Q(a) = 0. Tdssd tapauk-
sessa voidaan todistaa, ettd on olemassa yksikdsit-
teinen pienimmdn asteen polynomi P € K[X], jon-
ka korkeimman asteen termin kerroin on 1 siten, et-
ta P(a) = 0. Tdta polynomia P kutsutaan alkion «
minimipolynomiksi kunnan K suhteen.

o Alkiota o kutsutaan transkendenttiseksi alkioksi
kunnan K suhteen, jos a ei ole algebrallinen, toi-
sin sanoen jos ainoa polynomi Q € K[X], jolle patee
Q(a) = 0, on nollapolynomi @ = 0.
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Esimerkki 18. 1. Otetaan laajennus R C C. Komp-
leksiluku i on algebrallinen kunnan R suhteen, koska
polynomi Q = X2 + 1 € R[X] toteuttaa Q(i) = 0.

2. Otetaan laajennus Q C R. Irrationaaliluku V2 on

algebrallinen kunnan Q suhteen, koska polynomi
Q = X? -2 € Q[X] toteuttaa Q(v/2) = 0.

3. Triviaalitapauksessa I = K jokainen kunnan K al-
kio a on algebrallinen sen sisdltdvin kunnan suh-
teen, koska polynomi Q = X — « € K[X] toteuttaa
Q(a) =0.

Kaikissa ylld olevissa esimerkeissd annettu polynomi Q
on itse astassa minimipolynoms.

4. Lindemann ja Hermite todistivat, ettd reaaliluvut
ja e ovat transkendenttisia kunnan Q suhteen. Fi
ole olemassa mitddn polynomia Q € Q|x] siten, ettd

Q(m) =0 tai Q(e) = 0.

Kunnan K laajennus K(«a)

Maéaritelma 19. Olkoot K kunta ja oo € L\ K. Mdd-
ritellaan nyt kunnan L pienin alikunta K(a), joka si-
saltdd sekd kunnan K ettd "uuden” alkion o.

o Jos a on algebrallinen kunnan K suhteen, olkoon
P € K[X] sen minimipolynomi ja m := deg P. Sil-
loin m > 1, tat muuten « olisi kunnan K alkio. Mad-
ritelladn

K(a) :={Q(a) | @ € K[X], deg@ <m —1}.

Huomioi, ettd jokaisella alkiolla b € K(a) on sellai-
nen yksikdsitteinen polynomi Q, ettd Q(a) = b ja
deg @ < m — 1. Tai muuten, jos olisi olemassa kaksi
eri sellaista polynomia Q ja T, niin

(Q~T)(0) = Q(a) ~ T(a) =b—b=0,

mutta deg(Q — T) < m — 1, ja tamd on ristiriita
sen kanssa, ettd m on minimipolynomin aste. Siten
Q@ =T. Seuraavassa tehtavissd 21 merkitidn alkion
b € K(a) polynomia @ symbolilla Qp, eli

Qb(a) = b

Meiddan pitdd vield mdadritelld summa ja kertolasku.
Alkioiden Q(a) ja T(@) summa on yksinkertaisesti

Q(a) +T(a) = (Q+T)()

kunnan 1L alkiona. Tdtd wvarten huomioi, ettd
deg(Q+T) < m—1. Jos otetaan polynomit Q ja T,
joiden asteet ovat korkeintaan m — 1, ei voida mdd-
ritelld heti kertolaskua Q(a)T (o) = (QT)(«), koska
voi olla, ettd deg(QT) > m. Jaetaan ensin alkion «
minimipolynomilla P: olkoon

QT =UP+V

sellainen jakoyhtalé, jossa deg(V) < m—1 taiV = 0.
Nyt mddaritellddn

e Jos a on transkendenttinen kunnan K suhteen, mdd-
ritellddan
P(a)

K(a) = {Q(a) | P,Q e ]K[X]}.

Operaatiot toimivat tdssda intuition mukaan.

Huomautus 20. Molemmissa tapauksissa K(a) on
pienin kunta, joka sisdaltid sekd kunnan K ettd alkion
a. Lisdksi kunnan K laskutoimitukset ovat samat kuin
kunnassa K(a).

Tehtédva 21. Todista, etti K(a) on todellakin kunta,
kun o on algebrallinen alkio kunnan K suhteen.

Vihje: Olkoot a,b € K(a) ja Qq, Qp € K[X] niiden vas-
taavat polynomit. On helppo osoittaa, ettd a+b € K(a).
Olkoon P alkion o minimipolynomi. Jos deg(Q.Qp) >
deg(P), kirjoita

QuQy=QP+T

joillakin polynomeilla Q ja T, joille pitee deg(T) <
deg(P). Kun pitid todistaa, etti jokainen epdinolla al-
kio on kddntyvd, huomioi, ettd koska deg(Q) < deg(P)
ja P on jaoton, syt(P,Q) = 1. Lauseen 12 avulla kir-
joita PS + QT = 1 joillakin polynomeilla S ja T.

Esimerkki 22. 1. RC R(i) =C.
2 QC QW) CR.

3. Notaatio K(X) rationaalifunktioiden kunnalle on it-
se asiassa jarkevd kuntalaajennuksien kannalta: X
on jokin "uusi” transkendenttinen alkio, joka lisd-
tadn saaden laajennus K(X).

Tehtava 23. Kdy mddritelmd ldpi ja osoita, ettd
R(i) = C. Miten kompleksiluvun a + bi kaanteisalkio
kirjoitetaan muodossa ¢ + di, jossa c,d € R? Samalla
tavalla, miten kunnan Q(\/i) alkion a + b\/2 kddnteis-
alkio kirjoitetaan muodossa ¢ + dv/2, jossa c,d € Q7

Liouvillen lauseen vaite

On aika yhdistda algebraa ja analyysia.

Muistetaan, ettda Maaritelméssa 7 ja Esimerkissa 9 tu-
li esiin funktioita, jotka mééritellidn reaalivéilissa I ja
ovat rajoittumia joistain funktioista, jotka ovat mero-
morfisia jossain valin I kompleksiympéristossé. Sellai-
sista funktioista koostuu kunta K jatkossa.

Maaritelma 24. Olkoot nyt I reaalivili jo K kunta,
joka koostuu funktioista, jotka ovat meromorfisia valis-
sd I. Olkoon funktio f meromorfinen funktio jossain
valin I osavilissd J. Funktiota f kutsutaan
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 eksponenttifunktioksi (kunnan K suhteen), jos on
olemassa funktio g € K, joka on mddritelty vilissd
J ja jolle pdtee
f'=4f

o logaritmifunktioksi (kunnan K suhteen), jos on
olemassa funktio g € K, joka on madadritelty vdlissa
J, jossa se on aina epdinolla, ja jolle pitee

f'=4d/g.

Huomautus 25. "Tavalliset” eksponentti- ja logarit-
mifunktio ovat tietysti eksponentti- ja logaritmifunktio
timan “algebrallisen” mdaritelmdn mukaan. Sen pda-
pointti on, ettd ainoat eksponentti- ja logaritmifunktion
ominaisuudet, joita kdytetddn Liouvillen lauseen todis-
tuksessa, ovat juuri ne, jotka ovat ylld olevassa mdadri-
telmdssa.

Maaritelma 26. Kunta K meromorfisia funktioita on
derivaatan suhteen suljettu, jos jokaisen funktion
f € K derivaatta kuuluu kuntaan K.

Lemma 27. Olkoon K derivaatan suhteen suljettu
kunta meromorfisia funktioita, ja olkoon f joko al-
gebrallinen funktio tai eksponentti- tai logaritmifunktio.
Silloin laajennus K(f) on derivaatan suhteen suljettu.

Todistus. Periaatteessa pitdd todistaa, ettd jokaisen
funktion h € K(f) derivaatta h’ kuuluu laajennukseen
K(f). Mutta koska h voidaan kirjoittaa funktion f po-
lynomina tai rationaalifunktiona, riittad todistaa, etta
f kuuluu laajennukseen K(f). Jos f on eksponentti-
tai logaritmifunktio, tdmé& on helppo tarkistaa. Olkoon
siis f algebrallinen, miké tarkoittaa, ettd on olemassa
minimipolynomi

P=a+a X+ +a,X" :ZaiXi
i=0
funktiolle f. Silloin P(f) = 0. Ota derivaatta saaden
F1Y i f TN+ el =0.
i=1 i=0

Osoita, ettei Y ;- ia; f*~! ole nollapolynomi, joten voit

kirjoittaa 4
f/ - _ ZZO a’;sz
Zi:l iaif“l
ja paatelld, etta ' € K(f). O

Maaritelma 28. Olkoon K kunta meromorfisia funk-
tioita. Kunnan K laajennusta I kutsutaan alkeis-
laajennukseksi, jos on olemassa sellaiset funktiot
f1,-- 5 [n, ettd jos merkitddin

KO = K,
Kit1 = Ki(fit1),

niin f;11 on joko algebrallinen funktio tai eksponentti-
tai logaritmifunktio kunnan K; suhteen, jo K, = L.
Funktiota f kutsutaan alkeisfunktioksi, jos f kuuluu
johonkin kunnan C(zx) alkeislaajennukseen.

Toisin sanoen, ehké eksplisiittisemmin, ylld olevassa
madaritelméssa on kuntalaajennuksien ”ketju”

K=KiCK;CKyC...CK,_;1 CK, =L.

Lisdksi muistetaan, ettd huomautuksessa 4 sanottiin,
etta
eiz + efiz eiz _ efiz
cosz = ———, sinz = ————,
2 24

ja my6s muut trigonometriset funktiot ja niiden kaan-
teisfunktiot voidaan kirjoittaa eksponentti- ja logarit-
mifunktioiden termeisté.

Lause 29 (Liouville). Olkoot K derivaatan suhteen sul-
jettu kunta meromorfisia funktioita ja o € K. Seuraa-
vat ehdot ovat yhtdpitdvdt:

e On olemassa kunnan K alkeislaajennus L ja sellai-
neny € L, ettd y' = a.

e On olemassa sellaiset wuq,..
C1y...,¢n € C, ettd

SUn,v € K ja

i=1
Artikkelissa [6] Rosenlicht kirjoitti:

Thus the original loosely worded analytic
problem, when formulated as a precise ana-
lytic problem, becomes algebraic.

Liouvillen lauseen sovelluksia

Artikkelin toisessa osassa todistamme seka Liouvillen
lauseen etté seuraavan.

Lause 30. Olkoot f,g € C(z), missd f ei ole nolla
eikd g ole vakio, mddritellyt jossakin reaalivilissd J.
Silloin funktiolla

J—C

z — f(z)ed™

on alkeisintegraalifunktio, jos ja vain jos on olemassa
sellainen rationaalifunktio a € C(x), ettd

f=d +ag.

Téassé ensimmadisessé osassa todistamme vain sen, etté
edellisestd lauseesta seuraa seuraava.

Seuraus 31. Funktiolla e=*"

funktioita.

et ole alkeisintegraali-
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Todistus. Tassé tapauksessa Lauseen 30 funktiot f ja
g ovat f(x) = 1 ja g(z) = —2% Oletetaan, etti on
olemassa sellainen rationaalifunktio a € C(z), ettd
f=d +ag, eli

1 =d(z) — 2za(z). (1)

Kirjoitetaan a(z) = gg;, missd P,Q € C[z] ovat kes-
kenddn jaottomat, mikd voidaan tehd&, jos @ ei ole

vakiopolynomi. Yhtélosta (1) tulee sitten

Pl(2)Q(z) — P()Q'(z)
Q(x)?

P(z)

~ Q%)

:1’

misté seuraa, etté
P'(z)Q(x) — P(2)Q'(z) — 22P(z)Q(x) = Q(x)?,

ja jarjestdmalla oikealle puolelle kaikki termit, joissa @
esiintyy, saadaan ettd ) jakaa polynomin PQ’. Mutta
koska P ja @ ovat keskendén jaottomat, Q jakaa poly-
nomin Q’. Tasta seuraa, ettd deg @’ > deg ), mika on
mahdollista vain, jos @ on vakiopolynomi. Rationaali-
funktion @ = P(z) pitdi siis olla polynomi. Yhtélos-
td (1) tulee P'(z) — 22P(x) =1, eli

2¢P(z) = P'(x) — 1. (2)

Polynomi P ei voi olla nollapolynomi, tai muuten 0 =
—1. Olkoon sitten m = deg(P) > 0. Yhtdlon (2) va-
semman puolen polynomin aste on m+ 1, mutta oikean
puolen polynomin aste on varmasti sitd pienempi. Té-
ma on ristiriita. O

Tehtava 32. Osoita, ettei seuraavilla funktioilla

ole alkeisintegraalifunktioita: erz, ez, e, 1/logx,
log(log x). Vihje: Osoita, ettd

/e—dx:/eetdt:/ L du
x logu

ja

1
/log(log x)dx = zlog(log x) — / ——dx

log

Lisaa kirjallisuutta

Ensimmaéinen, joka todisti tdméan kirjoituksen paatu-
loksen, oli Liouville artikkelissa [5] (ranskaksi). Opin
itse tdstd teemasta artikkeleista [2] (italiaksi) ja [6]
(englanniksi). Tamé kirjoitus on enimmékseen artik-
kelin [2] inspiroima.

Téamén kirjoituksen pointtina (erityisesti toisessa osas-
sa) on, kuinka paljon algebraa kiytetddn analyytti-
sessa ongelmassa. Jos aiot lukea enemmén algebrasta,
kirja [3] (suomeksi) on todella ystévéllinen johdatus.
Toisaalta jos kiinnostavat esimerkiksi vaikeat yksityis-
kohdat kuntalaajennuksista, niin suositellaan kirjan [1]
lukua 15. Téssé kirjoituksessa kiytettiin my6s vahén
kompleksianalyysia, ja siitd voi lukea suomeksi erin-
omaisista klassikoista [4, 7].
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