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Jaako rahapeliaddikti vaistamatta tappiolle?

Tuomas Korppi

Johdanto

Mikéli lukija on seurannut yhtdén rahapelivalistusta,
hén on kuullut, etta sellaisissa rahapeleissé, joissa pela-
taan taloa vastaan, kuten automaattipeleissé seké rule-
tissa ja muissa kasinopeleissd, pelaaja jaa pitkén padlle
tappiolle. On nimittdin olemassa matemaattisia tulok-
sia, jotka sanovat, ettd kun samaa pelié toistetaan riit-
tavan kauan, pelisarjan keskiarvokéyttaytyminen muis-
tuttaa ldhes varmasti pelin teoreettista keskiarvokéyt-
tdytymistéd, jonka rahapelien jérjestdjiat luonnollisesti
sdatavat itselleen edulliseksi.

Taméa vanha viisaus mielesséni ryhdyin kirjoittamaan
valistuksellista artikkelia rahapelien vaaroista. Sain esi-
tettyd teorian, mutta siind vaiheessa kun ryhdyin teke-
méan numeerisia laskelmia, tormésin yllattavaan ilmi-
66n: Joissain tapauksissa melkein varma teoreettiseen
keskiarvokaytokseen padseminen kestdd niin kauan, et-
td on kyseenalaista, pelaavatko edes piintyneimmét ad-
diktit niin pitkdan.

Téasséd tekstissd esitimme ensin teorian, jossa kielté-
matta osoitetaan, ettd rahapeliaddikti jaa pitkén paal-
le tappiolle. Sen jéilkeen annamme menetelmén, jolla
voi arvioida sitd, mitd "pitkdn péélle” edellisessé virk-
keessé kdytannosséa tarkoittaa, ja teemme menetelmalla
esimerkkilaskelmia.

Tilanne

Jussi on addiktoitunut rulettiin. Hin on addiktoitunut
niin pahasti, ettd han pelaa darettomén jonon pelikier-

roksia, jokaisen euron panoksella. Jussi on kuullut, etta
ruletissa kasino jaa voitolle siksi, ettéd ruletissa on nol-
la, joten hin pelaa joka kierroksella nollaa kuvitellen
pelaavansa ”talon edulla”.

Ruletissa on 37 numeroa, joista arvotaan yksi. Nollan
sattuessa Jussi saa panoksensa takaisin 36-kertaisena,
ja muussa tapauksessa Jussi hdvidd panoksensa.

Voittotodennikdisyys on siis = .

3. Ajattelemme héviota
negatiivisena voittona. Voiton odotusarvo on todenné-
koisyyksilld painotettu voittosummien keskiarvo, téssa
tapauksessa siis 32 (—1)+3-(36—1) = —3-. Odotusarvo
on se, kuinka paljon Jussi keskimé&irin voittaa yhdel-
14 pyoraytyksella. Tassa tapauksessa Jussi siis havida

keskimaarin % euroa.

Késittelemme rulettia siksi, ettd se on yksinkertainen
peli. Esityksemme on kuitenkin silld tavoin yleinen, et-
tad se soveltuu my6s muihin kasinopeleihin seké raha-
automaattipeleihin, kunhan koko ajan pelataan samaa
pelid samalla panoksella taloa vastaan. Oletamme koko
ajan, ettd voittosumman odotusarvo on negatiivinen.
Luonnollisesti pelien jarjestéjit pitdavit huolen siité, et-
td néin todella on. Joissain téllaisissa peleissd pelaajal-
la on joitain valintoja, esimerkiksi automaattipokerissa
pelaaja saa valita, mitka kortit han vaihtaa. Voimme
olettaa pelaajan pelaavan parhaalla mahdollisella stra-
tegialla, pelin jérjestdja kylld pitdd huolen, ettd myos
talloin voittosumman odotusarvo on negatiivinen. Al-
la olevassa esityksessd puhumme ruletinpyoraytyksista,
mutta lukija voi ajatella sen tarkoittavan myos muuta
rahapelié.
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Satunnaismuuttuja

Oletetaan, etté tq,...,t, ovat tapahtumia, joista jo-
ku aina toteutuu, eikd kaksi voi toteutua yhté aikaa.
Jokaiseen tapahtumaan on liitetty todennékéisyys p;,
jolla tapahtuma tapahtuu, seké reaaliluku r;. Téllaista
systeemié kutsutaan satunnaismuuttujaksi, jota merki-
tadn esimerkiksi kirjaimella X.

Rulettiesimerkissimme erds mahdollinen satunnais-
muuttuja olisi ensimméinen ruletinpyoraytys. Tapahtu-
mia olisi kaksi, ensimmaéisessd Jussi voittaa ja toisessa
Jussi haviaa. Talloin p; = % ja pg = %. Olemme tés-
sd artikkelissa kiinnostuneet Jussin rahapussista, joten
r1 = 35 ja ro = —1, Jussin voitot ja tappiot kyseisissa
tapauksissa.

Satunnaismuuttujassa tapahtumia voi olla enemmén-
kin kuin kaksi. Esimerkiksi useissa peleissd on useita
erilaisia voittoja, joista jokainen vaatii oman tapahtu-
mansa. Esimerkiksi automaattipokerissa voittosumma
riippuu siitd, millaisen pokerikédden pelaaja saa.

Olkoon X satunnaismuuttuja ja k reaaliluku. Satun-
naismuuttuja kX tarkoittaa satunnaismuuttujaa, joka
saadaan X :std kertomalla jokainen r; luvulla k. Satun-
naismuuttuja X + k tarkoittaa satunnaismuuttujaa, jo-
ka saadaan X:std lisddmalld jokaiseen lukuun r; luku
k.

Seuraavaksi méarittelemme satunnaismuuttujien sum-
man X +Y, jotka voivat olla esimerkiksi kaksi eri rule-
tinpyoraytystd. Summamuuttujan tapahtumat t;, ovat
sellaisia kuten 7t; ja t; tapahtuvat”, misséd t; on X:n
tapahtuma ja t;- on Y:n tapahtuma. Todennékoisyydet
ovat todennékoisyyksid, ettd noin todella kiy. Jos X ja
Y ovat kaksi eri ruletinpyoraytysté, edellisen tapahtu-
man todenndkdisyys on pip}, mutta monimutkaisem-
missa tilanteissa todennédkdisyys voi olla jotain muuta.
Tapahtuman arvo 7}/ on #;n ja ti:n arvojen summa,
sils 7; + 7. Satunnaismuttujien tulo XY maééritelldéin

samoin, nyt vain ry = 77},

Huomautus: Tutkitaan satunnaismuuttujaa X +X. Sen
tapahtumat ovat "¢; ja t;”, missd ¢; ja t; ovat X:n ta-
pahtumia. Jos ¢ # 7, niin ¢; ja t; eivéit voi satunnais-
muuttujan méaaritelmén nojalla tapahtua yhtaikaa, jo-
ten “t; ja t;7 on mahdoton tapahtuma, ja se voidaan
jattaa pois. Jaljelle jaa siis tapahtumat ”t; ja ¢;”. Té-
maé kuitenkin on sama taphtuma kuin ¢;, joten X:114 ja
X + X:114 on tdsmélleen samat tapahtumat.

Odotusarvo

Satunnaismuuttujan X odotusarvo E[X| = 3" p;r;, eli
arvojen r; todennékoisyyksilld painotettu keskiarvo.

Seuraava lemma nahdadn selvisti todeksi.

Lemma 1. E[kX] = kE[X] ja E[X + k] = E[X] + k.

Myos seuraavat kaksi vaikeampaa lemmaa péatevat.

Lemma 2. Jos X, Y ovat satunnaismuuttujia, E[X +
Y] =E[X]+E[Y].

Todistus: Oletetaan, ettd X :n todennédkéisyydet ja ar-
vot ovat p; ja 7, ja Y:lle vastaavasti p} ja r;.

Nyt

EX +Y] = Zpk ri 417 :Zpgn—l—z:p”’

i
Jos summassa ), pj/r; on termi pjr;, niin silloin ¢} on
tapaus "t; ja t;” jollain j. Kun tutkitaan tiettyz’i 1:t4
ja kaydaan kalkkl tallaiset k:t lapl vastaavat pj:t sum-
mautuvat p;:ksi. Néin ollen ), pjir; = >, piri = E[X].
Vastaavasti ), pyr; = E[Y], ja viite seuraa. [J

Lemma 3. Olkoot X ja Y ruletinpyérdytyksid koske-
via satunnaismuuttujia, joiden tapahtumat koskevat eri
ruletinpyoraytyksia (kumpikin yhtd). Jos p on X :n odo-
tusarvo ja p' on'Y :n odotusarvo, E[(X — pu)(Y —u')] =
0.

Todistus: Olkoon X' = X —pjaY' =Y — /. Nyt
X’ ja Y’ koskevat eri ruletinpyoraytyksia, ja selvisti
E[X'] = E[Y'] = 0. Olkoot p;,r; satunnaismuuttujaa
X' koskevia arvoja ja pj, r’. satunnaismuuttujaa Y’ kos-
kevia arvoja.

Osoitetaan, ettd E[X'Y'] = E[X'|E[Y”].

Kun kumpikin puoli puretaan auki, kummastakin saa-
daan

Z Pz‘p} T4 T} )

]

joten véite péatee. Nyt véitos seuraa siité, ettd E[X'] =
E[Y']=0.0

Paatulos

Tésséd luvussa ryhdymme leikkiméan varianssilla, jo-
ka on keskihajonnan nelié. Olkoon X satunnaismuut-
tuja ja pu sen odotusarvo. Muuttujan X varianssi saa-
daan kaavalla E[(X — 11)?], missi potenssiinkorotus on
maéritelty kertolaskun avulla. Lukijan kannattaa huo-
mata, ettd varianssi méaritellddn tavallisestikin luku-
jen (r; — u)? keskiarvoksi, joten médritelmiémme yhtyy
tavalliseen varianssin méaéritelméaan.

Merkitaan Pr(X > k) todennikoisyytté, ettd X on vé-
hintdén k, eli niiden p;:den summaa, joita vastaavat
r;:t ovat vahintdan k.

Lemma 4. Olkoon X satunnaz’smuuttuja jonka kes-
kiarvo on u ja varianssi o2. Télloin kaikilla positiivi-
silla reaaliluvuilla k pdtee

1
Pr(|X — | 2 ko) < .



Solmu 1/2025

Todistus: Nyt
0% = E[(X — pn)*)]
= sz" (rir — p)* + sz'” (riv =% (%)

i

missé i’ juoksee niiden ¢;:den yli, joille |r; — u| > ko ja
" juoksee niiden #;:den yli, joille |r; — u| < ko.

Yhtalon (*) oikea puoli on suurempi kuin
k*0? Pr(|X — p| > ko) +0-Pr(|X — | < ko),

mistd saadaan 02 > k202 Pr(|X — p| > ko), misti saa-
daan viités jakamalla puolittain k202:1la. O

Olkoon nyt Jussin &ddretontd rulettipelijonoa vastaa-
vat satunnaismuuttujat X, X5, X3,.... Tapahtumiin
liitettyind arvoina ovat kuten aiemminkin voittosum-
mat, kun tappio mielletddn negatiivisena voittona.

Merkitddan X, = %, eli n:44 ensimmaéista ru-
letinpyoréaytystd vastaavien satunnaismuuttujien kes-
kiarvo, eli Jussin n ensimmaéaisen pyoraytyksen voittojen
keskiarvo.

Olkoon p odotusarvo yhdessi pyoriytyksessi ja o2 va-
rianssi yhdessa pyorédytyksessa.

Teoreema 5. Olkoon € > 0 reaaliluku. Talloin

Pr(|X, —pl > o) < 2.

3

€

Todistus: Olkoon p? muuttujan X,, varianssi. Nyt

Ea %E[((Xl — ) e (X = )Y
= SE (K- m)(X )]

,J

_ % S E[(X: - w)(X; — p)-

Lemman 3 nojalla termit, joissa 7 # j menevat nollaan.
Summa on siis yhtd suuri kuin

1 9, no?  o?
) E E[(Xi )] =—5=—
Siis edellisen lemman nojalla
2 2
Pr(| X, —ul>e¢) <5 =—
(X —pl 20 <=2

O

Teoreema 6. Kun n — oo, todenndkoisyys, ettd Jussi
on n ruletinpyordaytyksen jalkeen hdaviolld, lihenee yk-
kosta.

Todistus: Oletimme, ettd pu < 0. Valitaan 0 < € <
|o|. Olkoon t,p,r satunnaismuuttujan X, tapaus. Jos
|r — p] < e, pitee r < 0. Taméa tarkoittaa sitd, ettd
Pr(|X,, — u| <€) < Pr(X,, <0), ja sen osoittamiseksi,
ettd oikea puoli ldhenee ykkosta, riittda osoittaa, etta
vasen puoli ldhenee ykkosté.

Edellisen teoreeman nojalla

Pr(| %0~ 2 0) < 2,
joten
Pr(| X, —pul<e)>1- ey

Kun n — oo, oikea puoli lihenee ykkostd, joten
Pr(X,, < 0) l&dhenee ykkosté. O

Numeerisia arvioita

Nyt siis tiedimme, ettd jos Jussi pelaa riittdvan pit-
kédn, han jaa lopulta tappiolle. Kuitenkin nyt tapahtuu
jotain yllattavaa: Jos pelataan kymmenentuhatta kier-
rosta, Jussilla on vield useamman kymmenen prosentin
todennikoisyys jaada voitolle!. Jussin pelissi talon etu
on niin pieni, ettd edelld kehitetty teoria alkaa potkia
kunnolla vasta useiden satojen tuhansien pelikertojen
kohdalla.

Annamme téssé luvussa laskumenetelmén, jolla pystyy
laskemaan karkeita arvioita sille, milld todennakoisyy-
dellé pelaaja on tappiolla pelisarjan jilkeen, jos talon
etu yksittaisessa pelissé, keskihajonta yksittéisessa pe-
lissd ja pelikierrosten maara tiedetéén.

Jos pelin odotusarvo on p, talon etu yksittdisessa pe-
lissé on |p|. Teoreeman 5 todistuksessa totesimme, etté
jos p on satunnaismuuttujan X,, keskihajonta ja o on
yksittdisen pelin keskihajonta,

Koska X,, on n pelin voittojen keskiarvoa kuvaava sa-
tunnaismuuttuja, nX, kuvaa n pelin voittojen sum-
maa. Néin ollen odotusarvo n pelin voittojen summalle
on nu ja keskihajonta summalle on o+/n.

On olemassa teoreema, jonka mukaan X, alkaa vai-
kuttaa normaalijakaumalta ainakin sen suhteen, kuin-
ka todennikoisyyksid Pr(X,, < k) lasketaan, kun n on
hyvin suuri. Tavallisissa rahapeleissd nédin kdy ainakin
silloin, kun n on véhintdin tuhansia?. Niin ollen se
muuttuja, josta olemme kiinnostuneet, nX,,, voidaan
korvata normaalijakaumalla, jonka odotusarvo on nu
ja keskihajonta o+/n.

1Kasinolla rulettia pelataan noin 40 pydriytystd tunnissa, eli 320 pyoriytystd 8 tunnin paivin aikana. Jos Jussi pelaa kuukauden

taysipaivéisesti, hdn pelaa tuon 10000 pyoraytysta.

2Huomaa, ettd tama ei pade lotolle ja vastaaville peleille, joissa on hyvin suuria, hyvin harvoin saatavia voittoja.
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Voit laskea todenndkoisyyden, ettéd pelaaja on tappiolla
pelisarjan jélkeen. M&araa ensin, kuinka monen keski-
hajonnan o+/n pééssi talon etu |nu| on nollasta. Sen
jalkeen voit katsoa alla olevasta taulukosta karkean ar-
vion todenndkoisyydelle, ettd pelaaja on tappiolla pe-
lisarjan jilkeen.

Kuinka monen

keskihajonnan Todennéilféisyys
passi olla tappiolla
0,5 69 %

1 84 %

1,5 93 %

2 98 %

2,5 99,3 %

3 99,9 %

Jussin pelissd talon etu on noin 0,027 ja keskihajonta
noin 5,8. Tama tarkoittaa sitd, ettd kymmenentuhan-
nen pelin sarjassa talon etu on noin 270 ja keskihajonta
580. Olemme siis taulukon rivin 0,5 keskihajontaa suu-
ruusluokassa, todennékéisyys jadada tappiolle on vain
69 %.

Jos Jussi pelaa vuoden rulettia 8 tuntia paivasséd, han
pelaa suuruusluokkaa 100000 pelia. Télloin talon etu
on noin 2700 ja keskihajonta noin 1800. Todennékdi-
syys jaada tappiolle on noin 93 %.

Kansainvilisessé ruletissa talon etu on kuitenkin mel-
ko pieni verrattuna esim. Veikkauksen peliautomaat-
teihin, jossa talon etu on luokkaa 0,1 x panos. Veik-
kauksen nykyisten automaattipelien keskihajontoja on
kuitenkin vaikea alkaa laskemaan, joten kiaytdmme esi-
merkkind RAY:n vanhaa automaattirulettia, jossa on
13 numeroa, ja veikatessaan oikein numeroa saa pa-
noksen takaisin 12-kertaisena.

Talloin talon etu on 0,077, ja keskihajonta 3,2. Tuhan-
nella pyoriaytykselld talon etu on 77 euroa ja keskiha-
jonta 100, eli tappiollejadmistodennédkéisyys on jossain
69 ja 84 prosentin vélissd. Kymmenelldtuhannella pyo6-
raytykselld talon etu on 770 euroa ja keskihajonta 320,
eli tappiollejadamistodennakoisyys on yli 98 %.

Alla on taulukko joidenkin helposti laskettavien pelien
talon eduista ja keskihajonnoista. Kaikissa oletetaan
euron panos. Olemme kiinnostuneet suuruusluokista,
joten lukuja on pyoristelty.

Tuplaus on peli, jossa on annettu arvausten maksimi-
madrd k. Pelaaja asettaa aluksi panokseksi euron. Sit-
ten han arvaa, tuleeko iso vai pieni ja kadntéa kortin.
Jos kortti on 2-6 ja pelaaja arvasi pienté, hin voittaa.

Jos kortti on 8-A ja hén arvasi isoa, han voittaa. Seis-
kalla pelaaja havidé aina. Jos pelaaja hévisi, peli lop-
puu. Jos pelaaja arvasi oikein, hén arvaa uudelleen ja
kaantda uuden kortin samalla tavalla. Néin jatketaan k
kertaa, ja jos pelaaja arvaa k kertaa oikein, han voittaa
panoksensa takaisin 2F-kertaisena.

Peli Talon etu Keskihajonta
Ruletti, pelataan 0,027 5.8
1 numeroa

Ruletti, pelataan 0,027 9.9
6 numeroa

Ruletti, . 0,027 1
pelataan punaista

Automaattiruletti, 0,077 3.2
pelataan 1 numeroa

Au‘conrlauattlrul.ettl7 0,077 1
pelataan punaista

Tuplaus, 5 arvausta 0,34 4,5
Tuplaus, 7 arvausta 0,43 8,5

Lopuksi

Y114 todistettu Teoreema 6 on melko heikko verrattuna
sithen, mita kaikkea pystytadn todistamaan. Kuitenkin
muokkaamalla Paédtulos-luvun todistuksia saadaan pa-
ri vahvempaa tulosta, jotka jatetdéan vaikeahkoiksi har-
joitustehtéviksi.

Ensinnéakin tiedetddn, ettd paitsi etta riittavan pitkis-
sd pelisarjoissa pelaajat jaavat tappiolle, he menettavat
peliéd jatkaessaan yhé suurempia rahamé&éaria.

Tehtava 1. Osoita, on olemassa reaaliluku £ > 0 si-
ten, ettd seuraava pédtee: Kun n — oo, todenndkdisyys,
ettd n:n ruletinpyordytyksen jalkeen Jussi on vahintddn
In yksikkod tappiolla, ldhenee ykkostd.

Myoskin harva pelaa koko ajan samaa pelid samalla ta-
valla. Jussi voi vaihdella ruletin panosta (tietyissi ra-
joissa), joskus pelata automaattipokeria, joskus hedel-
mépelid jne. Seuraavassa tehtavisséd oletamme, etté jo-
non X1, X, ... pelit eivit ole véilttamétta samoja, vaan
ne voivat vaihdella. Jotain pitda kuitenkin olettaa, ettd
saisimme todistettua tuloksia. Oletamme, etté on ole-
massa po < 0 niin, ettd kaikkien X;:den odotusarvot
ovat pienempié (eli itseisarvoltaan suurempia) kuin pyg,
sekd oy > 0 niin, ettd kaikkien X;:den varianssit ovat
pienempii kuin o3.

Tehtava 2. Osoita edellisilld oletuksilla seuraava: Kun
n — o0, todenndkoisyys, ettd Jussi on n pelikerran jail-
keen hdviolla, ldhenee ykkdsta.
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