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Differentiaalilaskennan alkuvaiheet

Ensimmainen differentiaalilaskentaa perusteellisesti
kasitteleva kirja julkaistiin 1696 [2]. T44lta ovat peréi-
sin monet kédytdnnot, joita vieldkin noudatetaan: esi-
merkiksi vakiot valitaan aakkosten alkupéésté, a, b,
kun taas muuttujat otetaan aakkosten loppupéésta, x,
1. Liséksi kirjaimella d on oma erikoisasemansa, joka on
sailynyt nykypaiviin saakka, vaikka sen merkitys onkin
muuttunut matkan varrella.

Erikoisesti kirjassa ei kerrota, kuka sen on kirjoitta-
nut (kirjan kansi on kuvassa 1). Kirjoittajana on pi-
detty L’Hospitalia, mutta sittemmin on osoittautunut,
ettd se perustuu suurelta osin Johann Bernoullin kési-
kirjoitukseen [15]. Kirjan esipuhe on kirjoitettu miné-
muodossa, ja se varmaankin on L’Hospitalin kirjoitta-
ma, koska siind hén oleellisesti myontaé, ettd tulokset
perustuvat Johannin ja tdmén isoveljen Jacobin t6ihin.

Je reconnois devoir beaucoup aux lumieres de M™
Bernoulli, sur tout a celles du jeune presentement
Professeur & Groningue. Je me suis servi sans fagon
de leurs découvertes & de celles de M. Leibnis. C’est-
pourquoy je consens qu’ils en revendiquent tout ce
qu’il leur plaira, me contentant de ce qu’ils voudront
bien me laisser.

Olen suuresti velkaa Bernoullien [Jacob & Johann]
loistaville ideoille, etenkin nuoremmalle [Johann], jo-
ka on nykyééan professorina Groningenissa. Olen va-
paasti kéyttanyt heiddn ja Leibnizin tuloksia. Sik-

si hyviksyn, jos he haluavat pitdé esitettyja asioita
ominaan, ja tyydyn sithen mit& he haluavat jattaa
minulle.

L’Hospitalin saéanto 16ytyy sivulta 145. Kirjan [2] nykyi-
sessd painoksessa on my6s Varignonin kirjoittama teks-
ti vuodelta 1725, joka on tarkoitettu tédydentdmé&an ja
selventamadn alkuperéistd teosta.
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Kuva 1: Johann Bernoullin ja L’Hospitalin kirjan kan-
S4.
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Differentiaalilaskenta aloitti aivan uuden kauden ma-
tematiikassa, ja koko 1700-luvun ajan sen avulla saa-
tiinkin valtavasti uusia tuloksia. Kuitenkin koko jutun
taustalla oli késitteellisid vaikeuksia: erityisesti miten
pitdisi ymmartaa adrettoméan pieni luku eli infinitesi-
maali (infiniment petit, infinitely small)? Tuo on ter-
mindkin outo, koska &irettomén avulla yritetddn ku-
vailla jotain hyvin pienté.

1800-luvulla sitten differentiaalilaskenta muotoiltiin ai-
van uudella tavalla e-§-tekniikan avulla, missé infinite-
simaaleja ei edes mainita. Kuitenkin matemaatikkoja
jii mietityttdméan ajatus siitd, miten infinitesimaalit
pitdisi ymmartaé. Tulokset, joita niitten avulla oli saa-
tu, olivat tavallaan ”liian hyvid” siind mielessé, etta
tuntui mahdottomalta, ettd kaikki olisikin ollut vain
tyhjan paalla.

Sitten Robinson selvensi infinitesimaalien késitetté
1960-luvulla matemaattisen logiikan avulla ja néin
saadusta systeemistd ruvettiin kdyttdmadn nimitysta
epastandardi analyysi [12]. Hiukan mydhemmin Nel-
son esitteli oman versionsa epédstandardista analyysistéa
[10]. Nelsonin systeemi on kiatevampi, jos nimenomaan
halutaan tehdéa differentiaalilaskentaa, eiké oleteta teo-
rian kayttajaltd pitkélle menevid logiikan esitietoja.
Téssé kirjoituksessa noudatetaan siis Nelsonin kéytéan-
t6jd, joihin voi tarkemmin perehtyé teosten [5, 4, 9]
avulla. Epédstandardin analyysin historiaa ja merkitys-
t& on myos mielenkiintoisesti pohdittu kirjassa [3].

Mutta siirrytéén sitten itse asiaan: miten Nelsonin sys-
teemillé lasketaan?

Nelsonin systeemi

Epéastandardin analyysin ldahtokohta on laajentaa reaa-
lilukujen joukkoa; tata laajennusta merkitdan edelleen
symbolilla R ja tdmén joukon alkioita sanotaan edel-
leen reaaliluvuiksi. ”Vanhoja” reaalilukuja sanotaan ta-
vallisiksi reaaliluvuiksi, ja néitten lukujen kokoelmaa
voidaan merkitd symbolilla Ry,,. Lukija kenties ihmet-
telee, ettd eiko télle laajennetulle joukolle ja sen al-
kioille pitéisi antaa uusi nimi, eikd nimeté perinteiset
reaaliluvut uudelleen. Tietysti ndinkin voisi menetell,
mutta tdmé kiytdntd on osoittautunut kateviksi. Syy
tdhédn on seuraava tulos.

”Metalause”. Se, mikd on ennenkin ollut totta, on
edelleen totta.

Toisin sanoen miké tahansa lause, joka on todistettu
perinteisesséd matematiikassa, on automaattisesti totta
téssd uudessa systeemissd. Esimerkiksi siis tdssa uudes-
sa systeemissé reaaliluvut muodostaa kunnan, algbe-
ran peruslause on voimassa jne. Huomaa, ettéd késitet-
ta “tavallinen reaaliluku” ja siitd johdettuja késitteita
ei ole olemassa perinteisessd matematiikassa.

Koska reaalilukujen joukkoa laajennettiin, niin sielld on
uudenlaisia alkioita, joille on syytéd antaa nimi.

Maéritelmé 1. (i) Reaaliluku x on tosi-iso, jos
|z| > a kaikilla tavallisilla reaaliluvuilla a.

(ii) Reaaliluku z on tosipieni, jos |z| < a kaikilla ta-
vallisilla positiivisilla reaaliluvuilla a.

(#ii) Reaaliluku x on rajoitettu, jos se ei ole tosi-iso.

(iv) Reaaliluku x on kohtuullinen, jos se ei ole tosi-iso

etkd tosipient. &
Luonnollisesti tavalliset reaaliluvut eivét voi olla tosi-
isoja tai tosipienié. Vastaavasti positiivinen kokonaislu-
ku on tosi-iso, jos se on suurempi kuin kaikki tavalliset
kokonaisluvut. Huomaa erityisesti, ettd tosi-isot luvut
ovat dérellisié, vaikka ne ovatkin hyvin isoja. Siis jos N
on tosi-iso kokonaisluku, niin joukko

S={1,2,3,...,N—1,N}

on dérellinen. Tdm4a onkin eréds epéstandardin analyy-
sin mielenkiintoinen piirre: riittda usein tarkastella &4&-
rellisid joukkoja, koska ne ovat jo tarpeeksi isoja. Vélty-
tdan siis adrettomiin joukkoihin liittyvilta vaikeuksilta.
Ennen esimerkkié tarvitaan kuitenkin viela seuraava

Maaritelma 2. 1. x ja y ovat ekvivalentteja, merki-
taan x ~ vy, jos x —y on tosipient.

2. x ja y ovat asymptoottisia, merkitidin r ~ y, jos
x/y ~ 1.

3. Jos x ~ y ja y on tavallinen, niin sanotaan, ettd y

on x:n standardiosa, merkitdin y = st(x). %
Esimerkiksi jos x on tosipieni, niin z ~ 0, joten st(z) =
0. Jos f = Yp_,ckx”™ on polynomi, niin f ~ ¢, jos
x ~ 0. Nyt voidaan osoittaa [5, s. 36]:

Lause 1. Jos x on rajoitettu, niin sen standardiosa on
yksikdsitteinen. *

Lauseesta seuraa, etté jos x ja y ovat rajoitettuja, niin

r~y = st(x)=st(y). (1)

Seuraavasta tuloksesta saa jonkinlaisen mielikuvan mi-
ten isoja &arelliset luvut voivat olla.

Lause 2. Valilld [0,1] on vain ddrellinen madrd taval-
lisia reaalilukuja.

Todistus. Olkoon n jokin tosi-iso kokonaisluku, jolloin
siis h = 1/n on tosipieni. Jaetaan vili [0, 1] osiin ja
merkitddn Iy, = [(k — 1)h,kh], k = 1,...,n. Olkoon z,
y € Iy; talloin |x — y| < h, joten x ~ y ja siis dskeisen
lauseen perusteella st(x) = st(y). Siis valill& I;, voi olla
korkeintaan yksi tavallinen reaaliluku, joten yhteensa
niitd on korkeintaan n kappaletta. <



18

Solmu 1/2025

Luonnollisesti klassisen matematiikan kannalta valilla
[0,1] on ylinumeroituvasti ddretén méira reaalilukuja.
Téassd nayttéisi olevan ristiriita: miten &arellisen jou-
kon osajoukko voisi olla (ylinumeroituvasti) &d4reton?
Ongelma ratkeaa silld, ettd Ry, ei ole joukko.

Nelson itse sovelsi tiaté ideaa todenndkoisyyslaskentaan
[11]. Kirjan nimessa sanat radically elementary viittaa-
vat juuri siihen, ettéd koska aérelliset joukot voivat olla
niin isoja, niin hyvin monet todennékoéisyyslaskennan
tulokset voidaan muotoilla dérellisten joukkojen avulla.

Infinitesimaalin kasite 1700-luvulla

Infinitesimaalin eli tosipienen luvun selittdminen 1700-
luvun termein oli kuitenkin haastavaa. Kirja [2] pe-
rustui kahteen perusoletukseen, joista ensimméinen on
seuraava.

(O1) On demande qu’on puisse prendre indifférem-
ment 'une pour l'autre deux quantités qui ne
différent entr’elles que d’une quantité infiniment
petite.

Kaksi suuretta voidaan samaistaa, jos niitten ero-
tus on tosipieni.

Oletuksessa (O1) "quantité” on kddnnetty suureeksi,
mutta tdma voidaan myos tulkita reaaliluvuksi, vaikka
tietysti tuolloin kéasitettd reaaliluku ei ollut olemassa.
Tamén oletuksen voisi tulkita méaritelmén 2 kohdaksi
1. Varignon yritti seuraavasti [2, Varignon, s. 13 ]:

L’on ne doit pas dire que x + dz soit = z [...] mais
que x + dz, est une abscisse qui a dans ce lieu la
méme proprieté que z [...] de sorte que 'on pourra
faire de x + dx la méme chose que de z.

Ei pidéd sanoa, ettd x + dr = x, vaan ettd arvolla
2 + dz on samat ominaisuudet kuin arvolla z, joten
sitd voi kiyttdd samaan tapaan.

Nykytermein tamén voisi tulkita niin, ettd z + dx ~ x,
jos z on kohtuullinen ja dr on tosipieni, siis jélleen
médritelmén 2 kohta 1.

Bernoullin ja L’Hospitalin kirja, samoin kuin Varigno-
nin taydennys, oli tarkoitettu matemaatikoille: tadmé-
hén oli silloista huippututkimusta, jossa esiteltiin alan
uusimpia tuloksia. Kun sitten differentiaalilaskennan
kéyttd koko ajan laajeni, niin sitd piti ruveta opetta-
maan, ja tuli tarve varsinaisille oppikirjoille. Euler kir-
joitti tallaisen vuonna 1755 [6]. Eulerin kirjaa voi jo pi-
tdd tyyliltdan ja merkinnéiltdén varsin modernina: al-
gebrallinen esitystapa on paikoin hyvinkin tutunnékoéis-
td, kun taas Bernoulli ja L’Hospital esittivéit asiat hyvin
geometrisesti, jolloin tyylillisesti oltiin ldhella Euklei-
deen geometriaa. 50 vuodessa oli siis tapahtunut valta-
va muutos matemaattisen tekstin kirjoittamisessa.

Euler selitti tosipienten lukujen olemusta néin [6, ss.
51-53]:

If we accept the notation used in the analysis of the
infinite, then dx indicates a quantity that is infini-
tely small, so that both doz = 0 and adx = 0, where
a is any finite quantity. Despite this, the geomet-
ric ratio adz/dx is finite, namely a/1. For this rea-
son these two infinitely small quantities dx and adz,
both being equal to 0, cannot be confused when we
consider their ratio.

If 1 or any other finite quantity is divided by so-
mething infinitely small or 0, the quotient will be
infinitely large, and thus an infinite quantity. Since
the symbol co stands for an infinitely large quantity,
we have the equation a/dx = co. The truth of this
is clear also when we invert: a/oco = dz = 0.

Luonnollisesti néin kirjoitettuna téata ei voi hyvéksya.
Voisi kuvitella, ettd 1700-luvun opiskelijaparka on ollut
lohduton kirjansa &éiressé, tai ainakin vahintddn yhta
hdmmentynyt kuin moderni lukijakin. Mutta jos kéyt-
tad tdmaéan kirjoituksen termejé, niin Eulerin teksti voi-
daan tulkita tdysin ymmaérrettavasti:

Jos dx on tosipieni ja a kohtuullinen, niin dzr ~
adzx ~ 0 ja adz/dz = a/1 = a.

Jos y = a/dz, niin y on tosi-iso.

Pitda siis huolellisesti erottaa = ja ~ sekd déretdn ja
tosi-isot (mutta &dérelliset) luvut. Liséksi Euler myo-
hemmin [6, s. 116] kirjoittaa sin(dx) = dx, vaikka pi-
taisi olla sin(dz) ~ dax.

Mutta on helppoa uskoa, ettd tuo Eulerin selitys ei ol-
lut kovin vakuuttava 1700-luvullakaan, joten tosipien-
ten lukujen syvin olemus jéi edelleen hidmérin peit-
toon. Kuitenkin Eulerin kirjassa on paljon laskuja ja
esimerkkejé, ja idea varmaankin oli, ettd kun nidkee, mi-
ten homma toimii "kéytdnndssa”, niin sen perusteella
ymmartad jotenkin intuitiivisesti, mistd on kysymys.
Esimerkiksi Eulerin kirjasta 16ytyy kaikki alkeisfunk-
tioitten derivointikaavat, jotka tietysti ovat samat kuin
nykyédankin, vaikka perustelut ovatkin erilaiset.

HARJOITUSTEHTAVA 1 Onko Eulerin kirjassa jokin
kaava tai tulos, mikéd on ”oikeasti” vadrin? Miksi? ¥

1700-luvun lopussa Lagrange kuitenkin paatti, etta nyt
tamé epaméaraisyys saa riittdd [8]. Kirjan alaotsikko
ilmoittaa selkedsti, mistd on kysymys:

Les principes du calcul différentiel, dégagés de tou-
te considération d’infiniment petits, d’évanouissans,
de limites et de fluxions, et réduits a ’analyse algé-
brique des quantités finies.

Differentiaalilaskennan perusteet, josta on raivattu
pois ddrettomén pienet ja hévidvan pienet suureet
ja fluksiot, kéayttden vain algebrallista analyysid ja
aarellisid suureita.
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Lagrange olisi voinut kirjoittaa neutraalisti sans infi-
niment petits (ilman infinitesimaaleja), mutta hén kir-
joitti dégagés de toute considération d’infiniment petits,
minké lukija helposti tulkitsee niin, ettd infinitesimaa-
lit on tarpeettomina ja drsyttaviné heitetty roskikseen.

Fluksio oli Newtonin kiyttdmé& termi. Algebrallisella
analyysilld Lagrange tarkoitti potenssisarjoja; jos f on
analyyttinen funktio, niin se voidaan kirjoittaa potens-
sisarjana, joten

oo (oo}

(k)
f(:l?) _ chl‘k _ Z / k|(0) 2k

k=0 k=0

Derivaatat siis maédrittyvit potenssisarjan kertoimien
avulla. Téstd kirjasta on muuten perdisin sana deri-
vaatta, ja merkintd f’, f” jne derivaatoille. Lagrange
kirjoitti, ettd f’ on premiére fonction dérivée, siis en-
simméinen johdettu funktio [8, s. 19].! Funktio f itse
oli fonction primitive eli alkuperiinen funktio.?

Lagrangen kirja siis hylkési tdysin perinteisen infinite-
simaalianalyysin, ja hdnen kirjaansa ainakin suurelta
osin voidaan pitdéd péatevinad myos nykynakokulmasta.
Luonnollisesti ongelmana oli, ettd piti rajoittua ana-
lyyttisiin funktioihin, joten tdmén jilkeen kesti vield
pitkddn ennen kuin péadyttiin moderniin derivaatan
médritelméan.

Olemassaolo?

Skeptinen lukija saattaa ehké ihmetelld, ettd onko tosi-
pienid ja tosi-isoja lukuja ”oikeasti” olemassa, vai onko
jossain piilossa jokin ristiriita. Yleensdkin matemaat-
tisten olioitten olemassaolo on hankala kysymys, eika
sithen ole yleisesti hyviksyttyéd vastausta. Samoin voi-
si kysyéa, onko tavallisia reaalilukuja olemassa, ja mita
talla olemassaololla tarkoitetaan.

Normaalisti reaaliluvut luodaan joko Dedekindin leik-
kausten tai Cauchy-jonojen avulla rationaaliluvuista.
Molemmissa tapauksissa tarvitaan darettomia joukko-
ja. Adrettomien joukkojen olemassaolo puolestaan on
tavallisen joukko-opin aksiooma. Mutta jos asetettai-
siin aksioomaksi saunatonttujen olemassaolo, niin luu-
lisin, etté aika harva pitéisi tata todisteena saunatont-
tujen olemassaolosta. Tosin saunatontut ovat ideana
olemassa: monet ihmiset ovat kuulleet niistd, kuten
reaaliluvuistakin. Reaalilukujen ja saunatonttujen ole-
massaolo on siis varsin samankaltaista.

Joka tapauksessa matematiikassa on tapana sivuuttaa
olemassaoloon liittyvit ongelmat, ja aksioomasystee-
meiltd vaaditaan ”vain”, ettd ne ovat ristiriidattomia.

Tunnetusti Godel sitten osoitti, ettd aksioomasystee-
min sisdlla ei voida todistaa ristiriidattomuutta. Voi-
daan kuitenkin vertailla eri systeemejé, ja onkin voi-
tu osoittaa, ettd jos Nelsonin systeemissd on ristiriita,
niin silloin on ristiriita my6s tavallisessa joukko-opissa.
Tosi-isojen ja tosipienten lukujen kaytté on siis yhtéa
“turvallista” kuin tavallisten reaalilukujen kéytto.

Geometria

Katsotaan sitten pieni geometrinen esimerkki. Siini
tarvitaan seuraavaa aputulosta.

Lemma 1. Olkoon « tosipieni; talloin

sin(a) ~ tan(a) ~ a,

cos(a) ~ 1.

Todistus. Metalauseen mukaan trigonometriset funk-
tiot ovat analyyttisié, joten tulos saadaan potenssisar-
jojen avulla. <

Maaritellddn luku 7 siten, ettd 27 radiaania on koko
kierros.

Lause 3. Piirretidn r-sdteisen ympyran sisdan sddn-
néllinen n-kulmio. Olkoon L monikulmion reunan pi-
tuus ja A sen pinta-ala. Jos n on tosi-iso, niin

st(L) =2mr ja st(A) =mr?

Todistus. Monikulmion reuna koostuu janoista, joitten
pituus on h, joten reunan pituus on L = nh. Edelleen
monikulmio koostuu tasasivuisista kolmioista K, joit-
ten keskuskulma on o = 27 /n.

Pienten laskujen jélkeen saadaan

4drrsin(a/2
L =nh =2rnsin(a/2) = M
@
Kun n on tosi-iso, niin «a on tosipieni, joten ylla olevan

Lemman perusteella saadaan
L~2mr = st(L) = 27r.

Olkoon b = r cos(«/2) kolmion K}, korkeus, joten Kj:n
pinta-ala on Ay, = 2 bh. Tésté saadaan

-2
A=nd, = %bh = nr?sin(a/2) cos(a/2)
_ nr?sin(e)  wr?sin(a)
B 2 B Q ’

Jalleen adskeisen Lemman avulla saadaan

A~mr? = st(A)zm“Q.

I Finanssimarkkinoilla kuitenkin puhutaan johdannaisista eiké derivaatoista, vaikka kyseessd on sama sana.

2Tamén takia ranskaksi méasdraaméaton integraali on primitive, adjektiivi on muutettu substantiiviksi.
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Epédstandardin analyysin puitteissa voitaisiin siis sa-
noa, ettd ympyra on n-kulmio, missi n on tosi-iso. Mie-
lenkiintoisesti Johann Bernoulli ja L’Hospital ajatteli-
vat tdsmaélleen ndin. Heidan toinen perusoletuksensa oli
[2, s. 2-3]:

(02) On demande qu’une ligne courbe puisse étre con-
siderée comme assemblage d’une infinité de lignes
droites, chacune infiniment petite.

Kayré voidaan ajatella koostuvaksi janoista, joit-
ten pituus on tosipieni.

Muistetaan, ettd pituuden ja pinta-alan laskeminen
on oikeastaan integrointia, joten &skeinen lause voi-
daan tulkita erditten integraalien laskemiseksi &déarel-
listen summien avulla. Oletetaan jatkossa useimmiten,
ettd lausekkeissa esiintyvét funktiot ovat tavallisia.

Maaritelma 3. Funktio f: R — R on tavallinen, jos
sen madrittelyssd ei esiinny mdadritelmissd 1 ja 2 olevia
kdsitteitd tai nditten johdoksia. <
Olkoon nyt f:[0,1] — R jokin tavallinen funktio ja
asetetaan

[ s@ac=s(Erem). )
0 k=1

missé n on tosi-iso. Yhtédlon vasenta puolta on tapana
sanoa méaaratyksi integraaliksi, ja yhtélon oikea puoli
kertoo, mitd tuolla hassulla merkinnalld tarkoitetaan.
Otetaan esimerkiksi f(z) = z3; tilloin

1< 1 <5
= fln)=— > K.
k=1 k=1
Tunnetusti

ik?, ~ n?(n+1)>
= —
k=1
mikd tulos 16ytyy Jacob Bernoullin kirjasta vuodelta
1713 [1]. Siispa

1
11 1y 1

3
dv=st(;+—+—5)=7
/Ox vt T ae) T

d, osa 0

Siirrytdén sitten lopulta derivointiin, differensseihin ja
differentiaaleihin. Jéatin tdmén viimeiseksi, koska se on
niin hankala; ongelmana on, ettd kirjaimella d on ai-
van lilan monta merkitysta, kun lasketaan mukaan se-
k& vanhat ettd uudet merkitykset. Kuten ylla olevista
esimerkeistd on kdynyt ilmi, niin jos puhutaan tosipie-
nista luvuista, niin voidaan sanoa esimerkiksi, etté jos
a kohtuullinen ja h tosipieni, niin a + h ~ a. Perin-
teisesti tosipienistd luvuista kuitenkin aina kéytettiin
merkintdéd dzx ja kirjoitettiin « + dz. Miksi d?

Tarkastellaan tasoa, jossa on koordinaatit (x,y), ja ol-
koon y = f(z) jokin kdyrd. Muistetaan, ettd kirja [2]
analysoi nimenomaan tasokdyrien ominaisuuksia. M&éa-
ritellddn nyt

dy =df = f(z +dx) — f(x).

Téassd d tulee sanasta differenssi; siis merkinnéssa dx
ajatellaan, ettd lukuun x lisdtddn jokin tosipieni lu-
ku dz, mutta merkinnéssa df ajatellaan, ettd d operoi
funktioon f.

Ajatuksena on siis, ettd jos dr on tosipieni, niin myos
dy on tosipieni. Mutta misté tiedetdén, ettd dy on to-
sipieni? Itse asiassa téssd kdytetddn funktion f jatku-
vuutta.

Lause 4. Olkoon f: R — R tavallinen funktio. Seu-
raavat vditteet ovat ekvivalentteja.

(i) f on jatkuva pisteessd a.

(i) f(a+h) ~ f(a) kaikilla h ~ 0. e

1700-luvulla jatkuvuutta ei tietenkadédn oltu maééritelty,
vaan tavallaan automaattisesti ajateltiin, ettd ne funk-
tiot, joita tarkastellaan, toteuttavat tuon ehdon. Ehké-
pé siis hiukan yllattavasti tdmé vastasi tdysin nykyisté
jatkuvuuden késitetta.

Olettaen, ettd f on jatkuva, lasketaan kéyrille y =
f(z) tangentti oletuksen (02) avulla [2, s. 11]. Tarkas-
tellaan pisteitd (a,b) ja (a + da,b + db). Suora, joka
kulkee néitten pisteitten kautta, on
db

y—b=""(r—a) @
Jos nyt b = f(a), niin moderni lukijakin tunnistaa he-
ti, ettd saatiin oikea vastaus, koska vieldkin saatetaan
kirjoittaa db/da = f'(a). Mutta nyt siis

b flatda)— fa)
da da '

Koska oletettiin, ettd f on jatkuva, niin oikealla puo-
lella on kahden tosipienen luvun suhde. Mutta tdmén
suhteen ei pitéisi oleellisesti riippua valitusta da:sta,
jotta derivaatta olisi hyvin maééritelty. Voidaan osoit-
taa:

Lause 5. Olkoon f: R — R tavallinen funktio. Seu-
raavat vditteet ovat ekvivalentteja.

(i) [ on derivoituva pisteessd a.

(it) On olemassa jokin tavallinen reaaliluku q siten,
ettd L
NHEDEIO
h
kaikilla h ~ 0.

Jos vdite (i) pdtee, niin kirjoitetaan f'(a) = q. *
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Olkoon esimerkiksi y = f(z) = 23, jolloin
flat+h)—fla) (a+h)?—d’
h B h
= 3a” + 3ah + h2.

Siispa
f(a) = st(3a2 + 3ah + h2) = 3d?,

jos h >~ 0. Jos siis oletetaan, ettd f on derivoituva, niin
yleisesti ottaen st(db/da) = f'(a), joten yhtélostd (3)
saadaan

y—b f'(a)(x —a)

ja tangentiksi saatiin (ainakin melkein) se mitd pitda-
kin. Lagrange kommentoi t4té laskua néin [8, s. 3]:

En regardant une courbe comme un polygone d’un
nombre infini de c¢6tés chacun infiniment petit, et
dont le prolongement est la tangente de la cour-
be, il est clair qu’on fait une supposition erronée;
mais l'erreur se trouve corrigée dans le calcul par
I’omission qu’on y fait des quantités infiniment pe-
tites.

Jos ajattelee, ettéd kiyra koostuu tosipienista janois-
ta, joitten jatkeena saadaan tangentit, niin on sel-
vad, ettd tdmé oletus on virheellinen; mutta virhe
korjaantuu, kun laskun kuluessa jatetdan huomiotta
tosipienia suureita.

Lagrange on téssid aivan oikeassa: dsken “tarpeetto-
mista” tosipienistd suureista pééstiin eroon ottamalla
standardiosa. Tietenkin ennen vanhaan kéasitettd stan-
dardiosa ei ollut, ja huolettomasti jatettiin sopivia ter-
mejd huomiotta. Mysteeriksi jéi, etté jos lahdetdan liik-
keelle "vaaristd” oletuksista, niin miten ja miksi aina
kuitenkin virheet korjaantuvat? Vai korjaantuvatko ne
aina? Kuten Lagrange sanoo:

11 serait peut-étre difficile de donner une démonstra-
tion générale.
Olisi ehka vaikeaa todistaa tamé yleisesti.

Ei siis ihme, ettd Lagrange kirjansa johdannossa ot-

ti esille, ettd differentiaalilaskentaa on hyvin vaikeaa
opettaa aloittelijoille (commengans).

Lasketaan vield sinin ja arkussinin derivaatta Eulerin
tapaan. Olkoon y = sin(z), jolloin

dy _ sin(z + dz) — sin(x)

dz dx
_ sin(x) cos(dx) + cos(z) sin(dz) — sin(x)
dz
o sin(z) + cos(z) sin(dzx) — sin(x) ~ cos(x),

dzx

missé ~ seuraa Lemmasta 1, kun dz on tosipieni. Euler
laski juuri ndin, vaikka tietysti han kaytti yhtadsuuruus-
merkkié, eikd symbolia ~. Samoin hén vetosi potenssi-
sarjoihin, eli kdytannossd Lemmaan 1, kun hén perus-
teli siirtymisté toiselta rivilta kolmannelle ylla olevassa
kaavassa.

Jos y = sin(z), niin x = arcsin(y), joten kiyttamalla
sitd, ettd dy/dx ~ cos(x), saadaan

dx 1
dy

cos(z)
1 1

V1 —sin?(z) N V1—y?

Yleisesti ottaen Eulerin laskut antavat tuttuja tulok-
sia, vaikka ne nykyédén perustellaan toisin. Mutta epé-
standardin analyysin puitteissa Eulerin laskut (ainakin
useimmiten) ovat tdysin oikein, jos yhtdsuuruusmerkin
tilalle tietyissd kohdissa laitetaan joko ~ tai ~, ja li-
siksi sopivissa paikoissa otetaan lausekkeesta standar-
diosa.

HARJOITUSTEHTAVA 2 Valitse muutama Eulerin las-
ku ja laita yhtdsuuruusmerkin tilalle oikeissa kohdissa
joko ~ tai ~. ¥

d, osa 1

Asken jo nihtiin, ettd d voidaan tulkita operaattoriksi:
jos f on funktio, niin

df = f(x+h) = f(x),

missd h ~ 0. Selvisti tdmé on lineaarinen; jos g on
jokin toinen funktio, niin

d(af+bg) =adf +bdg,

missé a ja b ovat vakioita. Enta tulo? Nyt voidaan las-
kea

d(fg) = f(z+h)g(x+h) — f(x)g(x)
= f(z+h)g(z +h) = f(z + h)g(z)+
flx+h)g(z) — f(z)g(x)

~ fdg+ gdf.

Kun nyt merkitddn v = fg, niin Lauseen 5 perusteella
saadaan, ettéd

u=fg+gf,
jos f ja g ovat derivoituvia, joten paadyttiin tuttuun
tulon derivointisddntoon, jota myos Leibnizin sédnnok-

si sanotaan. Vastaavasti voidaan sitten méaéritellé osit-
taisderivaattoja, jos f on monen muuttujan funktio.
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HARJOITUSTEHTAVA 3 Olkoon f ja g jatkuvia funk-
tioita. Osoita, etté

d(g) N gdfg—Qfdg.

d, osa 2

Jotta sekaannus olisi mahdollisimman suuri, niin mo-
dernissa differentiaaligeometriassa kaytetddn samoja
symboleja ( d, dz, df jne) kuin 1700-luvulla, niille on
vain annettu uusi merkitys. Differentiaaligeometrias-
sa kédytettiin vanhaa terminologiaa (tosipieni jne) pal-
jon kauemmin kuin analyysin puolella. Syy oli se, et-
td ongelmana oli tiettyjen késitteitten méaarittely, eika
tdmé ratkennut silld, ettd derivaatat méariteltiin e-6-
menetelmélla. Spivak selittdd asian niin [14, s. 111]:

Once this realization came, it was only a matter of
making new definitions, which preserved the old no-
tation, and waiting for everybody to catch up. In
short, all classical notions involving infinitely small
quantities became functions on tangent vectors, like
df , except for quotients of infinitely small quantities,
which became tangent vectors, like dc/dt.

"This realization” tarkoittaa sitd, ettd ymmaérrettiin,
miten tietyt késitteet on syytd méaritelld. Spivak ei
kerro, kuinka pitkdén piti odottaa, mutta ehkédpa yh-
den matemaatikkosukupolven piti vaihtua ennen kuin
kaikki olivat tilanteen tasalla (catch up).

Jos siis g: [0,1] — R ja f: R? — R on (v,y) tasos-
sa madritelty funktio, niin nykyédén voidaan kirjoittaa

esimerkiksi
1
[ staraa.
0

of of
df = % dz + oy dy.

Nyt symbolit dx, dy ja df ovat kovektoreita, siis line-
aarikuvauksia, jotka operoivat (tangentti)vektoreihin.
Kovektorit ovat toiselta nimeltd differentiaali ykkos-
muotoja (differential one form), ja ylipddtdén differen-
tiaalimuodot ovat objekteja, joita voi integroida. Lisak-
si kuvaus d: f — df on ulkoderivaatta (exterior deriva-
tive). Joka tapauksessa tdmé on johtanut siihen, ettd
opetuksessa kaytetddn merkintojd, joitten merkitysta
ei oikeasti selitetd; differentiaaligeometriaahan opete-
taan vasta yliopiston jatkokursseilla. Minulle on epé-
selvdd miten lukion opettajat nykyaédn selittdavit sym-
bolia dz integroinnin yhteydessd, tai onko ylipdatdan
olemassa jotain 7virallista” selitystd tdhin kaytantoon.
Voidaan siis todeta Lagrangen tapaan, etta differenti-
aalilaskennan opettaminen on edelleen vaikeaa.

Differentiaaligeometriaan voi perehtyéa esimerkiksi kir-
jan [7] avulla. Kirjan otsikko on ehké haméaavisti Vec-
tor analysis, mutta tdma viittaa siihen, etta ldhdetdan

liikkeelle siité, ettd huolellisesti méaritelldéan, mité ovat
(tangentti)vektorit, ko(tangentti)vektorit, ja mité eroa
néilla on.

Mekaniikassa saatetaan edelleen kéyttad vanhoja ter-
mejéa; esimerkiksi voidaan edelleen puhua infinitesimaa-
lisesta siirtymésta (infinitesimal displacement), vaikka
kaiketi nykyddn enemmén kuitenkin kidytetddn termia
virtuaalinen siirtymé (virtual displacement). Joka ta-
pauksessa talla ei ole mitdan tekemistd epéstandardin
analyysin tai infinitesimaalien kanssa, vaan kyseessé on
konfiguraatioavaruuden tangenttivektori. Naille vekto-
reille saatetaan myos kayttad merkintoja dzx tai dz, mi-
ké tietysti sekoittaa asioita liséa.

Askelfunktio

Edelld on ollut puhetta tavallisista funktioista, joten
annetaan vield esimerkki funktiosta, joka ei ole tavalli-
nen. Olkoon

1 1
H(x)= - arctan(z/h) + 2

missd h on tosipieni ja positiivinen. Jos x on kohtuulli-
nen ja positiivinen, niin H(z) ~ 1, ja jos  on kohtuul-
linen ja negatiivinen, niin H(z) ~ 0. Metalauseen mu-
kaan H on analyyttinen; voitaisiin siis sanoa, ettd H on
“analyyttinen askelfunktio”. Koska H on analyyttinen,
niin kaikki derivaatat ovat olemassa, ja on tapana sa-
noa, ettid H' = § on Diracin delta. TAméi avaa uudenlai-
sia mahdollisuuksia tutkia funktioita, jotka eivit taval-
lisessa mielessé ole derivoituvia. Perinteinen tapa kési-
telld tdtd on Schwartzin distribuutioteoria [13]. Huo-
maa esimerkiksi, ettd §2 on hyvin mééritelty, koska &
on analyyttinen funktio, kun taas §2 ei ole méadritelty
distribuutioteoriassa.

Lopuksi

Kirjan [2] esipuheessa L'Hospital tarkastelee matema-
tiikan historiaa; ajanjaksoa antiikin ajasta Descartesiin
hén arvioi néin:

On ne sgauroit assés s’étonner [...] que par une ad-
miration presque superstitieuse pour leur ouvrages,
ils se soient contentés de les lire & de les commenter,
[...] sans oser commettre le crime de penser quelques
fois par eux-mémes. |...] Les livres se multiplioient,
& cependant rien n’avangoit.

Ei voi kuin ihmetelld [...] miten ldhes taikauskoi-
nen ihailu antiikin matemaatikoita kohtaan aiheutti
sen, ettd vanhoja toita luettiin ja kommentoitiin,]...]
mutta kukaan ei uskaltanut tehd& sellaista rikosta,
ettd olisi edes joskus ajatellut ihan itsendisesti. [...]
Kirjoja kirjoitettiin, mutta mikaén ei edistynyt.



Solmu 1/2025

23

Kuten tésta lainauksesta voi pédételld, niin L’Hospital
oli taysin vakuuttunut siitd, ettd lopulta yli 1500 vuo-
den pysdhtyneisyyden ajan jéalkeen differentiaalilasken-
ta aiheuttaa suuren mullistuksen matematiikassa. Téas-
sdhén han oli aivan oikeassa. Esipuhe paattyy seuraa-
vasti:

Les deux suppositions que j’ai faites au commence-
ment de ce Traité [...] me paroissent si évidentes,
que je ne croy pas qu’elles puissent laisser aucun
doute dans l'esprit de Lecteurs attentifs. Je les au-
rois méme pi démontrer facilement a la maniére des
Anciens.

Kaksi oletusta [oletukset (O1) ja (02)], joihin tdmé&
teos perustuu, ovat mielesténi niin selkeité, etten us-
ko, ettd tarkkaavaiselle lukijalle jaa mitdan epéailyk-
sid niitten suhteen. Olisin voinut jopa helposti todis-
taa ne vanhaan tapaan.

Téssé taas L’Hospital on niin viarassa, ettd koko kap-
pale kuulostaa vitsilta. Lisdksi on tdysin epéselvia, mi-
td L’Hospital tarkoitti todistamisella vanhaan tapaan
tassad yhteydessa.

Epéstandardia analyysié ei kiyteta kovin laajasti, vaan
se on jadnyt varsin pienen piirin harrastukseksi. Kui-
tenkin voisi sanoa, ettéd esimerkiksi lauseen 4 jatkuvuu-
den karakterisointi on intuitiivisesti selkeampi kuin pe-
rinteinen e-6-méaéritelmé. Periaatteessa epastandardia
analyysié voisi siis kdyttda myos differentiaalilaskennan
perusopetuksessa; néin ei ole kdiynyt, mutta ehkapé jos-
kus tulevaisuudessa tilanne voi muuttua.
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