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Solmu 3/2024

Solmun 2/2024 tehtavien ratkaisut

1. Frans jakoi suorakulmion yhdekséksi nelioksi. Han
havaitsi, ettsi yhden nelién pinta-ala on 64 cm?, kahden
nelién pinta-ala on 16 cm? ja muiden nelididen pinta-
ala on 4 cm?. Miki oli alkuperéisen suorakulmion piiri?

Ratkaisu. Alkuperiisen suorakulmion pinta-ala on yhté
suuri kuin nelididen yhteispinta-ala, joka on

64+2-16+6-4 =120 (cm?).

Nelididen sivujen pituudet ovat 8, 4 ja 2 senttimetrié.
Koska neliiden sivujen pituudet ovat parillisia lukuja,
niin myo6s suorakulmion sivujen pituudet ovat parilli-
sia lukuja. Luku 120 voidaan esittda kahden parillisen
luvun tulona neljélla eri tavalla:

120=2-60=4-30=6-20=10-12.

Naista vain viimeinen tulo 10-12 on mahdollinen, koska
suurimman nelion sivujen pituudet ovat 8 cm ja néin
ollen suorakulmion molempien sivujen pituuksien on
oltava vihintdén 8 cm. Suorakulmio, jonka sivujen pi-
tuudet ovat 10 cm ja 12 cm, voidaan jakaa vaadituiksi
neliGiksi kuten alla olevassa kuvassa on esitetty.

Néin ollen suorakulmion piiri on

2-(10 cm + 12 ¢cm) = 44 cm.

2. Piirretdén pieni tasasivuinen kolmio ja ympéaroidadn
se yhdella kerroksella samanlaisia pienia kolmioita niin,
ettd saadaan suurempi tasasivuinen kolmio alla olevan
kuvan mukaisesti. Ympéaroiddan sitten saatu suurem-
pi tasasivuinen kolmio vastaavasti yhdelld kerroksella
pienié kolmioita, jolloin saadaan viela suurempi tasasi-
vuinen kolmio (katso kuva), ja niin edelleen.

A

(a) Kuinka monta pientd kolmiota kolmannessa kol-
miossa on? (Kolmas kolmio on kuvassa oikealla.)

(b) Kuinka monta pientd kolmiota kahdennessakym-
menennessé kolmiossa on?

(¢) Kuinka monta pientd kolmiota n. kolmiossa on?

Ratkaisu. Saadun suuremman kolmion sivun pituus
kasvaa jokaisella askeleella 1 4+ 2 = 3 pituusyksikkod
edellisestd kolmiosta (katso kuva).

(a) Kolmannen kolmion sivun pituus on niin ollen
142-3 =7, jonka voi tarkistaa kuvasta. Tdmé& on myds
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pikkukolmiorivien lukumééré isossa kolmiossa. Alim-
malla rivilld on 7+ 6 = 13 pikkukolmiota, toisella rivil-
14 on 6 + 5 = 11 pikkukolmiota, kolmannella rivilla on
5+4 = 9 pikkukolmiota, neljannelld rivilli on 4+3 =7
pikkukolmiota, viidennell4 rivilld on 342 = 5 pikkukol-
miota, kuudennella rivilld on 2 + 1 = 3 pikkukolmio-
ta ja ylimmalld seitseménnelld rivilld on 1 pikkukol-
mio. Néin ollen kolmiossa on pikkukolmioita yhteensa
134+114+9+74+54+3+1=49.

(b) Kahdennenkymmenennen kolmion sivun pituus on
1419-3 = 58. Kohdan (a) ratkaisun ideaa seuraten ha-
vaitaan, ettd alimmalla rivilla on 58 4+ 57 = 115 pikku-
kolmiota, toisella rivilld on 57 + 56 = 113 pikkukolmio-
ta, jne. Isossa kolmiossa on néin ollen pikkukolmioita
yhteensa

58
143+ 4+115=) (2k—1) =
k=1

B8(L+115) _ 00

(c) Seuraten kohtien (a) ja (b) ratkaisuja saadaan, etté
n. kolmion sivun pituus on 1+ (n — 1) -3 = 3n — 2,
joka on myo6s pikkukolmiorivien lukuméérd. Alimmalla
rivilld on (3n—2)+(3n—2—1) = 6n—>5 pikkukolmiota,
toisella rivilld on 3n —2—-1)+3n—2—-2) =6n—7
pikkukolmiota, jne. Isossa kolmiossa on niin ollen pik-
kukolmioita yhteensé

14+34+54---4+(6n—"7)+ (6n—>5)

3n—2
_ Z _ (3n—2)(6n —4)

= (3n-2)%

3. Kimin piti ratkaista epayhtalo

4
xr — 2

> 5,

mutta hén korvasi luvun 5 vahingossa toisella positiivi-
sella kokonaisluvulla. Han ratkaisi muuttuneen epéyh-
tdlon oikein ja sai ratkaisuksi 2 < z < 4. Milla positii-
visella kokonaisluvulla hin oli korvannut epayhtélossa
luvun 57

Ratkaisu. Kun epayhtélossd luku 5 korvataan positiivi-
sella kokonaisluvulla n, niin

>n>0,
r— 2 "

joten z — 2 > 0. Néin ollen kertomalla epayhtéld puo-
littain luvulla z — 2 saadaan 4 > nx — 2n, joten

44 2n
>x
n
Tésta seuraa, etta
442
+2n _ 4,

koska epayhtélon ratkaisu on 2 < x < 4. Saadaan yh-
talo 4n = 4 4 2n, joten n = 2. Epayhtalon
4

> 2
xr — 2

ratkaisu on 2 < x < 4.

4. Jaetaan positiivinen kokonaisluku n jokaisella lukua
n pienemmalld positiivisella kokonaisluvulla ja merki-
taan f(n):1la saatujen jakojaénnosten summaa. Esi-
merkiksi jaettaessa luku n = 5 luvuilla 1, 2, 3 ja
4 saadaan jakojddnnokset 0, 1, 2 ja 1, joten f(5) =
0+ 1+ 2+ 1 = 4. Ratkaise yhtalo f(n) =n.

Ratkaisu. Havaitaan heti aluksi, ettd kun luku n jae-
taan sen puolikasta suuremmilla luvuilla, niin jakojaan-
nos ei ole 0.

Tarkastellaan ensin tapausta n on parillinen. Tall6in
n = 2k, missd k € N. Jaettaessa n luvuilla k£ + 1,

k+2,..., n— 1 saadaan jakojaannoksiksi luvut k& — 1,
k—2,...,1, joiden summa on
k-1D+k-2)4+---+1= @
Télle summalle pétee
M >n =2k << M > 0,

2 2

kun k£ > 5. Niin ollen yhtalolld f(n) = n = 2k ei ole
ratkaisua, kun n > 10.

Tarkastellaan sitten tapausta n on pariton. Talldin
n = 2k 4+ 1, missé k € N. Jaettaessa n luvuilla k£ + 1,
k+2,..., n—1saadaan jakojadnnoksiksi luvut k, k—1,
k—2,...,1, joiden summa on

k(k + 1)

ket (k=1 +(k=2)+ +1= =0

Télle summalle pétee

@mmbn:zkﬂ
(k1
(k )2(k+ )>07

kun k& > 4. Néin ollen yhtdlolld f(n) =n =2k + 1 el
ole ratkaisua, kun n > 9.

Tarkastelun perusteella yhtalolld f(n) = n el ole rat-
kaisua, kun n > 10, joten lasketaan f(n):n arvot, kun
n=1,2,...,10. Saadaan seuraava taulukko:

n |1]2[3[4[5[6]7[8] 9 [10
fy[ojo[1 14388 |12]13

Taulukosta havaitaan, ettd yhtdlon f(n) = n ainoa rat-
kaisu on n = 8.

5. Alypuhelimella pankkisovellukseen kirjautuminen
vaatii nelinumeroisen PIN-koodin. Turvallisuussyista
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numerot ilmestyvat eri kirjautumiskerroilla satunnai-
sesti puhelimen néytolle kohtiin, jotka nidkyvit alla ole-
vassa kuvassa. Jokaisen numeroiden 0-9 erilaisen sijoit-
telun todennékoisyys on sama. Alla olevassa kuvassa on
esitetty yksi mahdollinen numeroiden sijoittelu. Kun
PIN-koodi siséltdd neljé eri numeroa, niin mik4 on to-
denn#koisyys, ettd kahdella perdkkaiselld kirjautumis-
kerralla kiyttéaja jattdd sormenjalkensd samoihin koh-
tiin puhelimen naytolla?

6

[y
I

\]
W 0 ot
S

Ratkaisu. PIN-koodin luvut ovat eri lukuja ja ne voi-
vat sijoittua mihin tahansa kohtaan puhelimen néytolla
olevista paikoista. Néin ollen erilaisia mahdollisia luku-
jen sijoitteluja on 10! = 3628 800. Kun PIN-koodi sy6-
tetddn ensimmaéisen kerran, niin néytolla olevista pai-
koista madradytyvit ne nelja kohtaa, joihin toisella kir-
jautumiskerralla PIN-koodin numeroiden pitdé sijoit-
tua. Erilaisia mahdollisuuksia PIN-koodin neljan nu-
meron sijoittumiselle on 4! = 24. Loput kuusi numeroa
voivat sijoittua naytolld jaljella oleviin kuuteen paik-
kaan 6! = 720 eri tavalla. Koska PIN-koodin neljén ja
muiden kuuden luvun sijoittumiset ovat toisistaan riip-
pumattomia, niin suotuisien tapausten lukuméaérd on
24 - 720 = 17280. Néin ollen kysytty todenn&koisyys

on 17280 1
3628800 210 - 00476

6. Erdan reaaliluvun ja sen kdanteisluvun summan ne-
1i6 on 5.

(a) Madrita kyseisen reaaliluvun nelién ja nelion kidan-
teisluvun summa ratkaisematta itse reaalilukua.
(b) Maarita kyseisen reaaliluvun kuution ja kuution

kaanteisluvun summa ratkaisematta itse reaalilu-
kua.

Ratkaisu. Merkitddn kyseistd reaalilukua x:114. Tar-
kistetaan ensin, ettd luku z on olemassa. Ehdosta

(w + %)2 = 5 seuraa, etta
1 . 1
t+=-=+5 tai z+=-=—5.
T x

Néin ollen
z? — \/590 +1=0

tai
acz—l—\/gac—i—1:07

joilla molemmilla on reaalisia ratkaisuja, koska kum-
mankin toisen asteen yhtéalon diskriminantti D = 5 —
4 =1 on positiivinen.
(a) Koska
2
1 1 1 1
(a:+) =’ +2-z-—+ 5 =2"+2+ — =5,

x x oz x

niin
2

1
X

(b) Koska kohdan (a) perusteella

w2+7:3,
niin
1 1
<x+>~3—(:17+) <x2+2>
x x
3 1
="+ -—Z+T+ =

Tésta seuraa, etta

1 3 1
T+ — |- 2=a"+ =,
x x

joten

1 1
x3+—3:2\/5 tai m3+—3:—2\/5.
X X

7. Annalla, Laurilla ja Tiinalla on jokaisella rahaa omal-
la pankkitililla&in enemmén kuin 100 euroa. Laurilla on
rahaa 35 prosenttia siitd mitd Annalla on ja Tiinalla on
rahaa 12/7 siitd mitd Laurilla on. Kuinka paljon Annal-
la, Laurilla ja Tiinalla on yhteensa rahaa, kun Tiinalla
on 1011 euroa enemmén kuin Laurilla?

Ratkaisu. Merkitdan Annan rahamaéraéd x, Laurin ra-
hamaarad y ja Tiinan raham&ardd z, jotka ovat kaikki
suurempia kuin 100. Laurin ja Tiinan rahoja koskevien
ehtojen perusteella
12 .
z = 7y ja z=1011 4y,
joten
12

Tésta saadaan, etta
7
y=1011- 5= 1415,40

ja edelleen z = 1011,00 + 1415,40 = 2426,40. Laurin
ja Annan rahoja koskevan ehdon perusteella

0,35 =y = 1415,40,

joten
_ 1415,40

— 27 4044,00.
05 044,00
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Néin ollen kaikkien kolmen rahojen yhteism&ard on
4044,00 4+ 1415,40 + 2426,40 = 7 885,80 euroa.

8. Mika on suurin mahdollinen sivujen lukumaééra kon-
veksissa monikulmiossa, jossa on tésmélleen kolme
tylppda kulmaa? Anna esimerkki téllaisesta monikul-
miosta. Monikulmio on konveksi, jos minkd tahansa
kahden reunapisteen vélinen jana on kokonaan moni-
kulmion sisdlld. Kulma on tylppé, jos se on suurempi
kuin 90° ja pienempi kuin 180°. Vastaavasti kulma on
terdvé, jos se on pienempi kuin 90°.

Ratkaisu. Tiedetdan, ettd konveksin n-kulmion sisédkul-
mien summa on (n — 2) - 180°. Tehtévéssd vaadittu-
jen kolmen tylpdn kulman summa on enemmén kuin
3-90° = 270°, mutta vihemmé&n kuin 3 - 180° = 540°.
Koska n-kulmion loput n — 3 kulmaa eivét ole tylppié,
niin ne ovat enintdédn 90°. Né&in ollen

(n—2)-180° < 3-180° + (n — 3) - 90°,

joten 2(n —2) <n—34+6 =n+ 3, siis n < 7. Vaa-
ditunlaisen konveksin monikulmion suurin kulmien ja
ndin ollen myds sivujen lukumaéérd on téten 6.

Alla on esimerkki yhdesté téllaisesta konveksista kuusi-
kulmiosta, jonka kolme kulmaa ovat 90° ja kolme tylp-
pad kulmaa ovat 150°.

|

9. Suorakulmaisen kolmion muotoisen purjeen ylédosas-
sa on vaaleanharmaa merkki, joka kertoo veneluokan.
Alla olevassa kuvassa MA + AC = CB + BM. Jos
BM =7m ja CB =5 m, niin mikd on harmaan mer-
kin yldpuolelle jadvan kolmion korkeus?

Ratkaisu. Pythagoraan lauseen perusteella AB? +
CB? = AC?, joten (MA + 7)% + 5% = AC?. Toi-
saalta AC = (CB + BM) — MA = 12 — M A, joten
ensimmiisestii yhtilosti saadaan (MA + 7)2 + 52 =
(12 — M A)2. Niin ollen MA? + 14MA + 49 + 25 =
144 — 24M A + M A2, josta saadaan 38MA = 70 ja
edelleen M A =70/38 ~ 1,84 m.

H

B C

10. Jussi sai joululahjaksi robotin, jonka toimintaa hian
kokeilee nelionmuotoisella matolla. Nelion sivujen pi-
tuudet ovat 4 metriéd ja sen kulmat ovat jarjestyksessa
A, B, C ja D. Nelion sisélld olevan pisteen P etéisyys
sivuista AB ja BC on tasan 1 metri. Robotti lahtee
liikkkeelle pisteestd P ja kulkee 2 metrié suoraan satun-
naiseen suuntaan pysahtyen paikalleen. Miké on toden-
nékoisyys, ettd robotti padtyy ulos matolta?

Ratkaisu. Piirretaan tilanteesta kuva:

D 4 C
4 20 o9, |4
2 Pl [
: < 1
\\ ,,’,2 1
]
A 4 B

Jos robotti pysahtyy pisteestd P kahden metrin pdahan
kuvassa katkoviivalla piirretylle ympyréankaarelle, niin
se pysyy matolla. Muihin suuntiin lahtiessddn robotti
paatyy ulos matolta. Lasketaan kuvassa a:lla merkit-
tyjen kulmien suuruus. Kulmille pitee cosa = 1/2, jo-
ten o = 60°. Néin ollen todennékdisyys, ettd robotti
padtyy ulos matolta, on

2-60°+90°  210° 7
360° 3600 12

~ 0,583.

Léhde: K6MaL
Kéaannos ja sovitus suomeksi: Mika Koskenoja
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