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Selitykset ja jarjestykset ratkaisuissa ja laskuissa

Padkirjoitus

Some leimahtelee aina toisinaan erilaisista matematiik-
kaan liittyvistd aiheista. Toisinaan ndmé péasevét jopa
isoihin sanomalehtiin. Somessa erés yleinen aihe on las-
kujarjestykseen liittyvat kysymykset. Viittaan talla siis
erilaisiin kuvakaappauksiin, joissa on annettu joku las-
ku, ja lisdksi mahdollisesti kommentti siitd, miten moni
ei osaa laskea laskua oikein. Laskujarjestyksen osaami-
nen on tarkedd. Se on erds kommunikointitapa siité,
miten lauseke pitda tulkita, ja se on vélttdméaton sille,
ettd lauseke on yksikéasitteinen ja etta lauseke tulkitaan
niin kuin haluamme sen tulkittavan. Ilman laskujarjes-
tysté voisi esimerkiksi ajatella, ettéd lauseke 5 — 3 - 4 pi-
tdd laskea vasemmalta oikealle, kuten Suomessa yleen-
sé kirjojakin luetaan. Talloin siis laskettaisiin ensin vé-
hennyslasku, sitten kertolasku. Tamaé ei kuitenkaan ole
vakiintuneiden tapojen mukainen.

Keskustelut laskujérjestyksestéd kuitenkin yleenséd &~
hinné héiritsevit minua. Silloin tuntuu siltd, ettd huo-
mio on mennyt pois matematiikasta ja sen kauneudes-
ta, ja tartutaan kiinni siihen, tulkitaanko lauseke sa-
moin tai oikein. Mahdollisesti yritetdén saada kiinni ne,
jotka tekevit virheen. Vaikka laskujérjestyksen osaami-
nen on oleellista, ei tdma liity matemaattisen osaami-
sen syvyyteen tai péadttelyketjujen loogisuuteen, vaan
vain siihen, onko jarjestys muistissa vai ei.

Alkeellisessa nelilaskimessa ei ole sisdénrakennettua
laskujérjestystd, vaan laskijan on jotenkin mietittavi,
mahdollisesti oman kirjanpidon avulla, miten lauseke
syOtetddn ja miten sitd kaytetdédn. Vastaavaa pohdin-
taa joutuu harrastamaan myos pinolaskinta kéyttées-
sé. Pinolaskin on perinteikds ohjelmoinnin harjoitus-

ty6. Se ei tunne sulkuja, mutta se laskee yhteen-, kerto-,
vahennys- ja jakolaskut kayttdjan haluamassa jéirjes-
tyksessd, kunhan kayttdja syottda luvut ja operaatiot
sopivaan pinoon, jota laskin vain voi lahted purkamaan
vasemmalta. Laskulauseke saattaa talloin ndyttda jos-
kus melko epéintuitiiviselta, silld kdyttdja joutuu miet-
tim&an nimenomaan sen, miten lauseke pitda kirjoit-
taa, jotta jarjestys on oikea.

Viime aikojen ehké eniten nadkyvyytta saanut kohu liit-
tyi sekin jarjestykseen. Kyse oli siité, ettéd lapsi oli kir-
joittanut tulontekijit eri jarjestykseen kuin oli ilmeises-
ti ajateltu, ja tésta oli vahennetty piste. Tehtévéssa siis
kysyttiin sitd, miten paljon rahaa jaa jiljelle, jos alun
perin on 140 euroa ja rahalla ostetaan 9 kappaletta 15
euron elokuvalippuja. Uutisoinnin perusteella odotettu
vastaus oli 140 — 9 - 15, eikd 140 — 15- 9.

Matemaattisesti nama kaksi asiaa ovat aivan sama. Ku-
ten monet kommentoijat ja monessa jutussa on todet-
tu, on ihan sama asia, ostetaanko 9 kappaletta 15 euron
elokuvalippuja vai 15 euron elokuvalippuja 9 kappalet-
ta. Olen myo6s ndhnyt ajatuksen siitd, ettd jalkimmaéi-
nen kirjoitusasu, siis 15 - 9 viittaisi siihen, ettd laskija
kuvittelisi ostavansa 15 kappaletta 9 euron elokuvalip-
puja. Tdmé& tuntuisi minusta kovin kummalliselta ja
kovin kaukaa haetulta tulkinnalta.

Néen itse tédssd kaksi erilaista ulottuvuutta. Toinen on
ratkaisujen selittdmisen suuntaan, toinen joustavuuden
suuntaan. Kumpikin néistd on merkittava asia, mutta
kumpikaan ei edisty silld, ettd vaaditaan tarkkoja kir-
joitusjérjestyksia asioille, vaan kummallekin tuotetaan
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hallaa.

Matemaattisessa joustavuudessa on yksinkertaistetus-
ti kyse siitd, ettd osataan erilaisia ratkaisustrategioi-
ta, ja valitaan tilanteeseen sopiva. Tama voi tarkoittaa
esimerkiksi sité, ettéd yhtélén 3 (z+ 2) +6 (v + 2) =
12 ratkaiseminen aloitettaisiin yhdistdmaélla vasemman
puolen termit, jolloin saataisiin 9 ($ + %) = 12, jonka
jalkeen yhtalon voisi jakaa puolittain luvulla 9, jonka
jalkeen ratkaistavaksi tulisi x 4 % = 1@2, josta saataisiin
T = % — g = % Tamé& on ndpparampi ja vihemmén
virheille altis strategia kuin ensin sulkujen avaaminen
vasemmalta puolelta: 3x + % + 62+ %8 = 12, tdmén jal-
keen vakiotermien oikealle siirtdminen ja vdhennyslas-
kun tekeminen sekd z-termien yhdistdminen ja lopul-
ta yhdeksélla jakaminen. Jalkimmé&inen tapa on tédysin
péteva tapa ratkaista yhtdlo, mutta laskuvirheiden ris-
ki on suurempi ja tyotéd joutuu tekemédn enemmén.

Mielekéasté olisi se, ettd koululaiset oppisivat valitse-
maan tilanteeseen sopivan ratkaisutavan. Tdhén tus-
kin kannustaa se, jos joutuu tuijottamaan yksittaisten
lukujen kertolaskun jarjestystd ja miettiméén, ettd se
on oikea. T&ll6in huomio menee vaariin asioihin. Liséksi
ennen kaikkea matematiikka alkaa vaikuttaa aihepiiril-
té, jossa on vain yksi oikea ratkaisutapa, mikd on kovin
kaukana sekd todellisuudesta etté niista tavoista, joilla
matematiikkaa huomaamatta kiyttaé arjessa.

Olen hyvin iloisena lukenut yhdesté alakoulun matema-
titkan kirjasta yhteenlaskuun liittyvié tekstejé ja teh-
tdvia: niissd on ensin opetettu yksi menetelmé, sitten
toinen, ja lopulta vield laitettu koululainen itse poh-
timaan, kummasta menetelmésta han pitdd enemmaén.
Tata lisdéa, kiitos!

Erilaisten ratkaisujen tekeminen kannustaisi myos rat-
kaisujen selittdmiseen. Selittdminen on téarkedd. Seli-
tykset ratkaisuissa tekee ratkaisuista ymmarrettavam-
pid ja kevyemmin luettavia. Selitykset ovat erityisen
térkeitd, jos lasku on hiukan pielessid. Kuitenkin jos
oppilaita kannustetaan ratkaisemaan tehtévét tietyn
sabluunan mukaan, termien jérjestyksen huomioiden,
ei tamé kannusta selitysten kirjoittamiseen, silla tal-
laisessa tehtdvassdhan kuka tahansa ratkaisija saisi sa-
manlaisen lausekkeen.

Liian suoraviivainen tehtavéa ei valttamatta ole hyva se-
litysten harjoitteluun, silla vaikka toisaalta selityksia
eri laskuille on helppo keksid, on motivaatio helposti
kovin matala. Sopivasti vaikeahko tai sopivan avoin tai
monella tavalla ldhestyttava tehtdva sen sijaan voisi ol-
la hyvéa harjoitteluun. Samalla tulisi mahdollisesti har-
joiteltua myos ongelmanratkaisua tai sitd, ettd tehtéa-
vad voi ldhestyd monella tavalla, tai joskus jopa joutuu
hiukan testailemaan ennen kuin tietdd, mitéd tekee.

Vanhemman lapseni koulukirjassa oli yhtaléryhmaé: nel-
ja tuntematonta, nelja yhtélod. Téastd on jo joitakin

vuosia, mutta kyseessd oli muistaakseni ehkéd 3. luo-
kan oppikirja. Sen ikéisilld koululaisilla ei tietenk&dén
ollut minka#nlaista muodollista koulutusta yhtéléryh-
mien ratkaisemiseen. Kyseessa oli tehtavé, jossa oli x,
Yy, z ja w korvattu erilaisilla palloilla, ja lisdksi yksi
yvhtélo sisélsi vain yhdenlaisia palloja, eli siitd ratkai-
su oli helppo aloittaa. Saman sarjan kirjassa oli myos
tehtévid, joissa oli kerrottu kolmen kokonaisluvun pa-
reittaiset tulot, ja piti selvittdd kyseiset luvut. Yhté-
lonratkaisutaidoilla voi tietysti kirjoittaa kolmen yhté-
16n ryhmén ja ratkaista sen, mutta jilleen kyseessé oli
pienten lasten koulukirja. Kyseessé oli siis mainio pa&t-
telytehtava, jossa varmasti auttoi, jos muisti kertotau-
lut.

Y14 olevat tehtédvéit sopisivat mainiosti selittdmisen
harjoitteluun: sen sijaan, ettd vain kerrottaisiin, mik-
si luvut tai pallot ovat ne, mité ne ovat, niin kerrottai-
siin, miten tdhan on paadytty, tai miksi on varmaa, etta
oma vastaus toimii. Téssé selitys toisi aitoa lisdinfor-
maatiota. Lisdksi tulisi harjoiteltua matematiikan tés-
maéllisyytta: miten vakuutan my6s toisen ihmisen siité,
ettd oma ratkaisuni on oikein?

Kuulisin itse todella mielelldni, miten monella tavalla
esimerkiksi tehtavaa

w+w+w+z=9
z+y+2=10
r+y+y=38
r+zrz+r+z=2_8

tai tehtdvaa

xy =35
xz =20
2y =28

ldhestyttaisiin. (Namé ovat omia mukaelmiani koulu-
kirjojen tehtévisté, esitystapani on kovin paljon tylsem-
pi kuin mité kirjoissa on, silla en esimerkiksi piirra rai-
dallista palloa tai lukuja siséltévaa taloa kovin nopeasti
Latexilla.)

Tyypillinen tilanne, jossa kaipaisi selityksié, on se, kun
lukee jonkun toisen ratkaisua, ja siind on jokin virhe,
erityisesti, jos virhe on sellainen, ettd se voi olla vain
pieni huolimattomuusvirhe, tai se voi olla merkki pa-
hemmasta ymmaéarrysongelmasta. Joskus myo6s pienet
virheet voivat tehd& ratkaisut aivan késittaméattomiksi,
mutta selitysten ja laskujen yhdistelmé tekeekin niista
luettavia.

Selitysten etu ei kuitenkaan ole vain se, ettd vakuut-
taa jonkun toisen ihmisen. Selitykset auttavat itsed sil-
loin, jos omiin vanhoihin laskuihin pitdé palata. Jostain
syysté ne alun perin triviaalit yksityiskohdat ja kaiken
léapéaiseva selked logiikka eivét ole ihan niin triviaaleja
ja selkeitd vahdn myohemmin. Niistd on my6s hyotya
esimerkiksi laskuvirheiden etsimisessa. Pienissa osissa
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huolellisesti dokumentoitua laskua on helpompi seurata
kuin valtavaa lauseketta tai hillitontéd kaavaviidakkoa
vailla yhtdan sanaa. Lisdksi selityksisséd joutuu formali-
soimaan hyvin selvisanaisesti myos itselle sen, mitd on
tekeméssd ja miksi, ja joskus tdmékin auttaa ajatus-
virheiden bongaamisessa. Selityksistd hyotyvit kaikki.
Niiden harjoitteleminen olisi hyvésta.

Palaan vield elokuvalipputehtdvadn. Jos siind ei oli-
si pyydettykéédn lauseketta, vaan tehtéva olisi pyydet-
ty ratkaisemaan keinolla mill4 hyvénsa, ja selittdmadn
oma ratkaisu lyhyesti opettajalle, naapurille tai vaikka
vihkoon, niin olisi luultavasti ndhty erilaisia ratkaisuja,
eiké olisi tarvinnut pohtia sitd, ymmartdako koululai-
nen, ettd 15 -9 tarkoittaa 15 euron elokuvalippuja 9
kappaletta eikd 9 euron elokuvalippuja 15 kappaletta.

Oman mielenkiintoisen lisinsé koko vyyhteen tietenkin
tuovat erilaiset laskusdannot, joilla elaméé voi helpot-
taa: Jos pitdd laskea 16 % luvusta 25, on se sama kuin

25 % luvusta 16. Verkosta néitakin 16ytyy. Kaytdnnon
laskutoimitusten kannalta ndmé& ovat erittéin hyodylli-
sid. Néiden avulla voi laskea péddssia monenlaisia asioi-
ta, joiden laskeminen pédssa voisi muuten olla vahin-
tdankin tyolastd. Toisaalta taas, jos perustelematta jo-
ku kirjoittaisi 0,25 - 16, kun tehtdviné olisi laskea 16
% luvusta 25, niin edes minun vapaamieliset tulkintani
eivét venyisi tdhén asti. Sen sijaan, jos olisi kirjoitettu
0,16 - 25 = % = % - 16, niin olisin hyvin onnellinen.
Tama ratkaisu onkin taas jo sellainen, mika sisaltéa
selityksen, vaikkakaan ei sanallista, mutta lukijalle on
selvdd, mitd tapahtuu.

Tamén periaatteen pitaisikin olla ensisijainen: pidetdéan
lukija kartalla, on se sitten tekstilla, lausekkeilla tai nii-
den yhdistelmélld. Harvoin riittda vain teksti tai vain
lausekkeet, mutta tietysti niitdkin tilanteita on.

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
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Pikatieta logiikan rajalle

Antti Valmari
Jyvéskylan yliopisto
antti.valmari@jyu.fi

Johdanto

Taman kirjoituksen tavoitteena on esitelléd joitakin lo-
giikan keskeisid késitteitd kuten looginen seuraus, ja
sen jilkeen osoittaa erds varsin voimakas ja yleispateva
mutta poikkeuksellisen helppotajuinen rajoitus koskien
mahdollisuuksia ilmaista ja todistaa véitteité.

Vuoden 1900 tienoilla logiikan tutkimus edistyi valta-
vaa vauhtia. Silloin toivottiin, ettd logiikan avulla 16y-
tyisi yleispatevd menetelma tarkastaa matemaattisten
véitteiden pétevyyksid. Monien matemaatikkojen suu-
reksi pettymykseksi 1930-luvulla paljastui, ettd sellais-
ta menetelméd ei voi olla olemassa. Itse asiassa jo lu-
kujen 0, 1, 2, 3, ... yhteenlasku ja kertolasku kayttéy-
tyvat niin monimutkaisesti, ettd vaikka rajoittaudut-
taisiin niihin, ei tdydellistd totuustarkastinta voi olla
olemassa.

Tamé tulos tunnetaan Goédelin ensimmaéisend epétay-
dellisyyslauseena. (Jos ollaan aivan tarkkoja, ne eivit
ole sama asia, vaan ovat vain hyvin laheistd sukua toi-
silleen.) Silld oli valtava merkitys. Sitd on kansantajuis-
tettu moneen kertaan. Tkdva kylld tuloksen todistus si-
séltdd suuren médrdn teknisid yksityiskohtia, joita ei
voida kansantajuistuksissa kéyda lapi. Siksi kansanta-
juistukset jattavat tuloksen jossain méarin mysteeriksi.

Logiikan periaatteellisiin rajoituksiin on kuitenkin ole-
massa muitakin reitteja. Téssa kirjoituksessa esitelldan
ja todistetaan rajoitus, joka liittyy saavutettavuuden

késitteeseen. Saavutettavuus on arkikokemukselle tut-
tu esimerkiksi maantiekartoista: paikkakunta on saavu-
tettavissa toisesta, jos ja vain jos ensin mainitusta paa-
see jalkimmaéiseen maanteitd pitkin. Esimerkiksi Lap-
peenranta on saavutettavissa Turusta, mutta Maarian-
hamina ei ole, koska Maarianhamina sijaitsee meren
takana niin ettd vélissa ei ole siltaa eikd tunnelia.

On olemassa vahvuudeltaan erilaisia logiikoita. Jois-
sakin niistd on rajoitteita siind mitd kaavojen avulla
voidaan ilmaista, mutta todistamisen osalta tilanne on
ihanteellinen: jokainen péiteva kaava voidaan todistaa,
ja mitddn epédpitevid kaavaa ei voi todistaa. (Luvus-
sa "Looginen seuraus” selvidd, mitd "pateva” tarkoit-
taa tdssd yhteydessé, ja miksi se, toisin kuin "tosi”, on
tahdn oikea kisite.) Joissakin muissa ilmaisuvoima on
suurempi, mutta vastaavasti todistamiskyky jaa rajal-
lisemmaksi: on olemassa pétevid kaavoja, joita ei voi
todistaa péteviksi.

Téassé kirjoituksessa késiteltava tulos sanoo, ettéd jokai-
sessa logiikassa, jossa saavutettavuus voidaan ilmaista
kaavana, jaa todistamiskyky vajaaksi. Ei ole olemassa,
ei voi olla olemassa, sellaista logiikkaa, etté siiné pysty-
tddn puhumaan saavutettavuudesta ongelmitta, ja to-
distamaan kaikki ne viitteet joiden pitéisi olla todis-
tettavissa!

Tama tulos voidaan johtaa lyhyella paattelylld suoraan
peruskésitteistd, ilman pitkid monimutkaisia konstruk-
tioita ja ilman juuri minkééinlaisia taustatietoja mate-
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matiikasta tai logiikasta. Toki tdytyy tietdd mitéd saa-
vutettavuus, todistaminen, looginen seuraus ja muuta-
ma muu peruskésite tarkoittavat, mutta ne kerrotaan
tassa kirjoituksessa. Itse asiassa suurin osa tastéa kirjoi-
tuksesta esittelee ja havainnollistaa peruskasitteita, ja
“suuren” tuloksemme todistusta on selvésti alle puolet.

Sille ei voi mitdan, ettd tamén kirjoituksen lukeminen
vaatii halua ja kykyd huolelliseen abstraktiin ajatte-
luun. Mutta se lienee hyviksyttavia, ottaen huomioon,
ettd tdmé lehti on Matematiikkalehti Solmu.

Suunnatut graafit ja niiden kaavat

Suunnattu graafi on matemaattinen rakenne, joka voi
edustaa vaikkapa maantiekarttaa. Siind on kahdenlai-
sia osia: solmuja ja kaaria. Solmut piirretddn tavalli-
sesti ympyroind ja kaaret nuolina. Kukin kaari alkaa
jostakin solmusta ja péattyy johonkin solmuun. Alla
olevassa kuvassa on suunnattu graafi, jossa on kahdek-
san solmua ja yksitoista kaarta.

Jos samasta solmusta alkaa monta kaarta, niin kunkin
niistd tdytyy paéttya eri solmuun kuin muut. Siis ei
saa olla esimerkiksi kahta eri kaarta, joista molemmat
alkavat solmusta A ja molemmat paéattyvit solmuun B.

Maantiekarttasovelluksessa solmut edustavat risteyk-
sid ja kaaret risteysten vélisid yksisuuntaisia tienpét-
kid. Kaksisuuntainen tienpétka esitetdan piirtdmalla
solmujen vélille kaari kumpaankin suuntaan. Kuvassa
solmujen B ja C vililld on kaari kumpaankin suuntaan.

Jotta voisimme puhua suunnatun graafin ominaisuuk-
sista logiikan kaavoilla, otamme kayttoon merkinnin
u — v tarkoittamaan, ettd solmusta u on kaari solmuun
v. Kuvan esimerkissé A — B on tosi, mutta A — E ei
ole tosi. Sen, ettd jokin kaava ei ole tosi, voi vaittaa
lisdamaélla kaavan eteen ”—". Alkuperéisen kaavan ym-
parille voidaan laittaa sulkeet ”(” ja ”)” varmistamaan,
ettd taydennetyn kaavan rakenne tulee ymmaérretyksi
oikein. Kuvan tapauksessa =(A — E) on tosi.

Kahden kaavan yhdistelmé kaava; A kaavas vaittaa,
ettd sekd kaava; ettd kaavas on tosi. Nytkin kaavan
osien ympérille voi laittaa sulkeet helpottamaan kaa-
van lukemista. Esimerkiksi (A — F) A (E — F) on
kuvassa tosi. Vastaavasti kaava; V kaavay vaittaa, et-
td kaava; tai kaavas tai molemmat on tosi. Kuvassa
(G—=H)V(H— G) on tosi ja (B— C)Vv (C— B)on
tosi, mutta (B — D) V (D — B) ei ole tosi.

Kaava v = v viittédd, ettd u ja v ovat sama solmu, ja
u # v Vaittdd, ettd ne eivit ole sama solmu. Niinpé
u # v tarkoittaa tdsmiélleen samaa kuin —(u = v).

Ilmaus Fu : kaava vaittad, ettd on olemassa ainakin yk-
si solmu, jolle kaava on tosi. Esimerkiksi Ju : (F — u)
vaittad, ettd F:std ldhtee ainakin yksi kaari. Se ei ole
tosi kuvan esimerkissd. Kaava Jvy : Jug @ (u — v1) A
(u — vg) A vy # vg VAittdd, ettd solmusta u lihtee ai-
nakin kaksi kaarta. Se on tosi jos u:ksi valitaan kuvan
solmu A, mutta ei ole tosi jos u:ksi valitaan B. Ilmaus
Yu : kaava vaittaa, ettd kaava on tosi jokaisella solmul-
la. Esimerkiksi Vu : Jv : (u — v) vaittda, ettd jokaises-
ta solmusta lahtee ainakin yksi kaari. Se ei ole kuvassa
tosi, koska F:std ei ldhde yhtddn kaarta.

Alla oleva kaava sanoo, ettd mistddn solmusta ei lahde
enempad kuin yksi kaari. Tulemme tarvitsemaan sita
my6hemmin, joten annamme sille (tylsdn) nimen (1).

—Ju: Fog: Fug i (u— v1) A (u— v2) Avp Fvg (1)

Looginen seuraus

Suunnattuja graafeja voi kayttdad seké siten, ettd sol-
muilla on nimet, ettd siten, ettd nimié ei ole. Maantie-
kartan tapauksessa nimet ovat térkeitd — on eri asia
ajaa Tampereelta Jyviskyldn kautta Kuopioon kuin
Rovaniemeltd Kajaanin kautta Joensuuhun. Mutta kun
tutkitaan, millaisia rakenteeltaan erilaisia suunnattuja
graafeja on olemassa, eivat nimet ole térkeitd. Alla on
néytetty jokainen suunnattu graafi, jossa on kaksi sol-
mua, ja kustakin solmusta l&htee enintdén yksi kaari.

S GO SO
o
Kuvan graafeista ensimmaéinen on ainoa, jossa ei ole yh-
taan kaarta, eli jolle =3u : Jv : (u — v) on tosi. Kaava
Ju : (u — u) on tosi toiselle, neljannelle ja viidennelle
graafille, mutta ei muille. Sen, ettd solmuja on tdsmaél-
leen kaksi, voi sanoa kaavalla Ju : Jv : u # v AVw :
w = u Vw = v. Mille tahansa kuvan graafeista voi jon-
kin aikaa miettimalld keksid sellaisen joukon kaavoja,
ettd valittu graafi toteuttaa niistd jokaisen, mutta jo-

kainen muu suunnattu graafi jattdd toteuttamatta ai-
nakin yhden.

@) @)

Kun on valittu joukko kaavoja, niin on kolme mahdol-
lisuutta. Voi olla, ettd on olemassa monta suunnattua
graafia, joille jokainen joukon kaavoista on tosi. Voi
olla, ettd sellaisia suunnattuja graafeja on tdsmélleen
yksi. Ja voi olla, ettd niitd ei ole yhtdén. Esimerkik-
si jos joukon kaavat sanovat, ettd solmuja on enintdén
kaksi, kustakin solmusta ldhtee enintéddn yksi kaari, ja
johonkin solmuun pééttyy kolme kaarta, niin mikaén
suunnattu graafi ei toteuta niitd kaikkia. Nimittéin jos
solmuja on enintdan kaksi ja kustakin ldhtee enintdan
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yksi kaari, niin kaaria on kaikkiaan enintdén kaksi, jo-
ten mihink&4n solmuun ei voi padttya kolmea.

Kaava on looginen seuraus joukolle kaavoja, jos ja vain
jos jokainen suunnattu graafi, joka toteuttaa joukon jo-
kaisen kaavan, toteuttaa myos ensin mainitun kaavan.

Hyvin yksinkertainen esimerkki on, ettd =Ju : (u — u)
on looginen seuraus kaavasta —=3u : Jv : (u — v). En-
simméinen sanoo, ettd ei ole kaarta, joka pédttyy sa-
maan solmuun kuin mistd se alkaa, ja jalkimmé&inen
sanoo, ettd kaaria ei ole lainkaan. Nimittdin jos kaaria
ei ole lainkaan, niin ei ole sellaista kaarta, joka paattyy
samaan solmuun kuin misté se alkaa.

Monimutkaisempi esimerkki on, ettd Ju : (v — u) on
looginen seuraus kaavoista, jotka sanovat, ettd solmuja
on enintddn kaksi ja kaaria on ainakin kolme. Nimittain
edellé sanottiin, ettd jos samasta solmusta alkaa monta
kaarta, niin kunkin niistd taytyy paattya eri solmuun
kuin muut. Niinpé jos kahden solmun tapauksessa ha-
lutaan piirtdd mahdollisimman monta kaarta ilman et-
td mikddn padttyy siihen solmuun josta se alkaa, niin
mahdollisuudet loppuvat, kun on piirretty kaari sol-
musta toiseen ja kaari takaisinpéin.

Loogisen seurauksen mééritelmélla on sellainen ehka
kummalliselta tuntuva ominaisuus, ettd jos mikédan
suunnattu graafi ei toteuta joukon jokaista kaavaa,
niin mikd tahansa kaava on joukon looginen seuraus.
Talloin my6s kaikki aina epatodet kaavat, kuten Ju :
u # u, ovat loogisia seurauksia.

Sen ei kannata antaa héiritd. Aina epédtosien kaavojen
ilmaantuminen seurauksiin ei tarkoita, ettd logiikassa
olisi vikaa, vaan se on vain merkki siitd, ettd asetetut
ldhtokohdat ovat mahdottomat. Saadut omituiset seu-
raukset eivit voi oikeasti toteutua, koska ne ovat seu-
rauksia lahtokohdista, jotka eivit voi oikeasti toteutua.

Pédattelemiselle on tavallista, ettéd jos ldhtokohdat ovat
ristiriitaiset, niin patevit paittelysddnnot voivat tuot-
taa mitd tahansa. On esimerkiksi oikein péditelld, ettd
jos = 0, niin kertomalla molemmat puolet viitosel-
la saadaan 5x = 0. Samaan tapaan saadaan 3z = 0.
Niistd yhdessa voi paatella bx = 3x. Mutta jos ldhto-
kohtiin kuuluu my6s z = 1, niin se ja bz = 3z tuottavat
yhdessd 5 = 3!

Hullu lopputulos 5 = 3 ei ole merkki siité, etté olisi teh-
ty péattelyvirhe, vaan siité, ettd lahtokohdat x = 0 ja
2 = 1 ovat ristiriitaiset. Tastd syysta (ja muista syisté)
on etu eikd haitta, ettd loogisen seurauksen késite on
madritelty siten, ettéd jos lahtokohdat ovat ristiriitaiset,
niin mika tahansa kaava on looginen seuraus.

On mahdollista, ettd kaava ei ole looginen seuraus,
mutta myoskddn sen vastakohdan ilmaiseva kaava ei
ole looginen seuraus. Esimerkiksi Ju : (v — u) ei ole
looginen seuraus mutta myoskadn —=Ju : (u — u) ei ole
looginen seuraus kaavoista, jotka sanovat ettd solmuja

on kaksi ja kustakin ldhtee enintdén yksi kaari. Taméan
tietad siité, ettd edelld olleessa kuvassa on seké suun-
nattu graafi, jossa on solmu, josta on kaari itseensi,
ettd suunnattu graafi, jossa ei ole sellaista solmua.

Siis kaava on ldhtokohtien looginen seuraus, jos ja vain
jos kaava on tosi joka ikisessé rakennelmassa, joka to-
teuttaa kaikki lahtokohdat. Voi olla, ettd lahtokohdis-
sa el ole riittdvasti informaatiota maarddméén josta-
kin kaavasta, onko se tosi vai eikd ole. Siind tapauk-
sessa kaava ei ole 1ldhtokohtien looginen seuraus, mutta
myo6skaan vastakkainen kaava, joka saadaan lisadmalla
eteen "ei”, ei ole ladhtokohtien looginen seuraus.

Lahtokohdaksi annettu joukko kaavoja voi olla joko
ddrellinen tai dareton. Esimerkiksi alakoulussa opitut
yvhteenlaskujen tulokset muodostavat dérettéméan jou-
kon kaavoja: 1 +1 = 2, 1 +2 = 3, 25 4+ 17 = 42,
123 4+ 456 = 579, ....

Adsrellinen 1dhtokohtien joukko voidaan ilmoittaa kir-
joittamalla jokainen kaava erikseen. Mutta ddrettomén
joukon tapauksessa se ei ole mahdollista. Siksi aaretto-
mén joukon tapauksessa vaaditaan, ettd on olemassa
jokin menetelma, jolla mistd tahansa kaavasta voi tes-
tata, onko se mukana ldhtokohdissa vai eik6 ole. Ko-
konaislukujen yhteenlaskun tapauksessa sellainen me-
netelmé on olemassa. Esimerkiksi kaavan 23975896 +
6532746 = 30408642 voi testata laskemalla yhteenlas-
kun 23975896 + 6532746 kynalla ja paperilla, ja tarkas-
tamalla, tuliko tulokseksi 30408642.

Saavutettavuus

Suunnatun graafin solmu v on saavutettavissa solmusta
u, jos ja vain jos u:sta paédsee v:hen nollaa tai useampaa
kaarta pitkin. Téssd méaritelméssa kaaria saa kulkea
vain niiden suuntaisesti (siis esimerkiksi A:sta B:hen
mutta ei toisinpain), ensimmaéisend kuljetun kaaren pi-
tad alkaa w:sta, seuraavan kaaren pitda alkaa siitd mi-
hin edellinen padttyy, ja viimeisen kaaren pitaéd padt-
tyd v:hen. Esimerkkikuvassamme D on saavutettavissa
A:sta, mutta ei toisinpéin. Toisaalta D on saavutetta-
vissa B:std ja B on saavutettavissa D:sté.

Koska saavutettavuuden méadritelméa sallii my6s nol-
la kaarta, on jokainen solmu saavutettavissa itsestaén.
(Misté tahansa padsee itseensd pysymélld paikallaan.)
Jos v on saavutettavissa u:sta ja v — w, niin my6s w on
saavutettavissa u:sta — jollei muuta kautta, niin aina-
kin siten, ettd mennédén ensin wu:sta v:hen ja jatketaan
siitd kulkemalla kaari v:std w:hen.

Sen, ettd u:sta on kaari w:hen ja sieltd edelleen v:hen
voi viittad kaavalla (u — w) A (w — v). Téllaisen kaa-
van saa kirjoittaa lyhyemmaéssid muodossa v — w — v.
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Tahéanastisilla keinoillamme voidaan vaittida esimerkik-
si, ettd v on saavutettavissa u:sta enintdén neljalld kaa-
rella. Se onnistuu vaikka seuraavalla kaavalla:

u=v
u— )

C(u = wp — )

Jw; : Jws : (u = w1 — wy — V)

(Fwy : Fws : Fws : (u = w1 = wy = w3z = v))

< << <
AEA
g

Samalla tavalla voi ilmaista saavutettavuuden milla ta-
hansa ennalta asetetulla kaarten méaran ylérajalla, jos
jaksaa kirjoittaa tarpeeksi pitkdn kaavan. Mutta tal-
14 tavalla ei voi ilmaista edelld maériteltyd saavutetta-
vuutta. Ne eivit ole sama asia, koska edelld méaaritel-
lyssé ei ole ylarajaa kaarten méaralle.

On olemassa niin sanotut ensimméisen kertaluvun lo-
giikka ja toisen kertaluvun logiikka. Toisen kertaluvun
logiikka on ensimmaéisen kertaluvun logiikan laajennos,
eli siind on kaytettdvissa kaikki samat ilmaisukeinot
kuin ensimmaéisessdkin kertaluvussa, ja lisdksi muuta.
T&han asti olemme kéyttaneet ensimmaéisen kertaluvun
logiikkaa. Naytdmme seuraavaksi, ettd ottamalla kéyt-
t60n toisen kertaluvun tarjoaman keinon, voi saavutet-
tavuuden ilmaista asettamatta kaarten méaaralle yléra-
jaa.

Toisen kertaluvun logiikassa F:lla ja V:lla voi luoda
paitsi muuttujan kuten edelld, my6s symbolin, joka ot-
taa solmun ja tuottaa totuusarvon. Sellainen edustaa
jotakin joukkoa solmuja. Esimerkiksi 3P : P(u)A—P(v)
sanoo, ettd on olemassa sellainen joukko solmuja, etté
u kuuluu sithen mutta v ei kuulu. Jos u on eri solmu
kuin v, niin se on totta, silld esimerksi u yksindédn muo-
dostaa sellaisen joukon. Toisaalta jos u on sama solmu
kuin v, niin 3P : P(u) A =P(v) ei ole totta, koska se
vaittdd, ettd on olemssa sellainen joukko solmuja, johon
u samanaikaisesti kuuluu ja ei kuulu.

Kaava 3z : Jy : P(x) A (x — y) A =P(y) sanoo, ettd
jokin kaari vie P:n edustaman joukon sisalta ulos. Pe-
rustelemme kohta, ettd seuraava kaava on tosi jos ja
vain jos v on saavutettavissa u:sta:

VP : =P(u)V P(v) v (2)
Jz:Jy: P(x) A (x — y) A—=P(y)

Oletamme ensin, ettd v ei ole saavutettavissa w:sta.
Osoitamme, ettd (2) ei toteudu antamalla esimerkin
sellaisesta P, ettd se ei toteuta —P(u) eikd P(v) eikd
dz:Jy: P(x) A (z — y) A —P(y).

Valitsemme P:ksi tdsmélleen ne solmut, jotka ovat saa-
vutettavissa u:sta. Oletuksemme vuoksi v ei kuulu nii-
hin, eli P(v) ei ole tosi. Koska w on saavutettavissa
itsestddn kulkemalla nolla kaarta, on P(u) tosi, joten
—P(u) ei ole tosi. Jos x on saavutettavissa w:sta ja
x:std on kaari y:hyn, niin y on saavutettavissa u:sta
kulkemalla ensin x:44n ja sitten mainittua kaarta pit-
kin y:hyn. Ei siis ole olemassa sellaisia solmuja = ja v,

ettd P(x) A (x — y) A ~P(y) on tosi. Toisin sanoen,
Jz: Jy: P(x) A (x — y) A—P(y) ei ole tosi.

Vield tarvitsee osoittaa, ettd jos v on saavutettavis-
sa wsta, niin (2) toteutuu. On tarkasteltava jokai-
nen joukko solmuja. Jos tarkasteltava joukko siséltda
v:n, niin P(v) on sille tosi. Jos se ei sisilla u:ta, niin
—P(u) on sille tosi. Muussa tapauksessa se sisaltad
u:n muttei v:td. Koska v on saavutettavissa w:sta, niin
on olemassa reitti u:sta v:hen. Koska joukko siséltéa
w:n mutta ei v:td, on talla reitilli kohta, jossa sol-
mu kuuluu joukkoon mutta reitin seuraava solmu ei
kuulu. Sille P(x) A (x — y) A =P(y) on tosi. Niinpa
Jz:Jy: P(x) A (z — y) A —~P(y) on tosi.

Paatteleminen

Jotta voitaisiin paédtelld, lahtokohtina kéytettavien
kaavojen lisdksi tarvitaan pddttelysdadantoja. Paattely-
sdantojen kokoelma riippuu kaytossa olevasta logiikas-
ta (kuten edelld todettiin, ei ole olemassa vain yhté lo-
giikkaa, vaan monta erilaista). Samallekin logiikalle se
voidaan muodostaa monilla eri tavoilla.

Kunnolliset paéttelysdédntdjen kokoelmat ovat liian mo-
nimutkaisia téssé esitettaviksi. Toisaalta tdma kirjoitus
ei tarvitse padttelysadntdjen yksityiskohtia, vaan hyvin
karkea yleiskésitys riittaéd. Siksi tyydymme pariin pie-
neen esimerkkiin paéttelysdédntdjen kdyttadmisesta. Ne
eivit liity suunnattuihin graafeihin.

Jos on pédtelty ettd aurinko paistaa ja on
padtelty ettd linnut laulavat, niin saa paa-
telld (aurinko paistaa) A (linnut laulavat).

Jos on péatelty, ettd jokainen ihminen on
laulun arvoinen, niin saa péaétellé, ettd sinéd
olet laulun arvoinen.

Kaavan todistaminen tarkoittaa askel askeleelta ete-
nevad padttelyd, joka nojautuu vain lahtokohdiksi an-
nettuihin kaavoihin seké valittuun kokoelmaan kuulu-
viin paattelysaantoihin, ja tuottaa todistettavan kaa-
van lopputuloksekseen.

Padttely voi koostua vain déarellisestd maarasta padtte-
lyaskelia, koska muutoin se kestéisi ddrettoméan kauan
eli ei loppuisi koskaan. Kukin paéttelyaskel voi kayttaa
vain aarellistd maardd lahtokohdiksi asetettuja kaavo-
ja, koska on mahdotonta késitelld yhtdaikaa daretonta
médrdd informaatiota.

Naista seuraa, ettéd vaikka lahtokohdiksi annettuja kaa-
voja voi olla &drettomin monta, kukin yksittdinen
paattely kdyttda niistd vain dérellistd méardaa. Pasdtte-
ly voi esimerkiksi kayttda mitd tahansa kokonaisluku-
jen yhteenlaskujen tuloksia ja toinen paéittely joitakin
muita, mutta mikadn yksi padttely ei voi kayttad niita
kaikkia.
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Logiikan rajoista kertova tulos

Nyt meilld on kaikki tarvittavat késitteet, jotta voim-
me lausua logiikan rajoista kertovan tuloksemme. Sen,
ettd tulos pitdd paikkansa, perustelemme seuraavassa
luvussa.

Tulos koskee jokaista logiikkaa, joka pystyy
ilmaisemaan kaavana késitteen “saavutet-
tavuus”. Jokainen paéttelyjarjestelma sille
logiikalle joko todistaa jonkin epapétevan
kaavan, tai jattda todistamatta jonkin pé-
tevin kaavan. (Téssd yhteydessd "péateva”
tarkoittaa, ettd kaava on lahtokohtien loo-
ginen seuraus.)

Saavutettavuus ilmaistiin edelld toisen kertaluvun lo-
giikan kaavana (2). Siksi tuloksesta seuraa, etté toisen
kertaluvun logiikalle ei ole olemassa péadttelyjarjestel-
mad, joka pystyy todistamaan kaiken sen mitéd pitda-
kin mutta ei todista mitéén liikaa. (Toisen kertaluvun
logiikkaa kaytetadn vihemmaén kuin ensimmaéisen ker-
taluvun. Tadmé on yksi syy sithen.)

Tuloksen perustelu

Perustelemme edellisen luvun tuloksen seuraavasti.
Oletamme, ettéd kiytettavissi oleva logiikka pystyy il-
maisemaan késitteen "saavutettavuus” kaavana, ja etta
péattelyjarjestelmé todistaa kaikki l&htokohtien loogi-
set seuraukset. Osoitamme, ettd se todistaa myos ai-
nakin yhden kaavan, joka ei ole ldhtokohtien looginen
seuraus.

Oletamme siis, ettéd kédytettédvissa on kaava, joka sanoo,
ettd solmu v on saavutettavissa solmusta u. Se voi olla
(2) tai se voi olla jokin muu. Emme ota kantaa milta
se oikeasti nayttda, mutta jotta voisimme puhua siité,
meidin tdytyy merkité sitd jotenkin. Merkitsemme sita
u —* v,

Otamme tassd vaiheessa lahtokohdiksi seuraavat kaa-
vat (mychemmin jatdmme osan pois):

o Yu: Vv :u—* v (jokainen solmu on saavutettavissa
jokaisesta solmusta)

e kaava (1) (kustakin solmusta ldhtee enintdén yksi
kaari)

e Juy : Jug : w1 # v (solmuja on ainakin kaksi)

o vy : Jug : Jug 1 v1 £ V2 Ay # v3 Avg # vz (solmuja
on ainakin kolme)

e Jup : Jug i Jug : Juy t vy # va Avy F# v3 Avp F vg A
vy # v3 AUy # vy Avg # vy (solmuja on ainakin
nelja)

e ...(solmuja on ainakin viisi, solmuja on ainakin
kuusi, ...)

Viimeisen pompulan kohdalla olevat kolme pistetté
edustavat ddrettoman montaa kaavaa. On helppo kek-
sid, miten kukin niisté kirjoitetaan. Siksi mistéd tahansa
kaavasta voi testata, kuuluuko se lahtokohdiksi asetta-
miimme kaavoihin. Niinpa luvun ”Looginen seuraus”
lopussa asetettu vaatimus toteutuu.

Kolme ensimmaéistéd kaavaa sulkee pois suuren joukon
suunnattuja graafeja. Alla olevassa kuvassa on pois sul-
jetuista kolme esimerkkia. Niissd ensimméinen kaava ei
toteudu, mutta toinen ja kolmas toteutuvat. Kolman-
nessa esimerkissa on darettoméan monta solmua ja kaar-
ta.

O )
1 e O

Kolme ensimmaéistd kaavaa jattda jiljelle vain alla ole-
vassa kuvassa ndytetyt suunnatut graafit, eli silmu-
kat, jotka koostuvat 2, 3, 4, ... solmusta ja kaaresta.
On helppo tarkastaa, ettd jokainen sellainen suunnat-
tu graafi toteuttaa kolme ensimmaéisté kaavaa. Perus-
telemme kuvan jélkeen, ettd mikddn muu suunnattu
graafi ei toteuta.

QD> L>-

Jos suunnatussa graafissa on alle kaksi solmua, niin se
ei toteuta kolmatta kaavaa. Jos siind on ainakin kaksi
solmua ja jos jostakin solmusta ei ldhde yhtddn kaar-
ta, niin siitd solmusta ei pdédse muihin solmuihin, joten
ensimméinen kaava ei toteudu. Jos jostakin solmusta
ldhtee monta kaarta, niin toinen kaava ei ole tosi.

Tarkastamatta on endd suunnatut graafit, joissa on ai-
nakin kaksi solmua ja jokaisesta solmusta ldhtee tés-
maélleen yksi kaari. Valitaan jokin solmu ja kuljetaan
siitd alkaen kaaria. Jos lopulta tullaan takaisin siihen
solmuun, josta aloitettiin, ja jos matkan varrella kay-
tiin jokaisessa solmussa, niin graafi on kuvan mukainen.
Jos matkan varrella ei kéyty jokaisessa solmussa, niin
kaymaéttd jadneet eivit ole saavutettavissa aloitussol-
musta. Jos ei tulla takaisin siihen solmuun, josta aloi-
tettiin, niin aloitussolmu ei ole saavutettavissa reitin
muista solmuista. Kummassakaan tapauksessa ensim-
méinen kaava ei ole tosi. (Téllaisista oli esimerkkejd
aikaisemmassa kuvassa.)

Loput ldhtokohtakaavat sanovat, ettd solmuja taytyy
olla ainakin kolme, solmuja tadytyy olla ainakin nelja,
solmuja tayty olla ainakin viisi, .... Jos ne kaikki to-
teutuvat, niin solmuja on ddrettémén monta. Se ei it-
sessddn ole mahdotonta. Alla on esimerkki suunnatusta
graafista, jossa on ddrettomén monta solmua ja jossa
jokainen solmu on saavutettavissa jokaisesta.
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Mutta on mahdotonta, ettd solmuja on &ddrettoméan
monta, kustakin ldhtee enintdén yksi kaari, ja jokainen
on saavutettavissa jokaisesta. Kun jostakin solmusta
lahdetdan kulkemaan kaaria pitkin, niin jos ei koskaan
tulla takaisin siihen solmuun josta aloitettiin, niin aloi-
tussolmu ei ole saavutettavissa reitin muista solmuis-
ta. Jos tullaan takaisin sithen solmuun josta aloitettiin,
niin kuljettiin vain dérellinen méaéra solmuja. Siind ta-

pauksessa reitin ulkopuolelle jéi ddrettoméan monta sol-
mua. Ne eivat ole saavutettavissa aloitussolmusta.

Ei siis ole olemassa suunnattua graafia, joka toteuttaa
jokaisen lahtokohdaksi asettamamme kaavan. Luvussa
”Looginen seuraus” todettiin, ettd aina epétosi kaava
Ju : u # u on talldin ladhtokohtien looginen seuraus.
Padttelyjarjestelmé pystyy todistamaan sen, koska té-
mén luvun alussa rajoituimme sellaisiin paattelyjarjes-
telmiin, jotka pystyvét todistamaan kaikki loogiset seu-
raukset.

Luvussa "Paitteleminen” kerrottiin, ettd kukin paét-
tely kéyttdd vain aarellistd madrda ldhtokohdiksi an-
nettuja kaavoja. Siksi on olemassa jokin sellainen luku
n, ettd se padttely, joka todistaa Ju : u # u, ei kiaytd
mitddn kaavoista ”solmuja on ainakin n + 1”7, "solmuja
on ainakin n + 2”7, .... (Luvuksi n kelpaa suurin, joka
16ytyy niistd kaavoista ”solmuja on ainakin n”, joita
paattely kayttda. Jollei paattely kiytd mitaédn niista,
voidaan valita n = 1.)

Seuraavaksi tarkastelemme, mitd tapahtuu, jos pois-
tamme kiyttdmatta jadneet kaavat lahtokohdistamme.
Mainittu péaattely menee edelleen lépi, koska se ei kéy-
ta poistettuja kaavoja. Toisaalta silmukka, jossa on n
solmua ja n kaarta, toteuttaa kaikki jaljelle jaédneet 1ah-
tokohtakaavat. Mutta Ju : u # u ei pade sille. Niinpa
paattelyjarjestelmé todistaa jiljelle jadneista lahtokoh-
dista kaavan Ju : u # u, joka ei ole jaljelle jadneiden
ldhtokohtien looginen seuraus.

Loppuhuomautuksia

Totesimme luvussa ”Logiikan rajoista kertova tulos”,
ettd tuloksestamme seuraa, ettéd toisen kertaluvun lo-
giikalle ei ole olemassa paéttelyjarjestelméd, joka pys-
tyy todistamaan kaiken sen mité pitddkin mutta ei to-
dista mitadn litkaa. Suurella vaivalla voidaan todistaa,
ettd ensimmaisen kertaluvun logiikalle on olemassa sel-
lainen péaéttelyjarjestelmé. Se ja tuloksemme yhdessa
kertovat, ettd ensimmaisen kertaluvun logiikalla ei voi

ilmaista kaavana késitetta "saavutettavuus”. Niinpa lo-
giikassakin pétee sananlasku ”suo siellé, veteld taalla”.

Téasséd kirjoituksessa esitelty tulos ei ole ensimmaéinen
logiikan rajoja koskeva tulos. Ensimmainen oli 1930-
luvulla suurella vaivalla todistettu tulos, joka on lii-
an monimutkainen téssé kerrottavaksi. Mutta silléd on
seuraus, joka voidaan kertoa téssé: ei voi olla olemassa
menetelméad, joka pystyy selvittdmédn mistd tahansa
kaavasta, joka noudattaa kohta kerrottavia rajoitteita,
onko se tosi. Kaava puhuu luonnollisista luvuista (eli
luvuista 0, 1, 2, ...). Siiné ei saa esiintyd muuta kuin
lukuvakioita kuten 0 ja 1, yhteenlaskuja ”+”, kertolas-
kuja 7.7, yhtdsuuruuden vertailuja ”=" seké ensimmai-
sen kertaluvun logiikan symboleita.

Koska luonnolliset luvut ovat monen muun matemaat-
tisen jarjestelmén taustalla, seuraa tésta tuloksesta, et-
t4 monella muullakaan matematiikan alalla ei voi olla
olemassa menetelméa selvittdd mistd tahansa sen alan
kaavasta, onko se tosi.

Koska ensimméisen kertaluvun logiikalle on olemas-
sa edellé kerrotunlainen péattelyjérjestelmé, seuraa tu-
loksesta my0s, ettd luonnollisten lukujen ominaisuuk-
sia ei voi esittdéd kattavasti asettamalla l&htokohdaksi
joukko ensimmadisen kertaluvun kaavoja, joka tayttaa
luvun ”Looginen seuraus” lopussa mainitun menetel-
méehdon.

Luonnollisten lukujen ominaisuudet voi esittda katta-
vasti toisen kertaluvun kaavoilla. Samaan tapaan kuin
edelld saavutettavuuden késitteen avulla, myods tata
kautta padsee siithen johtopaétokseen, ettéd toisen kerta-
luvun logiikalle ei ole olemassa paéttelyjarjestelméé, jo-
ka todistaa kaiken sen mité pitddkin eikd yhtddn enem-
péaa.

Vuoden 1900 tienoilla matematiikka oli kriisissa. Ma-
tematiikka oli laajentunut uusille alueille ja vanhoil-
la alueilla saavutettiin entistd mahtavampia tuloksia,
mutta samalla térmattiin ristiriitoihin, jotka kertoivat,
ettd jotakin on pielessa. Kriisi ratkesi vihan kerrassaan
vuoteen 1950 mennesséd. Logiikalla oli suuri merkitys
pielessé olleiden asioiden tunnistamisessa ja korjaami-
sessa, ja toisaalta kriisi vauhditti logiikan tutkimusta.

Néisté asioista kertoo vuonna 2009 ilmestynyt sarjaku-
varomaani ”"Logicomix: Nerouden ja hulluuden rajalla”
(Apostolos Doxiadis, Christos Papadimitriou, Alecos
Papadatos ja Annie Di Donna). Siind on pikkuisen
otettu taiteilijan vapauksia historiallisten tosiseikkojen
suhteen, ja myods matematiikan osalta on jouduttu jon-
kin verran vetdmédn mutkia suoriksi. Siitd huolimatta
se on erittdin suositeltavaa lukemista. Se on ylivoimai-
sesti kiehtovin johdatus tdhén aihepiiriin mitd 10ytda
voi!
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Solmun 2/2024 tehtdvien ratkaisut

1. Frans jakoi suorakulmion yhdeksdksi nelicksi. Han
havaitsi, ettd yhden nelién pinta-ala on 64 cm?, kahden
nelién pinta-ala on 16 cm? ja muiden nelididen pinta-
ala on 4 cm?. Mika oli alkuperiisen suorakulmion piiri?

Ratkaisu. Alkuperiisen suorakulmion pinta-ala on yhté
suuri kuin nelididen yhteispinta-ala, joka on

64+2-16+6-4 =120 (cm?).

Nelididen sivujen pituudet ovat 8, 4 ja 2 senttimetria.
Koska nelididen sivujen pituudet ovat parillisia lukuja,
niin my6s suorakulmion sivujen pituudet ovat parilli-
sia lukuja. Luku 120 voidaan esittda kahden parillisen
luvun tulona neljélla eri tavalla:

120=2-60=4-30=6-20=10-12.

Néaistéd vain viimeinen tulo 10-12 on mahdollinen, koska
suurimman nelién sivujen pituudet ovat 8 cm ja néin
ollen suorakulmion molempien sivujen pituuksien on
oltava vahintd&n 8 cm. Suorakulmio, jonka sivujen pi-
tuudet ovat 10 cm ja 12 cm, voidaan jakaa vaadituiksi
nelidiksi kuten alla olevassa kuvassa on esitetty.

Néin ollen suorakulmion piiri on

2-(10 cm + 12 ¢cm) = 44 cm.

2. Piirretdén pieni tasasivuinen kolmio ja ympéaroidadn
se yhdella kerroksella samanlaisia pienid kolmioita niin,
ettd saadaan suurempi tasasivuinen kolmio alla olevan
kuvan mukaisesti. Ympéaroidddn sitten saatu suurem-
pi tasasivuinen kolmio vastaavasti yhdelld kerroksella
pienid kolmioita, jolloin saadaan vield suurempi tasasi-
vuinen kolmio (katso kuva), ja niin edelleen.

A

(a) Kuinka monta pientd kolmiota kolmannessa kol-
miossa on? (Kolmas kolmio on kuvassa oikealla.)

(b) Kuinka monta pientd kolmiota kahdennessakym-
menennessé kolmiossa on?

(¢) Kuinka monta pienté kolmiota n. kolmiossa on?

Ratkaisu. Saadun suuremman kolmion sivun pituus
kasvaa jokaisella askeleella 1 + 2 = 3 pituusyksikkoa
edellisestd kolmiosta (katso kuva).

(a) Kolmannen kolmion sivun pituus on niin ollen
142-3 = 7, jonka voi tarkistaa kuvasta. Tamé on myds
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pikkukolmiorivien lukumééré isossa kolmiossa. Alim-
malla rivilld on 746 = 13 pikkukolmiota, toisella rivil-
14 on 6 + 5 = 11 pikkukolmiota, kolmannella rivilla on
5+4 = 9 pikkukolmiota, neljannelld rivilli on 4+3 =7
pikkukolmiota, viidennell4 rivilld on 342 = 5 pikkukol-
miota, kuudennella rivilld on 2 + 1 = 3 pikkukolmio-
ta ja ylimmalld seitseménnelld rivilld on 1 pikkukol-
mio. Néin ollen kolmiossa on pikkukolmioita yhteensa
134+114+9+74+54+3+1=49.

(b) Kahdennenkymmenennen kolmion sivun pituus on
1419-3 = 58. Kohdan (a) ratkaisun ideaa seuraten ha-
vaitaan, ettd alimmalla rivilld on 58 4+ 57 = 115 pikku-
kolmiota, toisella rivilld on 57+ 56 = 113 pikkukolmio-
ta, jne. Isossa kolmiossa on néin ollen pikkukolmioita
yhteensé

58
1434 +115=>) (2k—1) =
k=1

58(1 + 115)

= 3364.
2

(¢) Seuraten kohtien (a) ja (b) ratkaisuja saadaan, etti
n. kolmion sivun pituus on 1+ (n —1) -3 = 3n — 2,
joka on myos pikkukolmiorivien lukuméara. Alimmalla
rivilld on (3n—2)+(3n—2—1) = 6n—>5 pikkukolmiota,
toisella rivilld on 3n —2—-1)+B3n—-2—-2)=6n—7
pikkukolmiota, jne. Isossa kolmiossa on néin ollen pik-
kukolmioita yhteensé

14+3+54---4(6n—"7)+ (6n—5)
3n—2

=S @k-1)= (3”_2)2(6”_4) = (3n - 2)%
k=1

3. Kimin piti ratkaista epayhtélo

4
xr— 2

> 5,

mutta han korvasi luvun 5 vahingossa toisella positiivi-
sella kokonaisluvulla. Han ratkaisi muuttuneen epéyh-
talon oikein ja sai ratkaisuksi 2 < z < 4. Milla positii-
visella kokonaisluvulla hén oli korvannut epéyhtalossé
luvun 57

Ratkaisu. Kun epédyhtélossé luku 5 korvataan positiivi-
sella kokonaisluvulla n, niin

4
>n>0,
T —2 n

joten z — 2 > 0. Néin ollen kertomalla epayhtélé puo-
littain luvulla z — 2 saadaan 4 > nx — 2n, joten

44 2n
>
n
Téasta seuraa, etté
4+ 2n
+ _4
n

koska epéyhtdlon ratkaisu on 2 < x < 4. Saadaan yh-
télo 4n = 4 4 2n, joten n = 2. Epdyhtalon
4

> 2
xr — 2

ratkaisu on 2 < z < 4.

4. Jaetaan positiivinen kokonaisluku n jokaisella lukua
n pienemmalld positiivisella kokonaisluvulla ja merki-
taan f(n):1la saatujen jakojadnnosten summaa. Esi-
merkiksi jaettaessa luku n = 5 luvuilla 1, 2, 3 ja
4 saadaan jakojadnnokset 0, 1, 2 ja 1, joten f(5) =
0+ 1+ 2+ 1= 4. Ratkaise yhtalo f(n) = n.

Ratkaisu. Havaitaan heti aluksi, ettd kun luku n jae-
taan sen puolikasta suuremmilla luvuilla, niin jakojaéan-
noés ei ole 0.

Tarkastellaan ensin tapausta n on parillinen. Tall6in
n = 2k, missd k € N. Jaettaessa n luvuilla k£ + 1,

k+2,..., n— 1 saadaan jakojadnnoksiksi luvut k& — 1,
k—2,...,1, joiden summa on
k-1D)4+(k-2)+---+1= k(kT_l)
Télle summalle péatee
M >n =2k < M >0,

2 2

kun k£ > 5. Nain ollen yhtalollda f(n) = n = 2k ei ole
ratkaisua, kun n > 10.

Tarkastellaan sitten tapausta n on pariton. T&ll6in
n = 2k 4+ 1, missé k € N. Jaettaessa n luvuilla k£ + 1,
k+2,..., n—1 saadaan jakojaannoksiksi luvut k, k—1,
k—2,...,1, joiden summa on

k(k + 1)

Bt (k=1 +(h=2) 4+ 1= =

Télle summalle péatee

@>2k+2>n:2k+1
—4 1
(k )2(k+ )>0)

kun k& > 4. Néin ollen yhtéalolld f(n) =n =2k + 1 ei
ole ratkaisua, kun n > 9.

Tarkastelun perusteella yhtalolla f(n) = n ei ole rat-
kaisua, kun n > 10, joten lasketaan f(n):n arvot, kun
n=1,2,...,10. Saadaan seuraava taulukko:

n [1]2[3[4[5]6]7[8] 9 |10
fmy (o011 [4[3[8[8]12]13

Taulukosta havaitaan, ettd yhtélon f(n) = n ainoa rat-
kaisu on n = 8.

5. Alypuhelimella pankkisovellukseen kirjautuminen
vaatii nelinumeroisen PIN-koodin. Turvallisuussyista
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numerot ilmestyvit eri kirjautumiskerroilla satunnai-
sesti puhelimen néytolle kohtiin, jotka nikyvét alla ole-
vassa kuvassa. Jokaisen numeroiden 0-9 erilaisen si-
joittelun todennékoisyys on sama. Alla olevassa kuvas-
sa on esitetty yksi mahdollinen numeroiden sijoittelu.
Kun PIN-koodi sisiltdéd neljd eri numeroa, niin miké
on todennékoéisyys, ettd kahdella perdkkaiselld kirjau-
tumiskerralla kdyttédjé jattda sormenjilkensd samoihin
kohtiin puhelimen naytolla?

6 1 4

\]
W 0 Ot
)

Ratkaisu. PIN-koodin luvut ovat eri lukuja ja ne voi-
vat sijoittua mihin tahansa kohtaan puhelimen naytolla
olevista paikoista. Nain ollen erilaisia mahdollisia luku-
jen sijoitteluja on 10! = 3628 800. Kun PIN-koodi syo6-
tetddn ensimmadisen kerran, niin ndytolla olevista pai-
koista madrdytyvit ne nelja kohtaa, joihin toisella kir-
jautumiskerralla PIN-koodin numeroiden pitda sijoit-
tua. Erilaisia mahdollisuuksia PIN-koodin neljan nu-
meron sijoittumiselle on 4! = 24. Loput kuusi numeroa
voivat sijoittua néytolla jéljelld oleviin kuuteen paik-
kaan 6! = 720 eri tavalla. Koska PIN-koodin neljan ja
muiden kuuden luvun sijoittumiset ovat toisistaan riip-
pumattomia, niin suotuisien tapausten lukumaéaéara on
24 - 720 = 17280. Néin ollen kysytty todennékéisyys

on 17280 1
3628800 210~ 00476

6. Erdan reaaliluvun ja sen kddnteisluvun summan ne-
li6 on 5.

(a) Mé&éarita kyseisen reaaliluvun nelion ja nelion kaéan-
teisluvun summa ratkaisematta itse reaalilukua.

(b) Maaritd kyseisen reaaliluvun kuution ja kuution
kadnteisluvun summa ratkaisematta itse reaalilu-
kua.

Ratkaisu. Merkitddn kyseistd reaalilukua x:114. Tar-
kistetaan ensin, ettd luku z on olemassa. Ehdosta

(x + %)2 = ) seuraa, etta
1 . 1
t+=-=+5 tai z+=-=—5.
x x

Néin ollen
[ \/533 +1=0

tai
acz—l—\/gac—i—1:07

joilla molemmilla on reaalisia ratkaisuja, koska kum-
mankin toisen asteen yhtélon diskriminantti D = 5 —
4 =1 on positiivinen.

(a) Koska
1\? 1 1 1
niin

1
’+ 5 =5-2=3.
X

(b) Koska kohdan (a) perusteella

$2+7:3,
niin
1 9 1
z+—|-3=lz+- |2+ 5
T
3 1
=T +73+$+*
T

Tésta seuraa, etté

1 3 1
r+—)-2=a"+ —,
x x

joten

1
3
0+ —= =
23

2V5 tai 2%+ % = —2V/5.

7. Annalla, Laurilla ja Tiinalla on jokaisella rahaa
omalla pankkitilillain enemméan kuin 100 euroa. Lau-
rilla on rahaa 35 prosenttia siitd mitd Annalla on ja
Tiinalla on rahaa 12/7 siitd mitd Laurilla on. Kuinka
paljon Annalla, Laurilla ja Tiinalla on yhteensi rahaa,
kun Tiinalla on 1011 euroa enemmén kuin Laurilla?

Ratkaisu. Merkitdan Annan rahaméaérad x, Laurin ra-
haméaaraa y ja Tiinan rahaméaraé z, jotka ovat kaikki
suurempia kuin 100. Laurin ja Tiinan rahoja koskevien
ehtojen perusteella
12
z= 7y ja z=1011 4y,

joten

12

—y= 1011 4+ y.

Tasta saadaan, etté
7
y = 1011 - 5= 1415,40

ja edelleen z = 1011,00 + 1415,40 = 2426,40. Laurin
ja Annan rahoja koskevan ehdon perusteella

0,35 =y = 1415,40,

joten
_ 1415,40

— 27 4044,00.
05 044,00
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Néin ollen kaikkien kolmen rahojen yhteisméérd on
4044,00 + 1415,40 + 2426,40 = 7 885,80 euroa.

8. Mikd on suurin mahdollinen sivujen lukumaéra
konveksissa monikulmiossa, jossa on tdsméilleen kolme
tylppda kulmaa? Anna esimerkki téllaisesta monikul-
miosta. Monikulmio on konveksi, jos minkd tahansa
kahden reunapisteen vélinen jana on kokonaan moni-
kulmion sisdlld. Kulma on tylppé, jos se on suurempi
kuin 90° ja pienempi kuin 180°. Vastaavasti kulma on
terdvé, jos se on pienempi kuin 90°.

Ratkaisu. Tiedetdan, ettd konveksin n-kulmion sisédkul-
mien summa on (n — 2) - 180°. Tehtévéssd vaadittu-
jen kolmen tylpan kulman summa on enemmén kuin
3-90° = 270°, mutta vihemmén kuin 3 - 180° = 540°.
Koska n-kulmion loput n — 3 kulmaa eivét ole tylppié,
niin ne ovat enintédéan 90°. Néin ollen

(n—2)-180° < 3-180° + (n — 3) - 90°,

joten 2(n —2) <n—34+6 =n+ 3, siis n < 7. Vaa-
ditunlaisen konveksin monikulmion suurin kulmien ja
nain ollen myos sivujen lukuméérd on téten 6.

Alla on esimerkki yhdesta tallaisesta konveksista kuusi-
kulmiosta, jonka kolme kulmaa ovat 90° ja kolme tylp-
paa kulmaa ovat 150°.

|

9. Suorakulmaisen kolmion muotoisen purjeen yldosas-
sa on vaaleanharmaa merkki, joka kertoo veneluokan.
Alla olevassa kuvassa MA + AC = CB + BM. Jos
BM =7 m ja CB =5 m, niin mikd on harmaan mer-
kin yldpuolelle jaévin kolmion korkeus?

Ratkaisu. Pythagoraan lauseen perusteella AB? +
CB? = AC?, joten (MA + 7)% + 5% = AC?. Toi-
saalta AC = (CB+ BM) — MA = 12 — M A, joten
ensimméisestii yhtdlostd saadaan (MA + 7)2 + 52 =
(12 — M A)2. Niin ollen MA? + 14MA + 49 + 25 =
144 — 24M A + M A2, josta saadaan 38MA = 70 ja
edelleen M A =70/38 ~ 1,84 m.

H

B C

10. Jussi sai joululahjaksi robotin, jonka toimintaa hian
kokeilee nelionmuotoisella matolla. Nelion sivujen pi-
tuudet ovat 4 metrid ja sen kulmat ovat jarjestyksessa
A, B, C' ja D. Nelion sisalld olevan pisteen P etdisyys
sivuista AB ja BC on tasan 1 metri. Robotti ldhtee
liikkeelle pisteestd P ja kulkee 2 metrid suoraan satun-
naiseen suuntaan pysédhtyen paikalleen. Miké on toden-
nékoisyys, ettd robotti padtyy ulos matolta?

Ratkaisu. Piirretddn tilanteesta kuva:

D 4 C
4 20 9, |4
2 Pl [
: < 1
\\ ,,’,2 1
]
A 4 B

Jos robotti pysahtyy pisteestd P kahden metrin paahan
kuvassa katkoviivalla piirretylle ympyréankaarelle, niin
se pysyy matolla. Muihin suuntiin 1dhtiessdédn robotti
paatyy ulos matolta. Lasketaan kuvassa a:lla merkit-
tyjen kulmien suuruus. Kulmille pitee cosa = 1/2, jo-
ten o = 60°. Nain ollen todennékoisyys, ettd robotti
paadtyy ulos matolta, on

2-60° +90°  210° 7
360° 3600 12

~ 0,583.

Léhde: K6MaL
Kaannos ja sovitus suomeksi: Mika Koskenoja
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Koagulaatio eli molekyylien

Petri Laarne
Viitoskirjatutkija, Helsingin yliopisto
https://www.nollakohta.fi

Kesdaamun ensimmadiset siteet lankeavat havumetsédn
ylle. Lyyrisempi henkil6 intoutuu kuvailemaan pyortei-
levéssa usvassa leijuvaa metsian tuoksua. Kemisti tyon-
td4 nanometriluokan mittalaitteensa sumuun ja toteaa,
ettei metsdn tuoksussa ole romantiikkaa vaan mono-
terpeeneji. Ja sitten matemaatikko kirjoittaa yhtalon,
joka punoo molekyylit runoksi.

Klimppeja ilmakehassa

Vaikka edeltévat henkilot ovatkin kuvitteellisia ja kau-
kaa haettuja, on tilanne tosi. Puiden uloshengityksessé
vapautuu hapen lisdksi pienid orgaanisia molekyyleja.
Ne paitsi luovat metsan tuoksun, myos torméilevit toi-
siinsa ja reagoivat auringonvalon kanssa.

Osa naistd molekyyleistd kasautuu yhteen isommik-
si klimpeiksi, joiden ympérille voi tiivistyd vesipisara.
Puhdas vesihdyry ei nimittdin tiivisty kovin helposti
vaan tarvitsee jonkin epdpuhtauden, jonka ympérille
kerddntyd. Osa pisaroista kohoaa muodostamaan pil-
vid, jotka heijastavat auringon valoa avaruuteen.

Ei ole vield sataprosenttisen selvaé, miten suuri koko-
naisvaikutus juuri puista peraisin olevilla molekyyleilla
on ilmastoon. Rooli on vaikeasti tutkittava muttei mer-
kitykseton. Siind selvitystyossd suomalaiset ilmakeha-
tutkijat ovat kuitenkin olleet jo vuosikymmenid maa-
ilman huippua. Mai Allon kirja [1] kertoo kohokohdat
siitd tarinasta.

kokoontumisajot

Tama ei kuitenkaan ole Fysiikkalehti Solmu eika Ilma-
kemialehti Solmu. Miten matemaatikko alkaisi tutkia
puiden tuoksun klimppiytymistd? Miké olisi yksinker-
taisin malli, jossa jo ndhtéisiin kiinnostavia ilmi6ita?
Pyorteilevit ilmavirtaukset ja kemialliset reaktiot kuu-
luvat vasta seuraavaan tai sitd seuraavaan versioon.

Kokoontumisen yhtalo

Seuraavaa mallia yksinkertaisemmaksi on paha pistéas:
molekyylit ovat palleroita, joiden kokoa kuvaa luku =x.
Jokaisella ajanhetkelld on jokin todennakdisyys sille,
etta kokoja x ja y olevat pallerot yhdistyvat kokoa x+y
olevaksi palleroksi.

Tata todennakoisyyttda merkitdan luvulla K. Tehtavé-
né olisi ratkaista f(x,t): funktio, joka kertoo kokoa x
olevien pallojen lukumé&arédn ajanhetkelld ¢. Jatetdan
téssd médritteleméttd kokojen, lukuméirien ja aikojen
yksikot — tulkinta olkoon fyysikoiden ongelma.

Funktio f toteuttaa yhtdlon
fz,t+1) = f(x,t) + muutos.
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Kuwva 1: Simulaatio, jossa K = 0,1 ja alkutila koostuu 1 yksikdstd kokoa 1 olevia hiukkasia. Hiukkasten lukumddra
vdhenee ajan kuluessa, mutta kokonaismassa pysyy samana.

Muutostermi koostuu kahdesta osasta. Ensinnékin ko-
koa x olevia palleroita muodostuu, kun kokoa z ja x — z
olevat pallot yhdistyvét toisiinsa:

z—1
ZKf(Z,t)f(SE - th)'

Tassa siis kdydasdn lapi kaikki mahdolliset koot z vélil-
td 1...(x—1) ja katsotaan, kuinka monta yhdistymista
tapahtuu. Se riippuu seké luvusta K ettd z- ja (v — z)-
kokoisten pallojen madréstéa edeltavalla ajanhetkella.

Lisdksi tarvitaan termi palleroiden hdvidmiselle. Ko-
koa x olevia palloja katoaa, kun (x + w)-kokoisia pallo-
ja syntyy. Summataan kaikkien téllaisten tapahtumien

yli:
w=1

Taméa termi pitdd vield kertoa kahdella, koska yhden
pallon syntyminen vaatii kahden pallon h&vidmisen.
(Haviamistermissd on toinenkin summa, jossa x ja w
vain ovat toisin pdin. Muuttujien nimet eivit vaikuta
summan arvoon, joten riittaa kertoa kahdella.)

Kaiken kaikkiaan yhtéloksi saadaan siis

r—1

[l t+1) = f,0) + Y Kf(z0)f(x—21)

—2f(£b,t) Z Kf(wat)

Tamé on nappéard muoto yhtélolle, koska se on kuin
luotu simulaation ohjelmointiin. Tehd&én taulukko ko-
koa 1,..., N olevien hiukkasten lukumaéérille ja kirja-
taan siihen alkutilanne. Sitten ylla olevalla kaavalla voi-
daan luoda uusi taulukko seuraavan ajanhetken tilasta,
ja niin edelleen. Esimerkki tésté 16ytyy kuvasta 1.

Harjoitustehtavd ohjelmointitaitoiselle. Téssa
kohtaa voit pysdhtyd tekemdén oman simulaatiosi.

Kuvasta 1 ndkyy hyvin, kuinka hiukkasten kokonais-
maara alkaa pienentyéd. Niiden kokonaismassa kuiten-
kin sdilyy koko ajan samana... tiettyyn rajaan asti.
Ennen pitkéda osa syntyvistéd hiukkasista on suurempia
kuin N, ja siind kohtaa ne eivit enéé tallennu tauluk-
koon. Kyseessd on siis simulaatiosta aiheutuva virhe.

Tama ei kuitenkaan ole kiytdnndssd ongelma. Fysiikan
lait pitdvat huolen siité, ettd ilmakehéssd ei pahem-
min leijaile kahden tonnin painoisia hiukkasia. Paino-
voimasta aiheutuva luonnollinen poistuma pitaisi lisdta
yhtaloon, mutta simulaatioon se tulee itsestaan “kau-
pan péaalle”.

Lisaa hiukkasia!

Kesdaamuna tuoksuaan sumuttavat puut sen sijaan
puuttuvat vield. Lisdtdan yhtaloon funktio h(x), joka
kertoo montako x-kokoista hiukkasta lisdtédan simulaa-
tioon aikayksikkod kohden. Yhtélo on siis

ot =f ) + 3K f () flr— 2.1)

—2f(x,t) Y K f(w,t) + h(z).

w=1

Kuvassa 2 on muokattu kuvan 1 simulaatiota niin, etta
1-kokoisia hiukkasia syntyy koko ajan hieman liséa.

Harjoitustehtava. Lisdd simulaatioosi ldhdetermi.
Osapuilleen kuinka monen aika-askelen jialkeen simu-
laatio on ldhella tasapainoa?

Jatkuvaa toimintaa

On vield yksi pieni hienosdito, joka kannattaa tehda.
Todellisuudessa molekyylit eivit vahtaa kelloa ja sulau-
du tdsmalleen viisarin vardhtédessé. Prosessi on jatkuva,
miké tarkoittaa derivaatoista puhumista. Paattelyketju
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t=100

1.0 4 -

0.8 A -

0.6 -

0.2 + -

0-0 T T T T
0 5 10 0

5

10 0 5 10

Kuva 2: Edelliseen simulaatioon on lisatty lahdetermi h(1) = 0,2 ja h(z) = 0 muulloin. Pitkin ajan kuluessa
hiukkasten syntyminen ja yhdistyminen saavuttavat tasapainon, jossa kuvaaja ei endd muutu.

pysyy samana, mutta funktiolle f saadaan niin sanottu
differentiaaliyhtalo

Df(e,t) = SO K (o) - 2,0)
z=1

- Qf(x’t) Z Kf(wvt) + h(x)a

w=1
jossa derivaatta otetaan muuttujan ¢ suhteen.

T&alla on suuri vaikutus tuloksiin. Kuvan 1 kohdassa
t = 1 kaikki hiukkaset ovat joko kokoa 1 tai 2, silla yh-
dessé aikahypyssé ehtii tapahtua vain yksi sulautumi-
nen. Derivaatan myo6téd ilmestyy muitakin kokoja: voi
kdyda vaikka niin, ettd tapahtuu kaksi 1 +1 — 2 -
sulautumista ajanhetkilld ¢ = 0,23 ja t = 0,59, ja sitten
saadaankin jo 2 + 2 — 4 -sulautuminen, kun ¢ = 0,92.

Simulaation kirjoittajalle derivaattoihin siirtyminen
tarkoittaa, ettd laskukaavaan tehddan pieni muutos:

f(z;t+0,01) = f(x;t) + 0,01 - muutostermit.

Téssa siis arvioidaan derivaattaa sekantin kulmakertoi-
mella. Mitd pienemmaélla luvulla 0,01 korvataan, sitd
tarkempi simulaatio saadaan, mutta tarvitaan enem-
mén laskukierroksia yhta aikayksikkoa kohti.

Laskutapaa kutsutaan FEulerin menetelmdksi, ja se on
helpoin numeerinen tapa ratkoa differentiaaliyhtéloité.
Joissakin tapauksissa se on kuitenkin epatarkka, koska
derivaatan arvioinnista syntyvét virheet alkavat kertya
ja kasvaa korkoa. (Liian pienilld luvuilla tietokoneen
tarkkuus ei kuitenkaan riita laskuihin, joten téssé tay-
tyy loytaa hyva tasapaino.)

Hieman (epé)realismia peliin

Naiden parannusten myotd kasassa on simulaatio,
joka... on edelleen hyvin kaukana todellisuudesta.
Klimppiytymistahdin kuvaaminen luvulla K nimittéin

on tédssd yhteydesséd lilan suuri helpotus. Se vaittaa,
ettd pienet molekyylit kokevat torméyksid ihan yhtéa
usein kuin suuret. Oikeasti koolla on kuitenkin valia.

Pikkaisen parempi idea olisi ottaa esimerkiksi
K(z,y) =z +y tai K(z,y) = zy.

Talloin klimppejd muodostuu sitd herkemmin, mita
isompia osapuolet x ja y ovat.

Talld on valtava vaikutus tasapainotilaan (Kuva 3).
Etenkin zy-funktio tarkoittaa, ettd 2 + 2 — 4 -
yvhdistymisid tapahtuu neljd kertaa niin usein kuin
1+ 1 — 2 -yhdistymisié. Jos neljélld ykkoéskoon hiuk-
kasella menee sekunti yhdistyd kahdeksi kakkoskoon
hiukkaseksi, niin ndmé kaksi yhdistyvét edelleen puo-
lessa sekunnissa. Jokainen askel tapahtuu edeltavaé no-
peammin, ja kdy kuin ydinrdjahdyksessa.

Simulaatiossa oli vikana, ettd isot hiukkaset katoavat
simulaation ulkopuolelle. Mutta zy-funktion kohdalla
niin tapahtuu ilmankin simulaatiota. Lyhyelld mutta
tekniselld laskulla ndhdéén, ettd jonkin ajan kuluttua
massaa alkaa kadota osaksi yhtd “dérettoméan suurta”
hiukkasta.

Fysiikan kannalta tdmé on tietenkin jarjetontd. Mate-
maattinen malli sanoo, ettd vaikkapa 0,0004328 hiuk-
kasta painaa tonnin. Néin ddrimmaéisessd mallissa silla
alkaa olla vélia, etté oikeasti hiukkasten lukuméara on
kokonaisluku.

Mité siis opitaan? Malli K = 1 on toimiva mutta epé-
realistinen. Malli K = zxy hajottaa jopa matemaattisen
teorian. Totuuden téaytyy olla jossakin néiden vélissé.

Ilmakehén fysiikan kannalta realistinen malli on esi-
merkiksi

K(z,y) = (@3 +y7 /%) (@ +y/3).

Taman valinnan perustelua ei ole ihan niin yksinker-
taista selittdd, mutta ideana on ajatella molekyyleja
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K(x,y)=0,1

K(x,y)=0,1(x+y)

K(x,y)=0,1xy

0 5 10 15 0 5

10 15 0 5 10 15

Kuva 3: Ndissd tasapainotiloissa lihdetermi on h(x) = 0,2 kun x = 1 tai 2 ja muulloin h(z) = 0. Funktio K
vaikuttaa sithen, kuinka jyrkdsti hiukkasmddrd laskee koon funktiona. Vasemmassa kuvassa pidosa massasta on
pienissd hiukkasissa. Oikeanpuoleisessa taas massaa on hyvin raskaissa hiukkasissa, joita on vahemmdn. Kuvien
y-akselit ovat eri asteikoilla, jotta muotojen ero ndkyisi selvemmin.

— nyt konkreettisesti — palloina, jotka liikkuvat satun-
naisiin suuntiin. Kaava perustuu arvioon sille, kuinka
usein eri kokoiset pallot térméaévat toisiinsa.

Harjoitustehtavi. Miten simulaatiosi tuottama tasa-
painotila muuttuu, kun valitaan K(z,y) = (ay)® eri-
laisille luvuille a?

Kohti seuraavaa versiota

Tutkimamme yhtdlé on nimetty puolalaisen fyysikko
Marian Smoluchowskin (1872-1917) mukaan. Hén oli
Einsteinin ja muiden ohella rakentamassa modernin fy-
sitkan perusteoriaa.

Hieno juttu yhtélossd on, ettd se ei ole mitenkéddn
sidottu ilmakehéssd tapahtuviin juttuihin. Funktiota
K vaihtamalla voidaan mallintaa monenlaisia ilmi6itéa:
yhtené esimerkkiné vaikkapa kalaparvia.

Mitéa yhtaloon pitéisi lisdtd seuraavaksi?

Simulaatioon tuli kaupan péélle isojen hiukkasten pois-
tuminen pelistd. Oikeasti ilmakehétieteissa tatd mallin-
netaan painovoimalla: kaikenkokoisia hiukkasia putoaa
maahan, mutta isot hiukkaset putoavat nopeammin.

Toinen tarkeé lisdys on, ettd hiukkaset voivat sulautu-
misen lisdksi hajota. Halkeamiset voidaan lisdté yhté-
166n samanlaisella paéttelylla kuin sulautumiset, ja se
muuttaa tasapainotilaa merkittavésti.

Puiden hengitys noudattaa vuorokausirytmié, joten
ldhdetermi saattaa vaihdella ajan mukaan. Miten nyt
edes méidritellddn “tasapaino” ja miten yollinen tauko
vaikuttaa hiukkasten kokojakaumaan?

Enté jos molekyylit eivit olekaan palloja? Eradét tuttu-
ni Bonnin yliopistossa Saksassa ovat tutkineet malleja,
joissa molekyylit klimppiytyvat ketjuiksi. Namé ketjut

laskostuvat pikku hiljaa lahemmaéas pallon muotoa. Tor-
maysten madra riippuu molekyylin pinta-alasta, joten
ketjut tormailevét toisiinsa useammin kuin pallot.

Teimme alussa my6s oletuksen, etté kaikki pallot koos-
tuvat vain yhdestéd aineesta. Oikeasti toki niin ei ole.
Mité jos eri aineita vapautuu ilmakehdan eri suhteis-
sa? Kuinka suuri osa klimpeistd poikkeaa koostumuk-
seltaan keskimé&ardisestd? Tahdn kysymykseen saatiin
matemaattinen vastaus vasta muutama vuosi sitten, ja
projektissa oli mukana myd6s helsinkildisia tutkijoita.

Saattaa kuulostaa oudolta, ettd nédinkin yksinkertaiset
kysymykset ovat yhé aktiivisen tutkimuksen kohteena.
Syitd on kaksi: Smoluchowskin yhtélé on aika kapea-
alainen, joten melko harva matemaatikko tyoskentelee
sen parissa. Toisekseen on helppoa kirjoittaa koodin-
patké, joka simuloi yhté erityistapausta. Fyysikoille se
usein riittaakin.

Mutta miten todistaa jotain, joka patee koko joukolle
K-funktioita? Milla oletuksilla funktion valintaa pitdé
rajoittaa, jotta saadaan jarkevid tuloksia? Matikka an-
taa rajat sille, miten pitkélle fysikaalista teoriaa voi
turvallisesti venyttaa.

Yksinkertaistetut simulaatiot auttavat ymmaértamaén,
miten monimutkaiset systeemit toimivat. Sen jélkeen
matemaatikot voidaan paastéda irti.

Kirjoittaja kiittaa Aleksis Vuoksenmaata kommenteista
mutta pitdd kunnian mahdollisista virheistd itsellddn.

Viitteet

[1] Mai Allo (2021). Uusiin sfidreihin. Gaudeamus.
Laajennettu versio kirjasta Yhdessd ilmakehdssd
(Suomalaisen kirjallisuuden seura, 2016).
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Matematiikkadiplomit vuonna 2024

Marjatta Nddatanen

Vuonna 2024 diplomeihin tuli suunnilleen sama méaéra
vastauspyyntoja kuin vuonna 2023, 379 vastauspyyn-
toa 99 paikkakunnalta, jotka olivat:

Akaa, Asikkala, Bryssel (Belgia), Espoo, Forssa, Haa-~
pajirvi, Haapavesi, Halsua, Hamina, Heinola, Helsin-
ki, Hollola, Hyvink#dd, Hameenkyrt, Hameenlinna, Il-
majoki, Inkoo, Janakkala, Joensuu, Jokioinen, Joutsa,
Jyvaskyla, Jamsa, Jarvenpad, Kaarina, Kajaani, Kan-
gasala, Kauhajoki, Kauniainen, Kaustinen, Kempele,
Kerava, Kirkkonummi, Kittila, Kokkola, KoskiTI, Kou-
vola, Kuopio, Lahti, Lapinlahti, Lappajarvi, Lappeen-
ranta, Lapua, Laukaa, Lempé&élé, Lieto, Liminka, Lipe-
ri, Lohja, Loimaa, Lumijoki, Malaga (Espanja), Mikke-
li, Muonio, Mustasaari, Muurame, Méantséla, Mantta-
Vilppula, Naantali, Nakkila, Nivala, Nokia, Nurmijar-
vi, Orimattila, Oulu, Pieksédméki, Pirkkala, Pornainen,
Porvoo, Pudasjarvi, Palkdne, Raahe, Raisio, Rauma,
Riihiméki, Rovaniemi, Ruokolahti, Sastamala, Savitai-
pale, Savonlinna, Siikajoki, Siilinjarvi, Sodankyld, So-
mero, Sotkamo, Tampere, Toholampi, Turku, Tuusula,
Tyrnévé, Ulvila, Upplands Vésby (Ruotsi), Vaasa, Val-
keakoski, Vantaa, Varkaus, Vihti, Ylivieska, Y1ojarvi.

Laaja-alaisiin tehtavéipaketteihin tuli kolme vastaus-
pyyntoa nailtd paikkakunnilta: Janakkala, Oulu, Tur-
ku.

Sitd, miten moni oppilas tekee diplomitehtavia, ndma

luvut eivat kerro. Koululla voi olla entuudestaan jol-
lain opettajalla ratkaisuja, eikéd uusia tarvitse pyytéaa,
tai samalta koululta voivat useammat opettajat pyy-
taa ratkaisuja. Opettajat myos kayttavat diplomeja eri
tavoin: Tehtdvia voi kayttda koko luokalla, kerhossa,
kotitehtédvind, joidenkin oppilaiden ylospéin eriyttéami-
seen tai aikaisemman kertaamiseen.

Runsaan kuvituksen, pienen sanaston ja Solmusta 16y-
tyvan englantia kayttédvan sanakirjan avulla diplomeis-
ta voi olla kotimaassa apua niille, joiden on tarpeen
oppia ja harjoittaa suomea.

Vastauspyynnoistéd nékyy, ettd tieto diplomeista on le-
vinnyt suomalaisiin kouluihin ulkomailla:

- Eurooppalainen koulu Brussels II (Woluwe), opetusta
yvhdeksilld kielelld, joista yksi on suomi (Belgia)

- Aurinkorannikon suomalainen koulu (Espanja)
- Sverigefinska skolan i Upplands Véasby (Ruotsi)

Palautetta olen tédnd vuonna saanut tuttavilta. 7-
vuotias poika innostui tehtdvéit ratkaistuaan riemuun
asti ja pari vuotta vanhempi veli, joka on suhtautunut
léksyihin varsin torjuvasti, on vastahakoisesti myonté-
nyt alkaneensa tuntea jopa kiinnostusta matematiikan
tehtavien tarjoamaan alylliseen ponnisteluun.
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Hypo- ja episykloidit

Pekka Alestalo
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos
Aalto-yliopisto

Johdanto

T&ma kirjoitus on jatkoa aikaisemmin Solmu-lehdessa
ilmestyneeseen kirjoitukseeni [1] sykloidista. Siiné esi-
tettyjé asioita ei juurikaan tarvita tdssi, mutta tietysti
helpomman tapauksen késittely taustoittaa ja motivoi
hankalampia tutkimuksia.

SAT eli Scholastic Aptitude Test on erds tunne-
tuimmista tasokokeista, koska sitd kéytetddn laajas-
ti college-valintakokeena Yhdysvalloissa. Vuoden 1982
matematiikan kokeessa oli tehtédvé, joka lyhennettyna
kuuluu néin:

Tehtava 1. Kuinka monta kierrosta 1-sateinen kolik-
ko tekee, kun sitd vieritetddn yhden kerran 3-siteisen
kolikon ympaéri?

Vastausvaihtoehdot olivat 3/2; 3, 6, 9/2 ja 9. Lukija
voinee pysahtya hetkeksi miettiméén, miké vastauksis-
ta on oikea, tai kokeilemaan asiaa sopivankokoisilla ym-
pyralevyilla; valitettavasti euro-kolikoista ei saada vas-
taavaa siteiden suhdetta 3 : 1. Tadhén kysymykseen pa-
lataan kirjoituksen lopussa.

Sykloidit

Tavallisessa sykloidissa ympyra vierii suoraa pitkin ja
sen kehalla oleva piste piirtaé sykloidin. Hyposykloidis-

sa ympyra vierii suuremman ympyran sisdpuolta pit-
kin ja episykloidissa ulkopuolta pitkin kuten kuvissa.
Molempia (tai ainakin kulmat pyoristavia approksi-
maatioita) voi piirtdd myos késin paperille Spirograph-
nimisell4 laitteella.

Keskenerdinen neproidi

Keskenerdinen astroidi
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Animaatioihin voi tutustua Wikipedian sivuilla [2] ja
[3]-

Yksinkertaisimmat episykloidit ovat nimeltaén kardioi-
di ja neproidi (munuaiskéyrd), joissa siteiden suhteet
(alla R/r) ovat 1 : 1 ja 2 : 1. Kardioidi on erityisen
mielenkiintoinen sen vuoksi, ettéd se esiintyy ns. Man-
delbrotin joukon keskiosassa, katso esimerkiksi [4].

kardioidi ja neproidi

Vastaavasti hyposykloideja ovat deltoidi, astroidi, pen-
toidi ja eksoidi', joissa sdteiden suhde kasvaa arvosta
3 arvoon 6. Suhteen arvolla 1 : 1 py6riminen ei onnis-
tu sisdpuolella ja 2 : 1 on hyposykloidin (mielenkiin-
toinen) erikoistapaus, joka surkastuu pelkéksi janaksi
(Cardanon ympyré).

deltoidi ja asteroidi

pentoidi ja eksoidsi

Hyposykloidin kaavat

Seuraavassa kasitelldidn tarkemmin vain hyposykloide-
ja; episykloidit ovat matemaattisesti hyvin samanlaisia.

Tarkastellaan siis tilannetta, jossa R-séteisen origokes-
kisen ympyrén sisilld on pienempi r-sdteinen ympy-
rd. Alkutilanteessa ympyrét sivuavat toisiaan pistees-
sé (R,0) ja pieni ympyré alkaa vierid suuremman ke-
h&a pitkin niin, ettd sivuamispiste liikkuu vastapéi-
vadn. Hyposykloidin piirtdd se pienen ympyrén piste,
joka oli aluksi pisteessi (R, 0).

Hyposykloidin konstruktio.

Kuvassa hyposykloidin piirtdva piste on merkitty sini-
selld. Punaisen ja sinisen pisteviivan pituudet ovat vie-
rimisehdon perusteella yhtdsuuret ja sininen katkoviiva
esittéa sitd hyposykloidin osaa, joka on vield piirtamat-
ta.

Valitaan muuttujaksi kuvaan merkityn ison ympyran
sektorin keskuskulma «, jota rajoittavat alkutilaan ja
uuteen sivuamispisteeseen piirretyt sateet. Pienen ym-
pyrédn keskipiste on silloin kohdassa

{x =(R—r)cosa

y=(R—r)sina.

Kulma « ei ole kuitenkaan sama kuin pienen ympy-
ran kiertymiskulma keskipisteensé suhteen?, vaan oi-
kea kiertokulma on kuvioon merkitty ¢. Vierimisehdon
perusteella pisteviivoitetut ympyran kaaret ovat yhta
pitkét, joten

aR = (p+a)r.

Néin ollen pienen ympyrin kiertokulma sen keskipis-
teen ympari on
R—7r
r
Koska pieni ympyra kiertyy myotapaivaan, saadaan si-
nisen pisteen koordinaateiksi (pienen ympyrin keski-
pisteen suhteen)

¢ = a. (1)

{x = rcos(—y) = rcos(p)
y =rsin(—p) = —rsin(p).

Yhdistamalld keskipisteen liike ja pyoriminen toisiin-
sa (eli laskemalla koordinaatit yhteen) sekd kayttamal-
14 kulmien vélistd yhteyttéa (1) saadaan sinisen pisteen
paikka origon suhteen:

{x = (R—r)cosa+rcos (ELa)
—r

y=(R—r)sina —rsin (£="a).

1Kaksi viimeistéd ovat kirjoittajan omia kddnnoksid. Englannin ’exoid’ voisi olla my6s heksoidi.

2Kulma o on pienen ympyrin kiertokulma, jos kyseesss olisi liukuminen eiké vieriminen.
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Kun valitaan r» = 1 ja merkitddn R = n, saadaan hie-
man tavallisemmat ja mukavamman nékoiset kaavat

Da)
Da).

Tamé on hyposykloidin parametriesitys, jota kéytté-
maélld kaikki tdmén kirjoituksen hyposykloidikuvat on
piirretty (Maple-ohjelman avulla).

B (2)

x=(n—1)cosa+ cos((n
y=(n—1)sina —sin((n

Muut parametrit ja jaksollisuus

Ympyroiden sdteiden suhteen merkintd n = R/r > 0
viittaa kokonaislukuun, joka onkin tilanne kaikissa ai-
kaisemmissa kuvissa. Téll6in sininen piste palaa yhden
kierroksen 0 < «a < 27 jilkeen alkukohtaansa (n,0)
ja sen liike on jaksollista. Naisséd hyposykloideissa on
tdsmélleen n kappletta terdvid kulmia, joissa sininen
piste koskettaa isoa ympyrédd. Toisaalta ainoa valtta-
méton vaatimus on se, ettd suhde n > 1 on reaaliluku.
Talloin tulee vastaan kaksi erilaista tapausta, joiden
tutkiminen jatetadn harjoitustehtaviksi.

Tehtiva 2. Oletetaan, ettd n = p/q > 1 on supiste-
tussa muodossa oleva rationaaliluku, muttei kokonais-
luku. Osoita, ettd vastaava hyposykloidi on jaksollinen
ja selvitd sen karkien lukumédrdn ja jakson pituuden
(kulman « suhteen) riippuvuus luvuista p ja g.

Hyposykloidi tapauksessa n = 5/3.

Hyposykloidi tapauksessa n = 20/7.

Tehtévi 3. a) Oletetaan, ettd n > 1 on irrationaalilu-
ku. Osoita, ettei vastaava hyposykloidi ole jaksollinen.
b) (Vaikea tai mahdoton pelkilld lukiotiedoilla?) Osoi-
ta, ettd a-kohdan tapauksessa vastaava hyposykloidi
tayttad n- ja (n—1)-sateisten ymyroiden valisen rengas-
alueen seuraavassa mielessé: Jos valitaan miké tahansa
rengasalueen piste P ja luku e > 0, niin on olemassa sel-
lainen hyposykloidin piste H, jonka etéisyys pisteesté
P on pienempi kuin €. (Huomaa: Tamé ei tarkoita sit4,
ettd hyposykloidi kulkee jokaisen rengasalueen pisteen
kautta.)

Sata hyposykloidin kierrosta parametrin arvolla n = 7.

Kaytannon sovellus

Total Recall -elokuvan uudelleenfilmatisoinnissa (v.
2012) matkustetaan Maan lépi kaivettua tunnelia pit-
kin pelkdstdan painovoiman avulla [5]. Jos reitin paéte-
pisteet ovat Maan vastakkaisilla puolilla (antipodipis-
teet), niin nopein tunneli kulkee suoraan Maan keski-
pisteen kautta. Muissa tapauksissa nopein tunneli on
sopivan hyposykloidin kaari Maan keskipisteen kautta
kulkevassa tasossa. Hyposykloidi ratkaisee siis pallol-
la saman minimointiongelman kuin tavallinen sykloidi
homogeenisessa painovoimakentéssé (katso viitteen [1]
loppuosa).

Viitteessa [6] on joitakin asiaan liittyvié selityksid, mut-
ta perustelut menevit kauas lukiomatematiikan ulko-
puolelle.

Episykloidin kaavat

Mainitaan vield, ettd episykloidin kaavat eroavat hy-
posykloidin kaavoista (2) vain muutamilla etumerkkien
vaihdoilla:

{x =(n+1)cosa—cos((n+1)a) 3)

y=(n+1)sina—sin((n + 1)a).

Tastéa padstadnkin lopuksi SAT-tehtavadn, vaikkei sen
ratkaisussa mitddn kaavoja tarvitakaan.
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Tehtavan 1 vastaus

Alussa mainittu SAT-tehtava tuli kuuluisaksi siita, etta
mikdédn annetuista vaihtoehdoista ei ole oikea. Osa ko-
keeseen osallistujista huomasi tdméan, muttei pystynyt
vastaamaan puuttuvaa oikeaa vaihtoehtoa, joka on 4.
Yleisin vastaus oli 3, johon pédityy ajattelemalla ym-
pyrian kaarenpituuden kaavaa p = 2w side; ts. kaa-
renpituus on suoraan verrannollinen sidteeseen. Tehté-
vaa ei voi kuitenkaan ratkaista pelkkia kaarenpituuksia
vertaamalla, koska vierimisalusta ei ole suoraviivainen:
isompi ympyré “kaareutuu alta pois” ja sen vuoksi vie-
rimiseen tarvitaan yksi pienen ympyran kierros enem-
mén! Asialle voi (ainakin jilkikéteen...) keksid usei-
ta intuitiivisia selityksié ja helpoin kokeilu on kahdella
samankokoisella kolikolla eli kardioidin tapauksessa®:
vierimiseen tarvitaan kaksi kierrosta yhden sijaan. Y1-
14 mainituissa episykloidin kaavoissa kertoimen n + 1
osa +1 liittyy juuri tdhédn ilmiéén. Vastaavasti hypo-
sykloidin pyorimiseen tarvitaan yksi kierros vihemman
vastaan kaareutuvan alustan vuoksi. Tamakin néakyy
kaavojen kertoimissa n — 1.

Aiheesta lisdd viitteessd [7] ja erinomaisella YouTube-
videolla [8]. Sen loppupuolella selitetdén myos, miten
tdméa tehtdva liittyy tdhti- ja aurinkovuorokausien pi-
tuuksiin [9].

Viitteet

[1] https://matematiikkalehtisolmu.fi/2021/2/
sykloidi.pdf

[2] https://fi.wikipedia.org/wiki/Episykloidi

[3] https://fi.wikipedia.org/wiki/Hyposykloidi

[4] https://fi.wikipedia.org/wiki/
Mandelbrotin_joukko

[5] https://fi.wikipedia.org/wiki/Total_
Recall_(vuoden_2012_elokuva)

[6] https://mathworld.wolfram.com/
SpherewithTunnel.html

[7] https://www.scientificamerican.com/
article/the-sat-problem-that-everybody-
got-wrong/

[8] https://www.youtube.com/watch?v=FUHkTs-
Iptg

[9] https://fi.wikipedia.org/wiki/Vuorokausi

Korjaus: Edelliseen sykloidia késitelleeseen kirjoituk-
seeni [1] oli jadnyt ik&vé painovirhe. Toisen sivun oikean
palstan ylhdalld olevassa kaavassa

{x = Rcos(—(vt/R — 7/2)) = —Rsin(vt/R)
y = Rsin(—(vt/R — 7/2)) = —Rcos(vt/R)

ei pidé olla sulkuja sinin ja kosinin sisélla, vaan oikeat
lausekkeet ovat

x = Rcos(—vt/R — n/2) = —Rsin(vt/R)
y = Rsin(—vt/R — 7/2) = —Rcos(vt/R).

Alkuperdisen mukaan hetkelld ¢ = 0 kulman arvoksi
saadaan —(—m/2) = /2, joka vastaa ympyrin ylintd
kohtaa, vaikka tarkoitus on ldhteé liikkeelle alhaalta.

Kiitokset korjauksesta erdélle Aalto-yliopiston opiske-
lijalle, joka huomautti asiasta luentoesimerkin yhtey-
dessa.

3Pahvista leikattujen ympyrilevyjen vililld on kolikoita suurempi kitka ja koe on helpompi toteuttaa.
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Transkendenttimitalle helppo arvio

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Helsingin yliopisto

Lukua kutsutaan algebralliseksi, jos se on jonkun koko-
naislukukertoimisen polynomin juuri. Esimerkiksi siis
V2 on irrationaalinen, mutta algebrallinen, silli se to-
teuttaa yhtélon 2 — 2 = 0. Lukua kutsutaan transken-
denttiseksi, jos se ei ole minkéén kokonaislukukertoimi-
sen polynomin juuri. Esimerkiksi e ja 7 ovat transken-
denttisia. Yleisesti ottaen luvun osoittaminen transken-
denttiseksi on haastavaa. Tahén on joitakin poikkeuk-
sia: Liuoville luku ¢ on suoraviivainen osoittaa trans-
kendenttiseksi. Menetelméé voi varioida myts muiden
samankaltaisten lukujen késittelemiseen. Taté on kési-
telty aiemmin esimerkiksi Solmussa [1]. Aiheesta 16ytyy
my6s monista muista lahteista.

Kuitenkin jos jonkun luvun ¢ tiedetddn olevan
transkendenttinen, niin tiedetddn varmasti, ettd jos
Ao> A1, ---,An ovat kokonaislukuja, joista kaikki eivét
ole nollia, niin

|)\n£n + )\nflgn_l + -+ )\15 + )\O| 7é 0.

Hyva kysymys onkin: miten ldhelle nollaa voidaan
paasta? Taméin kysymyksen avulla saadaan transken-
denttimitta. Kirjoitetaan aluksi:

1
[An€™ + Ano1€771 e M+ Do| >

missi H > max{|\;| : 1 <14 < n}. Huomaa, ettd lu-
vun H madritelméstd on suljettu pois kerroin A\g. Nyt
kysymys on siis siitd, miten suuri tai pieni r voi olla.

Nopeasti juolahtaa mieleen, ettd luvun r koon on rii-
puttava ainakin luvusta n.

Mité tahansa funktiota, joka on suurempi kuin luvun
r infimum, kutsutaan luvun & transkendenttimitaksi.
Tamaé funktio riippuu parametreista n ja H.

Tamén tekstin tarkoitus ei ole antaa erityisen tark-
kaa arviota transkendenttimitalle, vaan todistaa laatik-
koperiaatteen avulla yksinkertainen arvio, joka kertoo
sen, miten ldhelle nollaa varmasti ainakin paastaan.

Yliraja transkendenttimitalle

Téssé osiossa on tarkoitus osoittaa lausekkeelle tietty
ylaraja, eli ainakin osoittaa, miten ldhelle nollaa voi
helposti paasta.

Lause Kun H ja n ovat positiivisia kokonaisluku-
ja, niin on varmasti olemassa kokonaislukukertoimet

[A1l, ]| A2l, -+, [An] < H ja kokonaisluku Ag, jolla

1
A€+ A2 Mg+ do| <

Todistus Kéytetadn laatikkoperiaatetta. Tarkastel-
laan kaikkia polynomeja P(z) = apz" + ap_12" 1 +
---+ ajz, jotka toteuttavat ehdon 0 < aq,as,...a, <
H. Lasketaan ndiden polynomien arvo pisteessd £ ja
asetetaan vakiotermi polynomiin niin, ettd arvo saa-
daan vélille (0,1). Néiden laskujen seurauksena on saa-
tu (14 H)™ > H"+1 eri arvoa, kaikki valilla (0, 1). Laa-
tikkoperiaatteen nojalla joidenkin kahden arvon erotus
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toisistaan on korkeintaan % Olkoon @ néiden kahden

polynomin erotus. Télloin

1

Q) < 7=

ja lisdksi Q) toteuttaa lauseen ehdot.

Arvion hyvyyden arviointi

Y1la oleva arvio kertoo siis sen, ettd jos haluaa etsia
transkendenttimittoja, polynomin aste n on hyvéa lah-
tokohta. Joissakin tapauksissa tdmé on melko ldhellé-
kin totuutta. Kun mietitdén, miten hyva arvio tdma
on, ei voida antaa yleistd vastausta.

Tilanne on téysin erilainen, jos tarkastellaan esimer-
kiksi Liouvillen lukua, jolle on valtavan hyvia rationaa-
liapproksimaatioita, kuin jos tarkastellaan jotain kovin
toisenlaista transkendenttilukua, kuten lukua e.

Luvulle e on todistettu valtavasti erilaisia transken-
denttimittoja. Mielenkiintoista kylld, niissd paétermi-
né on tdsmaélleen polynomin aste, eli tdmé alkeellinen
arvio antaa suuruusluokan, joka on yllattdvan ldhella

In(H+1)
In H

totuutta. Lisdksi Hata [3] on osoittanut, ettd n
on alaraja transkendenttimitalle. Arvioidaan

In(H +1)
InH

In(H+1)-InH _ N 1
In H “rTHWH

Toisaalta tdménhetkinen paras tulos [2] kertoo, etté

ylaraja transkendenttimitan parhaalle mahdolliselle ar-
2

volle on n+ %, missé ¢, on annettu vakio. Kovin

ldhelld lukua n ollaan nytkin.

Viitteet

[1] A.-M. Ernvall-Hytonen: Rationaalisia, irrationaali-
sia, algebrallisia ja transkendenttisid otuksia. Solmu
3 (2014). https://matematiikkalehtisolmu.fi/
2014/3/irrationaalisuus_pohjassa.pdf

[2] A.-M. Ernvall-Hytonen, T. Matala-aho ja L. Seppé-
la: On Mahler’s transcendence measure for e. Con-
structive approximation, 19, Issue 1, 2018, 1-40.

[3] M. Hata: Remarks on Mahler’s Transcendence Mea-~
sure for e, Journal of Number Theory 54 (1995),
81-92.
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