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Selitykset ja jarjestykset ratkaisuissa ja laskuissa

Padkirjoitus

Some leimahtelee aina toisinaan erilaisista matematiik-
kaan liittyvistd aiheista. Toisinaan ndmé péasevét jopa
isoihin sanomalehtiin. Somessa erés yleinen aihe on las-
kujarjestykseen liittyvat kysymykset. Viittaan talla siis
erilaisiin kuvakaappauksiin, joissa on annettu joku las-
ku, ja lisdksi mahdollisesti kommentti siitd, miten moni
ei osaa laskea laskua oikein. Laskujarjestyksen osaami-
nen on tarkedd. Se on erds kommunikointitapa siité,
miten lauseke pitda tulkita, ja se on vélttdméaton sille,
ettd lauseke on yksikéasitteinen ja etta lauseke tulkitaan
niin kuin haluamme sen tulkittavan. Ilman laskujarjes-
tysté voisi esimerkiksi ajatella, ettéd lauseke 5 — 3 - 4 pi-
tdd laskea vasemmalta oikealle, kuten Suomessa yleen-
sé kirjojakin luetaan. Talloin siis laskettaisiin ensin vé-
hennyslasku, sitten kertolasku. Tamaé ei kuitenkaan ole
vakiintuneiden tapojen mukainen.

Keskustelut laskujérjestyksestéd kuitenkin yleenséd &~
hinné héiritsevit minua. Silloin tuntuu siltd, ettd huo-
mio on mennyt pois matematiikasta ja sen kauneudes-
ta, ja tartutaan kiinni siihen, tulkitaanko lauseke sa-
moin tai oikein. Mahdollisesti yritetdén saada kiinni ne,
jotka tekevit virheen. Vaikka laskujérjestyksen osaami-
nen on oleellista, ei tdma liity matemaattisen osaami-
sen syvyyteen tai péadttelyketjujen loogisuuteen, vaan
vain siihen, onko jarjestys muistissa vai ei.

Alkeellisessa nelilaskimessa ei ole sisdénrakennettua
laskujérjestystd, vaan laskijan on jotenkin mietittavi,
mahdollisesti oman kirjanpidon avulla, miten lauseke
syOtetddn ja miten sitd kaytetdédn. Vastaavaa pohdin-
taa joutuu harrastamaan myos pinolaskinta kéyttées-
sé. Pinolaskin on perinteikds ohjelmoinnin harjoitus-

ty6. Se ei tunne sulkuja, mutta se laskee yhteen-, kerto-,
vahennys- ja jakolaskut kayttdjan haluamassa jéirjes-
tyksessd, kunhan kayttdja syottda luvut ja operaatiot
sopivaan pinoon, jota laskin vain voi lahted purkamaan
vasemmalta. Laskulauseke saattaa talloin ndyttda jos-
kus melko epéintuitiiviselta, silld kdyttdja joutuu miet-
tim&an nimenomaan sen, miten lauseke pitda kirjoit-
taa, jotta jarjestys on oikea.

Viime aikojen ehké eniten nadkyvyytta saanut kohu liit-
tyi sekin jarjestykseen. Kyse oli siité, ettéd lapsi oli kir-
joittanut tulontekijit eri jarjestykseen kuin oli ilmeises-
ti ajateltu, ja tésta oli vahennetty piste. Tehtévéssa siis
kysyttiin sitd, miten paljon rahaa jaa jiljelle, jos alun
perin on 140 euroa ja rahalla ostetaan 9 kappaletta 15
euron elokuvalippuja. Uutisoinnin perusteella odotettu
vastaus oli 140 — 9 - 15, eikd 140 — 15- 9.

Matemaattisesti nama kaksi asiaa ovat aivan sama. Ku-
ten monet kommentoijat ja monessa jutussa on todet-
tu, on ihan sama asia, ostetaanko 9 kappaletta 15 euron
elokuvalippuja vai 15 euron elokuvalippuja 9 kappalet-
ta. Olen myo6s ndhnyt ajatuksen siitd, ettd jalkimmaéi-
nen kirjoitusasu, siis 15 - 9 viittaisi siihen, ettd laskija
kuvittelisi ostavansa 15 kappaletta 9 euron elokuvalip-
puja. Tdmé& tuntuisi minusta kovin kummalliselta ja
kovin kaukaa haetulta tulkinnalta.

Néen itse tédssd kaksi erilaista ulottuvuutta. Toinen on
ratkaisujen selittdmisen suuntaan, toinen joustavuuden
suuntaan. Kumpikin néistd on merkittava asia, mutta
kumpikaan ei edisty silld, ettd vaaditaan tarkkoja kir-
joitusjérjestyksia asioille, vaan kummallekin tuotetaan
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hallaa.

Matemaattisessa joustavuudessa on yksinkertaistetus-
ti kyse siitd, ettd osataan erilaisia ratkaisustrategioi-
ta, ja valitaan tilanteeseen sopiva. Tama voi tarkoittaa
esimerkiksi sité, ettéd yhtélén 3 (z+ 2) +6 (v + 2) =
12 ratkaiseminen aloitettaisiin yhdistdmaélla vasemman
puolen termit, jolloin saataisiin 9 ($ + %) = 12, jonka
jalkeen yhtalon voisi jakaa puolittain luvulla 9, jonka
jalkeen ratkaistavaksi tulisi x 4 % = 1@2, josta saataisiin
T = % — g = % Tamé& on ndpparampi ja vihemmén
virheille altis strategia kuin ensin sulkujen avaaminen
vasemmalta puolelta: 3x + % + 62+ %8 = 12, tdmén jal-
keen vakiotermien oikealle siirtdminen ja vdhennyslas-
kun tekeminen sekd z-termien yhdistdminen ja lopul-
ta yhdeksélla jakaminen. Jalkimmé&inen tapa on tédysin
péteva tapa ratkaista yhtdlo, mutta laskuvirheiden ris-
ki on suurempi ja tyotéd joutuu tekemédn enemmén.

Mielekéasté olisi se, ettd koululaiset oppisivat valitse-
maan tilanteeseen sopivan ratkaisutavan. Tdhén tus-
kin kannustaa se, jos joutuu tuijottamaan yksittaisten
lukujen kertolaskun jarjestystd ja miettiméén, ettd se
on oikea. T&ll6in huomio menee vaariin asioihin. Liséksi
ennen kaikkea matematiikka alkaa vaikuttaa aihepiiril-
té, jossa on vain yksi oikea ratkaisutapa, mikd on kovin
kaukana sekd todellisuudesta etté niista tavoista, joilla
matematiikkaa huomaamatta kiyttaé arjessa.

Olen hyvin iloisena lukenut yhdesté alakoulun matema-
titkan kirjasta yhteenlaskuun liittyvié tekstejé ja teh-
tdvia: niissd on ensin opetettu yksi menetelmé, sitten
toinen, ja lopulta vield laitettu koululainen itse poh-
timaan, kummasta menetelmésta han pitdd enemmaén.
Tata lisdéa, kiitos!

Erilaisten ratkaisujen tekeminen kannustaisi myos rat-
kaisujen selittdmiseen. Selittdminen on téarkedd. Seli-
tykset ratkaisuissa tekee ratkaisuista ymmarrettavam-
pid ja kevyemmin luettavia. Selitykset ovat erityisen
térkeitd, jos lasku on hiukan pielessid. Kuitenkin jos
oppilaita kannustetaan ratkaisemaan tehtévét tietyn
sabluunan mukaan, termien jérjestyksen huomioiden,
ei tamé kannusta selitysten kirjoittamiseen, silla tal-
laisessa tehtdvassdhan kuka tahansa ratkaisija saisi sa-
manlaisen lausekkeen.

Liian suoraviivainen tehtavéa ei valttamatta ole hyva se-
litysten harjoitteluun, silla vaikka toisaalta selityksia
eri laskuille on helppo keksid, on motivaatio helposti
kovin matala. Sopivasti vaikeahko tai sopivan avoin tai
monella tavalla ldhestyttava tehtdva sen sijaan voisi ol-
la hyvéa harjoitteluun. Samalla tulisi mahdollisesti har-
joiteltua myos ongelmanratkaisua tai sitd, ettd tehtéa-
vad voi ldhestyd monella tavalla, tai joskus jopa joutuu
hiukan testailemaan ennen kuin tietdd, mitéd tekee.

Vanhemman lapseni koulukirjassa oli yhtaléryhmaé: nel-
ja tuntematonta, nelja yhtélod. Téastd on jo joitakin

vuosia, mutta kyseessd oli muistaakseni ehkéd 3. luo-
kan oppikirja. Sen ikéisilld koululaisilla ei tietenk&dén
ollut minka#nlaista muodollista koulutusta yhtéléryh-
mien ratkaisemiseen. Kyseessa oli tehtavé, jossa oli x,
Yy, z ja w korvattu erilaisilla palloilla, ja lisdksi yksi
yvhtélo sisélsi vain yhdenlaisia palloja, eli siitd ratkai-
su oli helppo aloittaa. Saman sarjan kirjassa oli myos
tehtévid, joissa oli kerrottu kolmen kokonaisluvun pa-
reittaiset tulot, ja piti selvittdd kyseiset luvut. Yhté-
lonratkaisutaidoilla voi tietysti kirjoittaa kolmen yhté-
16n ryhmén ja ratkaista sen, mutta jilleen kyseessé oli
pienten lasten koulukirja. Kyseessé oli siis mainio pa&t-
telytehtava, jossa varmasti auttoi, jos muisti kertotau-
lut.

Y14 olevat tehtédvéit sopisivat mainiosti selittdmisen
harjoitteluun: sen sijaan, ettd vain kerrottaisiin, mik-
si luvut tai pallot ovat ne, mité ne ovat, niin kerrottai-
siin, miten tdhan on paadytty, tai miksi on varmaa, etta
oma vastaus toimii. Téssé selitys toisi aitoa lisdinfor-
maatiota. Lisdksi tulisi harjoiteltua matematiikan tés-
maéllisyytta: miten vakuutan my6s toisen ihmisen siité,
ettd oma ratkaisuni on oikein?

Kuulisin itse todella mielelldni, miten monella tavalla
esimerkiksi tehtavaa

w+w+w+z=9
z+y+2=10
r+y+y=38
r+zrz+r+z=2_8

tai tehtdvaa

xy =35
xz =20
2y =28

ldhestyttaisiin. (Namé ovat omia mukaelmiani koulu-
kirjojen tehtévisté, esitystapani on kovin paljon tylsem-
pi kuin mité kirjoissa on, silla en esimerkiksi piirra rai-
dallista palloa tai lukuja siséltévaa taloa kovin nopeasti
Latexilla.)

Tyypillinen tilanne, jossa kaipaisi selityksié, on se, kun
lukee jonkun toisen ratkaisua, ja siind on jokin virhe,
erityisesti, jos virhe on sellainen, ettd se voi olla vain
pieni huolimattomuusvirhe, tai se voi olla merkki pa-
hemmasta ymmaéarrysongelmasta. Joskus myo6s pienet
virheet voivat tehd& ratkaisut aivan késittaméattomiksi,
mutta selitysten ja laskujen yhdistelmé tekeekin niista
luettavia.

Selitysten etu ei kuitenkaan ole vain se, ettd vakuut-
taa jonkun toisen ihmisen. Selitykset auttavat itsed sil-
loin, jos omiin vanhoihin laskuihin pitdé palata. Jostain
syysté ne alun perin triviaalit yksityiskohdat ja kaiken
léapéaiseva selked logiikka eivét ole ihan niin triviaaleja
ja selkeitd vahdn myohemmin. Niistd on my6s hyotya
esimerkiksi laskuvirheiden etsimisessa. Pienissa osissa
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huolellisesti dokumentoitua laskua on helpompi seurata
kuin valtavaa lauseketta tai hillitontéd kaavaviidakkoa
vailla yhtdan sanaa. Lisdksi selityksisséd joutuu formali-
soimaan hyvin selvisanaisesti myos itselle sen, mitd on
tekeméssd ja miksi, ja joskus tdmékin auttaa ajatus-
virheiden bongaamisessa. Selityksistd hyotyvit kaikki.
Niiden harjoitteleminen olisi hyvésta.

Palaan vield elokuvalipputehtdvadn. Jos siind ei oli-
si pyydettykéédn lauseketta, vaan tehtéva olisi pyydet-
ty ratkaisemaan keinolla mill4 hyvénsa, ja selittdmadn
oma ratkaisu lyhyesti opettajalle, naapurille tai vaikka
vihkoon, niin olisi luultavasti ndhty erilaisia ratkaisuja,
eiké olisi tarvinnut pohtia sitd, ymmartdako koululai-
nen, ettd 15 -9 tarkoittaa 15 euron elokuvalippuja 9
kappaletta eikd 9 euron elokuvalippuja 15 kappaletta.

Oman mielenkiintoisen lisinsé koko vyyhteen tietenkin
tuovat erilaiset laskusdannot, joilla elaméé voi helpot-
taa: Jos pitdd laskea 16 % luvusta 25, on se sama kuin

25 % luvusta 16. Verkosta néitakin 16ytyy. Kaytdnnon
laskutoimitusten kannalta ndmé& ovat erittéin hyodylli-
sid. Néiden avulla voi laskea péddssia monenlaisia asioi-
ta, joiden laskeminen pédssa voisi muuten olla vahin-
tdankin tyolastd. Toisaalta taas, jos perustelematta jo-
ku kirjoittaisi 0,25 - 16, kun tehtdviné olisi laskea 16
% luvusta 25, niin edes minun vapaamieliset tulkintani
eivét venyisi tdhén asti. Sen sijaan, jos olisi kirjoitettu
0,16 - 25 = % = % - 16, niin olisin hyvin onnellinen.
Tama ratkaisu onkin taas jo sellainen, mika sisaltéa
selityksen, vaikkakaan ei sanallista, mutta lukijalle on
selvdd, mitd tapahtuu.

Tamén periaatteen pitaisikin olla ensisijainen: pidetdéan
lukija kartalla, on se sitten tekstilla, lausekkeilla tai nii-
den yhdistelmélld. Harvoin riittda vain teksti tai vain
lausekkeet, mutta tietysti niitdkin tilanteita on.
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