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Johdanto

Taman kirjoituksen tavoitteena on esitelléd joitakin lo-
giikan keskeisid késitteitd kuten looginen seuraus, ja
sen jilkeen osoittaa erds varsin voimakas ja yleispateva
mutta poikkeuksellisen helppotajuinen rajoitus koskien
mahdollisuuksia ilmaista ja todistaa véitteité.

Vuoden 1900 tienoilla logiikan tutkimus edistyi valta-
vaa vauhtia. Silloin toivottiin, ettd logiikan avulla 16y-
tyisi yleispatevd menetelma tarkastaa matemaattisten
véitteiden pétevyyksid. Monien matemaatikkojen suu-
reksi pettymykseksi 1930-luvulla paljastui, ettd sellais-
ta menetelméd ei voi olla olemassa. Itse asiassa jo lu-
kujen 0, 1, 2, 3, ... yhteenlasku ja kertolasku kayttéy-
tyvat niin monimutkaisesti, ettd vaikka rajoittaudut-
taisiin niihin, ei tdydellistd totuustarkastinta voi olla
olemassa.

Tamé tulos tunnetaan Goédelin ensimmaéisend epétay-
dellisyyslauseena. (Jos ollaan aivan tarkkoja, ne eivit
ole sama asia, vaan ovat vain hyvin laheistd sukua toi-
silleen.) Silld oli valtava merkitys. Sitd on kansantajuis-
tettu moneen kertaan. Tkiva kylla tuloksen todistus si-
séltdd suuren médrdn teknisid yksityiskohtia, joita ei
voida kansantajuistuksissa kéyda lapi. Siksi kansanta-
juistukset jattavat tuloksen jossain méarin mysteeriksi.

Logiikan periaatteellisiin rajoituksiin on kuitenkin ole-
massa muitakin reitteja. Téssa kirjoituksessa esitelldan
ja todistetaan rajoitus, joka liittyy saavutettavuuden

késitteeseen. Saavutettavuus on arkikokemukselle tut-
tu esimerkiksi maantiekartoista: paikkakunta on saavu-
tettavissa toisesta, jos ja vain jos ensin mainitusta paa-
see jalkimmaéiseen maanteitd pitkin. Esimerkiksi Lap-
peenranta on saavutettavissa Turusta, mutta Maarian-
hamina ei ole, koska Maarianhamina sijaitsee meren
takana niin ettd vélissa ei ole siltaa eikd tunnelia.

On olemassa vahvuudeltaan erilaisia logiikoita. Jois-
sakin niistd on rajoitteita siind mitd kaavojen avulla
voidaan ilmaista, mutta todistamisen osalta tilanne on
ihanteellinen: jokainen péiteva kaava voidaan todistaa,
ja mitddn epédpitevid kaavaa ei voi todistaa. (Luvus-
sa "Looginen seuraus” selvidd, mitd "pateva” tarkoit-
taa tdssd yhteydessé, ja miksi se, toisin kuin "tosi”, on
tahdn oikea kisite.) Joissakin muissa ilmaisuvoima on
suurempi, mutta vastaavasti todistamiskyky jaa rajal-
lisemmaksi: on olemassa pétevid kaavoja, joita ei voi
todistaa péteviksi.

Téassé kirjoituksessa késiteltava tulos sanoo, ettéd jokai-
sessa logiikassa, jossa saavutettavuus voidaan ilmaista
kaavana, jaa todistamiskyky vajaaksi. Ei ole olemassa,
ei voi olla olemassa, sellaista logiikkaa, etta siiné pysty-
tddn puhumaan saavutettavuudesta ongelmitta, ja to-
distamaan kaikki ne viitteet joiden pitéisi olla todis-
tettavissa!

Tama tulos voidaan johtaa lyhyella paattelylld suoraan
peruskésitteistd, ilman pitkid monimutkaisia konstruk-
tioita ja ilman juuri minkééinlaisia taustatietoja mate-
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matiikasta tai logiikasta. Toki tdytyy tietdd mitéd saa-
vutettavuus, todistaminen, looginen seuraus ja muuta-
ma muu peruskésite tarkoittavat, mutta ne kerrotaan
tassa kirjoituksessa. Itse asiassa suurin osa tastéa kirjoi-
tuksesta esittelee ja havainnollistaa peruskasitteita, ja
“suuren” tuloksemme todistusta on selvésti alle puolet.

Sille ei voi mitdan, ettd tamén kirjoituksen lukeminen
vaatii halua ja kykyd huolelliseen abstraktiin ajatte-
luun. Mutta se lienee hyviksyttavia, ottaen huomioon,
ettd tdmé lehti on Matematiikkalehti Solmu.

Suunnatut graafit ja niiden kaavat

Suunnattu graafi on matemaattinen rakenne, joka voi
edustaa vaikkapa maantiekarttaa. Siind on kahdenlai-
sia osia: solmuja ja kaaria. Solmut piirretddn tavalli-
sesti ympyroind ja kaaret nuolina. Kukin kaari alkaa
jostakin solmusta ja péattyy johonkin solmuun. Alla
olevassa kuvassa on suunnattu graafi, jossa on kahdek-
san solmua ja yksitoista kaarta.

Jos samasta solmusta alkaa monta kaarta, niin kunkin
niistd tdytyy paéttya eri solmuun kuin muut. Siis ei
saa olla esimerkiksi kahta eri kaarta, joista molemmat
alkavat solmusta A ja molemmat paéattyvit solmuun B.

Maantiekarttasovelluksessa solmut edustavat risteyk-
sid ja kaaret risteysten vélisid yksisuuntaisia tienpét-
kid. Kaksisuuntainen tienpétka esitetdan piirtdmalla
solmujen vélille kaari kumpaankin suuntaan. Kuvassa
solmujen B ja C vililld on kaari kumpaankin suuntaan.

Jotta voisimme puhua suunnatun graafin ominaisuuk-
sista logiikan kaavoilla, otamme kayttoon merkinnin
u — v tarkoittamaan, ettd solmusta u on kaari solmuun
v. Kuvan esimerkissé A — B on tosi, mutta A — E ei
ole tosi. Sen, ettd jokin kaava ei ole tosi, voi vaittaa
lisiamaélla kaavan eteen ”—". Alkuperéisen kaavan ym-
parille voidaan laittaa sulkeet ”(” ja ”)” varmistamaan,
ettd taydennetyn kaavan rakenne tulee ymmaérretyksi
oikein. Kuvan tapauksessa =(A — E) on tosi.

Kahden kaavan yhdistelmé kaava; A kaavas vaittaa,
ettd sekd kaava; ettd kaavas on tosi. Nytkin kaavan
osien ympdrille voi laittaa sulkeet helpottamaan kaa-
van lukemista. Esimerkiksi (A — F) A (E — F) on
kuvassa tosi. Vastaavasti kaava; V kaavay vaittaa, et-
td kaava; tai kaavas tai molemmat on tosi. Kuvassa
(G—=H)V(H— G) on tosi ja (B— C)Vv (C— B)on
tosi, mutta (B — D) V (D — B) ei ole tosi.

Kaava v = v vaittédd, ettd u ja v ovat sama solmu, ja
u # v Vaittdd, ettd ne eivit ole sama solmu. Niinpé
u # v tarkoittaa tdsmiélleen samaa kuin —(u = v).

Ilmaus Fu : kaava vaittaa, ettd on olemassa ainakin yk-
si solmu, jolle kaava on tosi. Esimerkiksi Ju : (F — u)
vaittad, ettd F:std ldhtee ainakin yksi kaari. Se ei ole
tosi kuvan esimerkissd. Kaava Jvy : Jvg @ (u — v1) A
(u — vg) A vy # vy VAittdd, ettd solmusta u lihtee ai-
nakin kaksi kaarta. Se on tosi jos u:ksi valitaan kuvan
solmu A, mutta ei ole tosi jos u:ksi valitaan B. Ilmaus
Yu : kaava vaittada, ettd kaava on tosi jokaisella solmul-
la. Esimerkiksi Vu : Jv : (u — v) vaittida, ettd jokaises-
ta solmusta ldhtee ainakin yksi kaari. Se ei ole kuvassa
tosi, koska F:std ei ldhde yhtddn kaarta.

Alla oleva kaava sanoo, ettid mistddn solmusta ei lahde
enempad kuin yksi kaari. Tulemme tarvitsemaan sita
myohemmin, joten annamme sille (tylsdn) nimen (1).

—Ju:Fg: Fug i (u— v1) A (u— v2) Avp Fvg (1)

Looginen seuraus

Suunnattuja graafeja voi kayttdd seké siten, ettd sol-
muilla on nimet, ettd siten, ettd nimié ei ole. Maantie-
kartan tapauksessa nimet ovat térkeitd — on eri asia
ajaa Tampereelta Jyviskyldn kautta Kuopioon kuin
Rovaniemeltd Kajaanin kautta Joensuuhun. Mutta kun
tutkitaan, millaisia rakenteeltaan erilaisia suunnattuja
graafeja on olemassa, eivat nimet ole térkeitd. Alla on
néytetty jokainen suunnattu graafi, jossa on kaksi sol-
mua, ja kustakin solmusta l&htee enintdén yksi kaari.

S GO SO
o
Kuvan graafeista ensimmaéinen on ainoa, jossa ei ole yh-
taan kaarta, eli jolle =3u : Jv : (u — v) on tosi. Kaava
Ju : (u — u) on tosi toiselle, neljannelle ja viidennelle
graafille, mutta ei muille. Sen, ettd solmuja on tdsmaél-
leen kaksi, voi sanoa kaavalla Ju : Jv : u # v AVw :
w = u Vw = v. Mille tahansa kuvan graafeista voi jon-
kin aikaa miettimalld keksid sellaisen joukon kaavoja,
ettd valittu graafi toteuttaa niistd jokaisen, mutta jo-

kainen muu suunnattu graafi jattdd toteuttamatta ai-
nakin yhden.

@) @)

Kun on valittu joukko kaavoja, niin on kolme mahdol-
lisuutta. Voi olla, ettd on olemassa monta suunnattua
graafia, joille jokainen joukon kaavoista on tosi. Voi
olla, ettd sellaisia suunnattuja graafeja on tdsmélleen
yksi. Ja voi olla, ettd niitd ei ole yhtdén. Esimerkik-
si jos joukon kaavat sanovat, ettd solmuja on enintdén
kaksi, kustakin solmusta ldhtee enintéddn yksi kaari, ja
johonkin solmuun pééttyy kolme kaarta, niin mikaén
suunnattu graafi ei toteuta niitd kaikkia. Nimittain jos
solmuja on enintdan kaksi ja kustakin ldhtee enintdan
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yksi kaari, niin kaaria on kaikkiaan enintdén kaksi, jo-
ten mihink&4n solmuun ei voi padttya kolmea.

Kaava on looginen seuraus joukolle kaavoja, jos ja vain
jos jokainen suunnattu graafi, joka toteuttaa joukon jo-
kaisen kaavan, toteuttaa myos ensin mainitun kaavan.

Hyvin yksinkertainen esimerkki on, ettd =Ju : (u — u)
on looginen seuraus kaavasta —=3u : Jv : (u — v). En-
simméinen sanoo, ettd ei ole kaarta, joka pédttyy sa-
maan solmuun kuin mistd se alkaa, ja jalkimmé&inen
sanoo, ettd kaaria ei ole lainkaan. Nimittdin jos kaaria
ei ole lainkaan, niin ei ole sellaista kaarta, joka paattyy
samaan solmuun kuin misté se alkaa.

Monimutkaisempi esimerkki on, ettd Ju : (v — u) on
looginen seuraus kaavoista, jotka sanovat, ettd solmuja
on enintddn kaksi ja kaaria on ainakin kolme. Nimittain
edelld sanottiin, ettd jos samasta solmusta alkaa monta
kaarta, niin kunkin niistd taytyy paattya eri solmuun
kuin muut. Niinpé jos kahden solmun tapauksessa ha-
lutaan piirtdd mahdollisimman monta kaarta ilman et-
td mikddn padttyy siihen solmuun josta se alkaa, niin
mahdollisuudet loppuvat, kun on piirretty kaari sol-
musta toiseen ja kaari takaisinpéin.

Loogisen seurauksen mééritelmélla on sellainen ehka
kummalliselta tuntuva ominaisuus, ettd jos mikédan
suunnattu graafi ei toteuta joukon jokaista kaavaa,
niin mikd tahansa kaava on joukon looginen seuraus.
Talloin my6s kaikki aina epatodet kaavat, kuten Ju :
u # u, ovat loogisia seurauksia.

Sen ei kannata antaa héiritd. Aina epédtosien kaavojen
ilmaantuminen seurauksiin ei tarkoita, ettd logiikassa
olisi vikaa, vaan se on vain merkki siitd, ettd asetetut
ldhtokohdat ovat mahdottomat. Saadut omituiset seu-
raukset eivit voi oikeasti toteutua, koska ne ovat seu-
rauksia lahtokohdista, jotka eivit voi oikeasti toteutua.

Péattelemiselle on tavallista, ettéd jos ldhtokohdat ovat
ristiriitaiset, niin patevit paittelysddnnot voivat tuot-
taa mitd tahansa. On esimerkiksi oikein péditelld, ettd
jos = 0, niin kertomalla molemmat puolet viitosel-
la saadaan 5x = 0. Samaan tapaan saadaan 3z = 0.
Niistd yhdessa voi paatella bx = 3x. Mutta jos ldhto-
kohtiin kuuluu my6s z = 1, niin se ja bz = 3z tuottavat
yhdessd 5 = 3!

Hullu lopputulos 5 = 3 ei ole merkki siité, etté olisi teh-
ty péattelyvirhe, vaan siité, ettd lahtokohdat x = 0 ja
2 = 1 ovat ristiriitaiset. Tastd syysta (ja muista syisté)
on etu eikd haitta, ettd loogisen seurauksen késite on
madritelty siten, ettéd jos lahtokohdat ovat ristiriitaiset,
niin mika tahansa kaava on looginen seuraus.

On mahdollista, ettd kaava ei ole looginen seuraus,
mutta myoskddn sen vastakohdan ilmaiseva kaava ei
ole looginen seuraus. Esimerkiksi Ju : (u — u) ei ole
looginen seuraus mutta myoskadn —=Ju : (u — u) ei ole
looginen seuraus kaavoista, jotka sanovat ettd solmuja

on kaksi ja kustakin ldhtee enintdén yksi kaari. Taméan
tietad siité, ettd edelld olleessa kuvassa on seké suun-
nattu graafi, jossa on solmu, josta on kaari itseensi,
ettd suunnattu graafi, jossa ei ole sellaista solmua.

Siis kaava on ldhtokohtien looginen seuraus, jos ja vain
jos kaava on tosi joka ikisessé rakennelmassa, joka to-
teuttaa kaikki lahtokohdat. Voi olla, ettd lahtokohdis-
sa el ole riittdvasti informaatiota maarddméén josta-
kin kaavasta, onko se tosi vai eikd ole. Siind tapauk-
sessa kaava ei ole 1ldhtokohtien looginen seuraus, mutta
myo6skaan vastakkainen kaava, joka saadaan lisadmalla
eteen "ei”, ei ole ladhtokohtien looginen seuraus.

Lahtokohdaksi annettu joukko kaavoja voi olla joko
ddrellinen tai dareton. Esimerkiksi alakoulussa opitut
yvhteenlaskujen tulokset muodostavat dérettéméan jou-
kon kaavoja: 1 +1 = 2, 1 +2 = 3, 25 4+ 17 = 42,
123 4 456 = 579, ....

Adsrellinen 1dhtokohtien joukko voidaan ilmoittaa kir-
joittamalla jokainen kaava erikseen. Mutta ddrettomén
joukon tapauksessa se ei ole mahdollista. Siksi aaretto-
mén joukon tapauksessa vaaditaan, ettd on olemassa
jokin menetelma, jolla mistd tahansa kaavasta voi tes-
tata, onko se mukana ldhtokohdissa vai eik6 ole. Ko-
konaislukujen yhteenlaskun tapauksessa sellainen me-
netelmé on olemassa. Esimerkiksi kaavan 23975896 +
6532746 = 30408642 voi testata laskemalla yhteenlas-
kun 23975896 + 6532746 kynalla ja paperilla, ja tarkas-
tamalla, tuliko tulokseksi 30408642.

Saavutettavuus

Suunnatun graafin solmu v on saavutettavissa solmusta
u, jos ja vain jos u:sta paédsee v:hen nollaa tai useampaa
kaarta pitkin. Téssd méaritelméssa kaaria saa kulkea
vain niiden suuntaisesti (siis esimerkiksi A:sta B:hen
mutta ei toisinpain), ensimmaéisend kuljetun kaaren pi-
tad alkaa w:sta, seuraavan kaaren pitda alkaa siitd mi-
hin edellinen padttyy, ja viimeisen kaaren pitaéd padt-
tyd v:hen. Esimerkkikuvassamme D on saavutettavissa
A:sta, mutta ei toisinpéin. Toisaalta D on saavutetta-
vissa B:std ja B on saavutettavissa D:sté.

Koska saavutettavuuden méadritelméa sallii myos nol-
la kaarta, on jokainen solmu saavutettavissa itsestaén.
(Misté tahansa pédsee itseensd pysymélld paikallaan.)
Jos v on saavutettavissa u:sta ja v — w, niin my6s w on
saavutettavissa u:sta — jollei muuta kautta, niin aina-
kin siten, ettd mennédén ensin wu:sta v:hen ja jatketaan
siitd kulkemalla kaari v:std w:hen.

Sen, ettd u:sta on kaari w:hen ja sieltd edelleen v:hen
voi viittad kaavalla (u — w) A (w — v). Téllaisen kaa-
van saa kirjoittaa lyhyemmaéssid muodossa v — w — v.
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Tahéanastisilla keinoillamme voidaan vaittida esimerkik-
si, ettd v on saavutettavissa u:sta enintdén neljalld kaa-
rella. Se onnistuu vaikka seuraavalla kaavalla:

u=v
u— )

C(u = wp — )

Jw; : Jws : (u = w1 — wy — V)

(Fwy : Fws : Fws : (u = w1 = wy = w3z = v))

< << <
AEA
g

Samalla tavalla voi ilmaista saavutettavuuden milla ta-
hansa ennalta asetetulla kaarten méaran ylérajalla, jos
jaksaa kirjoittaa tarpeeksi pitkdn kaavan. Mutta tal-
14 tavalla ei voi ilmaista edelld maériteltyd saavutetta-
vuutta. Ne eivit ole sama asia, koska edelld méaaritel-
lyssé ei ole ylarajaa kaarten méaralle.

On olemassa niin sanotut ensimméisen kertaluvun lo-
giikka ja toisen kertaluvun logiikka. Toisen kertaluvun
logiikka on ensimmaéisen kertaluvun logiikan laajennos,
eli siind on kaytettdvissa kaikki samat ilmaisukeinot
kuin ensimmaéisessdkin kertaluvussa, ja lisdksi muuta.
T&han asti olemme kéyttaneet ensimmaéisen kertaluvun
logiikkaa. Naytdmme seuraavaksi, ettd ottamalla kéyt-
t60n toisen kertaluvun tarjoaman keinon, voi saavutet-
tavuuden ilmaista asettamatta kaarten méaaralle yléra-
jaa.

Toisen kertaluvun logiikassa F:lla ja V:lla voi luoda
paitsi muuttujan kuten edelld, my6s symbolin, joka ot-
taa solmun ja tuottaa totuusarvon. Sellainen edustaa
jotakin joukkoa solmuja. Esimerkiksi 3P : P(u)A—P(v)
sanoo, ettd on olemassa sellainen joukko solmuja, etté
u kuuluu sithen mutta v ei kuulu. Jos u on eri solmu
kuin v, niin se on totta, silld esimerksi u yksindédn muo-
dostaa sellaisen joukon. Toisaalta jos u on sama solmu
kuin v, niin 3P : P(u) A =P(v) ei ole totta, koska se
vaittdd, ettd on olemssa sellainen joukko solmuja, johon
u samanaikaisesti kuuluu ja ei kuulu.

Kaava 3z : Jy : P(x) A (x — y) A =P(y) sanoo, ettd
jokin kaari vie P:n edustaman joukon sisilta ulos. Pe-
rustelemme kohta, ettd seuraava kaava on tosi jos ja
vain jos v on saavutettavissa u:sta:

VP : =P(u)V P(v) v (2)
Jz:Jy: Plx) A (x — y) A—=P(y)

Oletamme ensin, ettd v ei ole saavutettavissa w:sta.
Osoitamme, ettd (2) ei toteudu antamalla esimerkin
sellaisesta P, ettd se ei toteuta —P(u) eikd P(v) eikd
dz:Jy: P(x) A (z — y) A —P(y).

Valitsemme P:ksi tdsmélleen ne solmut, jotka ovat saa-
vutettavissa u:sta. Oletuksemme vuoksi v ei kuulu nii-
hin, eli P(v) ei ole tosi. Koska w on saavutettavissa
itsestddn kulkemalla nolla kaarta, on P(u) tosi, joten
—P(u) ei ole tosi. Jos x on saavutettavissa w:sta ja
x:std on kaari y:hyn, niin y on saavutettavissa u:sta
kulkemalla ensin x:44n ja sitten mainittua kaarta pit-
kin y:hyn. Ei siis ole olemassa sellaisia solmuja = ja y,

ettd P(x) A (x — y) A ~P(y) on tosi. Toisin sanoen,
Jz: Jy: P(x) A (x — y) A—P(y) ei ole tosi.

Vield tarvitsee osoittaa, ettd jos v on saavutettavis-
sa wsta, niin (2) toteutuu. On tarkasteltava jokai-
nen joukko solmuja. Jos tarkasteltava joukko siséltda
v:n, niin P(v) on sille tosi. Jos se ei sisilla w:ta, niin
—P(u) on sille tosi. Muussa tapauksessa se sisaltad
u:n muttei v:td. Koska v on saavutettavissa w:sta, niin
on olemassa reitti u:sta v:hen. Koska joukko siséltéa
w:n mutta ei v:td, on talla reitilli kohta, jossa sol-
mu kuuluu joukkoon mutta reitin seuraava solmu ei
kuulu. Sille P(x) A (x — y) A =P(y) on tosi. Niinpa
Jz:Jy: P(x) A (z — y) A —=P(y) on tosi.

Paatteleminen

Jotta voitaisiin paédtelld, lahtokohtina kéytettavien
kaavojen lisdksi tarvitaan pddttelysdadantoja. Paattely-
sdantojen kokoelma riippuu kaytossa olevasta logiikas-
ta (kuten edelld todettiin, ei ole olemassa vain yhté lo-
giikkaa, vaan monta erilaista). Samallekin logiikalle se
voidaan muodostaa monilla eri tavoilla.

Kunnolliset paéttelysdéantdjen kokoelmat ovat liian mo-
nimutkaisia téssé esitettaviksi. Toisaalta tdma kirjoitus
ei tarvitse padttelysadntdjen yksityiskohtia, vaan hyvin
karkea yleiskasitys riittaéd. Siksi tyydymme pariin pie-
neen esimerkkiin paéttelysdédntdjen kdyttamisesta. Ne
eivit liity suunnattuihin graafeihin.

Jos on pédtelty ettd aurinko paistaa ja on
padtelty ettd linnut laulavat, niin saa paa-
telld (aurinko paistaa) A (linnut laulavat).

Jos on péatelty, ettd jokainen ihminen on
laulun arvoinen, niin saa péaétellé, ettd sinéd
olet laulun arvoinen.

Kaavan todistaminen tarkoittaa askel askeleelta ete-
nevad padttelyd, joka nojautuu vain lahtokohdiksi an-
nettuihin kaavoihin seké valittuun kokoelmaan kuulu-
viin paattelysaantoihin, ja tuottaa todistettavan kaa-
van lopputuloksekseen.

Padttely voi koostua vain darellisestd maarasta padtte-
lyaskelia, koska muutoin se kestéisi ddrettoméan kauan
eli ei loppuisi koskaan. Kukin paéttelyaskel voi kayttaa
vain aarellistd maardd lahtokohdiksi asetettuja kaavo-
ja, koska on mahdotonta késitelld yhtdaikaa daretonta
médrdd informaatiota.

Naista seuraa, ettéd vaikka lahtokohdiksi annettuja kaa-
voja voi olla ddrettomin monta, kukin yksittdinen
paadttely kdyttda niistd vain dérellistd méardaa. Pasdtte-
ly voi esimerkiksi kayttda mitd tahansa kokonaisluku-
jen yhteenlaskujen tuloksia ja toinen paéttely joitakin
muita, mutta mikadn yksi padttely ei voi kayttaa niita
kaikkia.
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Logiikan rajoista kertova tulos

Nyt meilld on kaikki tarvittavat késitteet, jotta voim-
me lausua logiikan rajoista kertovan tuloksemme. Sen,
ettd tulos pitdd paikkansa, perustelemme seuraavassa
luvussa.

Tulos koskee jokaista logiikkaa, joka pystyy
ilmaisemaan kaavana késitteen “saavutet-
tavuus”. Jokainen paéttelyjarjestelma sille
logiikalle joko todistaa jonkin epapétevan
kaavan, tai jattda todistamatta jonkin pé-
tevin kaavan. (Téssd yhteydessd "pateva”
tarkoittaa, ettd kaava on lahtokohtien loo-
ginen seuraus.)

Saavutettavuus ilmaistiin edelld toisen kertaluvun lo-
giikan kaavana (2). Siksi tuloksesta seuraa, etté toisen
kertaluvun logiikalle ei ole olemassa péadttelyjarjestel-
mad, joka pystyy todistamaan kaiken sen mitd pitda-
kin mutta ei todista mitéén liikaa. (Toisen kertaluvun
logiikkaa kaytetadn vihemmaén kuin ensimmaéisen ker-
taluvun. Tadmé on yksi syy sithen.)

Tuloksen perustelu

Perustelemme edellisen luvun tuloksen seuraavasti.
Oletamme, ettéd kiytettavissi oleva logiikka pystyy il-
maisemaan késitteen "saavutettavuus” kaavana, ja etta
péattelyjarjestelmé todistaa kaikki l&htokohtien loogi-
set seuraukset. Osoitamme, ettd se todistaa myos ai-
nakin yhden kaavan, joka ei ole ldhtokohtien looginen
seuraus.

Oletamme siis, ettéd kédytettédvissa on kaava, joka sanoo,
ettd solmu v on saavutettavissa solmusta u. Se voi olla
(2) tai se voi olla jokin muu. Emme ota kantaa milta
se oikeasti nayttda, mutta jotta voisimme puhua siité,
meidan tdytyy merkité sitd jotenkin. Merkitsemme sita
u —* v,

Otamme tassd vaiheessa lahtokohdiksi seuraavat kaa-
vat (mychemmin jatdmme osan pois):

o Yu: Vv :u—* v (jokainen solmu on saavutettavissa
jokaisesta solmusta)

e kaava (1) (kustakin solmusta ldhtee enintdén yksi
kaari)

e Juy : Jug : w1 # v (solmuja on ainakin kaksi)

o vy : Jug 1 Jug 1 v1 £ va Ay # v3 Avg # vz (solmuja
on ainakin kolme)

e Jup : Jug i Jug : Juy t vy # va Avy F# vs Avp F vg A
vy # v3 AUy # vy Avg # vy (solmuja on ainakin
nelja)

e ...(solmuja on ainakin viisi, solmuja on ainakin
kuusi, ...)

Viimeisen pompulan kohdalla olevat kolme pistetté
edustavat ddrettoman montaa kaavaa. On helppo kek-
sid, miten kukin niisté kirjoitetaan. Siksi mistéd tahansa
kaavasta voi testata, kuuluuko se lahtokohdiksi asetta-
miimme kaavoihin. Niinpa luvun ”Looginen seuraus”
lopussa asetettu vaatimus toteutuu.

Kolme ensimmaéistéd kaavaa sulkee pois suuren joukon
suunnattuja graafeja. Alla olevassa kuvassa on pois sul-
jetuista kolme esimerkkia. Niissd ensimméinen kaava ei
toteudu, mutta toinen ja kolmas toteutuvat. Kolman-
nessa esimerkissa on darettoméan monta solmua ja kaar-
ta.

O )
1 e O

Kolme ensimmaéistd kaavaa jattda jiljelle vain alla ole-
vassa kuvassa ndytetyt suunnatut graafit, eli silmu-
kat, jotka koostuvat 2, 3, 4, ... solmusta ja kaaresta.
On helppo tarkastaa, ettd jokainen sellainen suunnat-
tu graafi toteuttaa kolme ensimmaéisté kaavaa. Perus-
telemme kuvan jélkeen, ettd mikddn muu suunnattu
graafi ei toteuta.

QD> L>-

Jos suunnatussa graafissa on alle kaksi solmua, niin se
ei toteuta kolmatta kaavaa. Jos siind on ainakin kaksi
solmua ja jos jostakin solmusta ei ldhde yhtddn kaar-
ta, niin siitd solmusta ei pdédse muihin solmuihin, joten
ensimméinen kaava ei toteudu. Jos jostakin solmusta
ldhtee monta kaarta, niin toinen kaava ei ole tosi.

Tarkastamatta on endd suunnatut graafit, joissa on ai-
nakin kaksi solmua ja jokaisesta solmusta ldhtee tés-
maélleen yksi kaari. Valitaan jokin solmu ja kuljetaan
siitd alkaen kaaria. Jos lopulta tullaan takaisin siihen
solmuun, josta aloitettiin, ja jos matkan varrella kay-
tiin jokaisessa solmussa, niin graafi on kuvan mukainen.
Jos matkan varrella ei kéyty jokaisessa solmussa, niin
kaymaéttd jadneet eivit ole saavutettavissa aloitussol-
musta. Jos ei tulla takaisin siihen solmuun, josta aloi-
tettiin, niin aloitussolmu ei ole saavutettavissa reitin
muista solmuista. Kummassakaan tapauksessa ensim-
méinen kaava ei ole tosi. (Téllaisista oli esimerkkejd
aikaisemmassa kuvassa.)

Loput ldhtokohtakaavat sanovat, ettd solmuja taytyy
olla ainakin kolme, solmuja tadytyy olla ainakin nelja,
solmuja tayty olla ainakin viisi, .... Jos ne kaikki to-
teutuvat, niin solmuja on ddrettémén monta. Se ei it-
sessddn ole mahdotonta. Alla on esimerkki suunnatusta
graafista, jossa on ddrettOmén monta solmua ja jossa
jokainen solmu on saavutettavissa jokaisesta.
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Mutta on mahdotonta, ettd solmuja on &ddrettoméan
monta, kustakin ldhtee enintdén yksi kaari, ja jokainen
on saavutettavissa jokaisesta. Kun jostakin solmusta
lahdetdan kulkemaan kaaria pitkin, niin jos ei koskaan
tulla takaisin siihen solmuun josta aloitettiin, niin aloi-
tussolmu ei ole saavutettavissa reitin muista solmuis-
ta. Jos tullaan takaisin sithen solmuun josta aloitettiin,
niin kuljettiin vain dérellinen méaéra solmuja. Siind ta-

pauksessa reitin ulkopuolelle jéi ddrettoméan monta sol-
mua. Ne eivat ole saavutettavissa aloitussolmusta.

Ei siis ole olemassa suunnattua graafia, joka toteuttaa
jokaisen lahtokohdaksi asettamamme kaavan. Luvussa
”Looginen seuraus” todettiin, ettd aina epétosi kaava
Ju : u # u on talldin ladhtokohtien looginen seuraus.
Padttelyjarjestelmé pystyy todistamaan sen, koska té-
mén luvun alussa rajoituimme sellaisiin paattelyjarjes-
telmiin, jotka pystyvét todistamaan kaikki loogiset seu-
raukset.

Luvussa "Paitteleminen” kerrottiin, ettd kukin paét-
tely kéyttdd vain aarellistd madrda ldhtokohdiksi an-
nettuja kaavoja. Siksi on olemassa jokin sellainen luku
n, ettd se padttely, joka todistaa Ju : u # u, ei kiaytd
mitadn kaavoista ”solmuja on ainakin n + 1”7, "solmuja
on ainakin n + 2”7, .... (Luvuksi n kelpaa suurin, joka
16ytyy niistd kaavoista ”solmuja on ainakin n”, joita
paattely kayttda. Jollei paattely kiytd mitaén niista,
voidaan valita n = 1.)

Seuraavaksi tarkastelemme, mitd tapahtuu, jos pois-
tamme kiyttamatta jadneet kaavat lahtokohdistamme.
Mainittu péaattely menee edelleen ldpi, koska se ei kéy-
ta poistettuja kaavoja. Toisaalta silmukka, jossa on n
solmua ja n kaarta, toteuttaa kaikki jaljelle jaédneet 1ah-
tokohtakaavat. Mutta Ju : u # u ei pade sille. Niinpa
paattelyjarjestelmé todistaa jiljelle jadneista lahtokoh-
dista kaavan Ju : u # u, joka ei ole jaljelle jadneiden
ldhtokohtien looginen seuraus.

Loppuhuomautuksia

Totesimme luvussa ”Logiikan rajoista kertova tulos”,
ettd tuloksestamme seuraa, ettd toisen kertaluvun lo-
giikalle ei ole olemassa paéttelyjarjestelméd, joka pys-
tyy todistamaan kaiken sen mité pitddkin mutta ei to-
dista mitadn litkaa. Suurella vaivalla voidaan todistaa,
ettd ensimmaisen kertaluvun logiikalle on olemassa sel-
lainen péaéttelyjarjestelmé. Se ja tuloksemme yhdessa
kertovat, ettd ensimmaisen kertaluvun logiikalla ei voi

ilmaista kaavana késitetta "saavutettavuus”. Niinpa lo-
giikassakin pétee sananlasku ”suo siellé, veteld taalla”.

Téasséd kirjoituksessa esitelty tulos ei ole ensimmaéinen
logiikan rajoja koskeva tulos. Ensimmainen oli 1930-
luvulla suurella vaivalla todistettu tulos, joka on lii-
an monimutkainen téssé kerrottavaksi. Mutta silléd on
seuraus, joka voidaan kertoa téssé: ei voi olla olemassa
menetelméad, joka pystyy selvittdmédn mistd tahansa
kaavasta, joka noudattaa kohta kerrottavia rajoitteita,
onko se tosi. Kaava puhuu luonnollisista luvuista (eli
luvuista 0, 1, 2, ...). Siind ei saa esiintyd muuta kuin
lukuvakioita kuten 0 ja 1, yhteenlaskuja ”+”, kertolas-
kuja 7.7, yhtdsuuruuden vertailuja ”=" seké ensimmai-
sen kertaluvun logiikan symboleita.

Koska luonnolliset luvut ovat monen muun matemaat-
tisen jarjestelmén taustalla, seuraa tésta tuloksesta, et-
t4 monella muullakaan matematiikan alalla ei voi olla
olemassa menetelméa selvittdd mistd tahansa sen alan
kaavasta, onko se tosi.

Koska ensimméisen kertaluvun logiikalle on olemas-
sa edellé kerrotunlainen péattelyjérjestelmé, seuraa tu-
loksesta my0s, ettd luonnollisten lukujen ominaisuuk-
sia ei voi esittdéd kattavasti asettamalla l&htokohdaksi
joukko ensimmadisen kertaluvun kaavoja, joka tayttaa
luvun ”Looginen seuraus” lopussa mainitun menetel-
méehdon.

Luonnollisten lukujen ominaisuudet voi esittda katta-
vasti toisen kertaluvun kaavoilla. Samaan tapaan kuin
edelld saavutettavuuden késitteen avulla, myds téta
kautta padsee siithen johtopaétokseen, ettéd toisen kerta-
luvun logiikalle ei ole olemassa paéttelyjarjestelméé, jo-
ka todistaa kaiken sen mité pitddkin eikd yhtddn enem-
péaa.

Vuoden 1900 tienoilla matematiikka oli kriisissa. Ma-
tematiikka oli laajentunut uusille alueille ja vanhoil-
la alueilla saavutettiin entistd mahtavampia tuloksia,
mutta samalla térméattiin ristiriitoihin, jotka kertoivat,
etta jotakin on pielessa. Kriisi ratkesi vihan kerrassaan
vuoteen 1950 mennesséd. Logiikalla oli suuri merkitys
pielessé olleiden asioiden tunnistamisessa ja korjaami-
sessa, ja toisaalta kriisi vauhditti logiikan tutkimusta.

Néisté asioista kertoo vuonna 2009 ilmestynyt sarjaku-
varomaani ”"Logicomix: Nerouden ja hulluuden rajalla”
(Apostolos Doxiadis, Christos Papadimitriou, Alecos
Papadatos ja Annie Di Donna). Siind on pikkuisen
otettu taiteilijan vapauksia historiallisten tosiseikkojen
suhteen, ja myods matematiikan osalta on jouduttu jon-
kin verran vetdmédn mutkia suoriksi. Siitd huolimatta
se on erittdin suositeltavaa lukemista. Se on ylivoimai-
sesti kiehtovin johdatus tdhén aihepiiriin mitd 10ytda
voi!
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