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Hypo- ja episykloidit

Pekka Alestalo
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos
Aalto-yliopisto

Johdanto

T&ma kirjoitus on jatkoa aikaisemmin Solmu-lehdessa
ilmestyneeseen kirjoitukseeni [1] sykloidista. Siiné esi-
tettyjé asioita ei juurikaan tarvita tdssi, mutta tietysti
helpomman tapauksen késittely taustoittaa ja motivoi
hankalampia tutkimuksia.

SAT eli Scholastic Aptitude Test on erds tunne-
tuimmista tasokokeista, koska sitd kéytetddn laajas-
ti college-valintakokeena Yhdysvalloissa. Vuoden 1982
matematiikan kokeessa oli tehtédvé, joka lyhennettyna
kuuluu néin:

Tehtava 1. Kuinka monta kierrosta 1-sateinen kolik-
ko tekee, kun sitd vieritetddn yhden kerran 3-siteisen
kolikon ympaéri?

Vastausvaihtoehdot olivat 3/2; 3, 6, 9/2 ja 9. Lukija
voinee pysahtya hetkeksi miettiméén, miké vastauksis-
ta on oikea, tai kokeilemaan asiaa sopivankokoisilla ym-
pyralevyilla; valitettavasti euro-kolikoista ei saada vas-
taavaa siteiden suhdetta 3 : 1. Tadhén kysymykseen pa-
lataan kirjoituksen lopussa.

Sykloidit

Tavallisessa sykloidissa ympyra vierii suoraa pitkin ja
sen kehalla oleva piste piirtaé sykloidin. Hyposykloidis-

sa ympyra vierii suuremman ympyran sisdpuolta pit-
kin ja episykloidissa ulkopuolta pitkin kuten kuvissa.
Molempia (tai ainakin kulmat pyoristavia approksi-
maatioita) voi piirtdd myos késin paperille Spirograph-
nimisell4 laitteella.

Keskenerdinen neproidi

Keskenerdinen astroidi
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Animaatioihin voi tutustua Wikipedian sivuilla [2] ja
[3]-

Yksinkertaisimmat episykloidit ovat nimeltaén kardioi-
di ja neproidi (munuaiskéyrd), joissa siteiden suhteet
(alla R/r) ovat 1 : 1 ja 2 : 1. Kardioidi on erityisen
mielenkiintoinen sen vuoksi, ettéd se esiintyy ns. Man-
delbrotin joukon keskiosassa, katso esimerkiksi [4].

kardioidi ja neproidi

Vastaavasti hyposykloideja ovat deltoidi, astroidi, pen-
toidi ja eksoidi', joissa sdteiden suhde kasvaa arvosta
3 arvoon 6. Suhteen arvolla 1 : 1 py6riminen ei onnis-
tu sisdpuolella ja 2 : 1 on hyposykloidin (mielenkiin-
toinen) erikoistapaus, joka surkastuu pelkéksi janaksi
(Cardanon ympyré).

deltoidi ja asteroidi

pentoidi ja eksoidsi

Hyposykloidin kaavat

Seuraavassa kasitelldidn tarkemmin vain hyposykloide-
ja; episykloidit ovat matemaattisesti hyvin samanlaisia.

Tarkastellaan siis tilannetta, jossa R-séteisen origokes-
kisen ympyrén sisilld on pienempi r-sdteinen ympy-
rd. Alkutilanteessa ympyrét sivuavat toisiaan pistees-
sé (R,0) ja pieni ympyré alkaa vierid suuremman ke-
h&a pitkin niin, ettd sivuamispiste liikkuu vastapéi-
vadn. Hyposykloidin piirtdd se pienen ympyrén piste,
joka oli aluksi pisteessi (R, 0).

Hyposykloidin konstruktio.

Kuvassa hyposykloidin piirtdva piste on merkitty sini-
selld. Punaisen ja sinisen pisteviivan pituudet ovat vie-
rimisehdon perusteella yhtdsuuret ja sininen katkoviiva
esittéa sitd hyposykloidin osaa, joka on vield piirtamat-
ta.

Valitaan muuttujaksi kuvaan merkityn ison ympyran
sektorin keskuskulma «, jota rajoittavat alkutilaan ja
uuteen sivuamispisteeseen piirretyt sateet. Pienen ym-
pyrédn keskipiste on silloin kohdassa

{x =(R—r)cosa

y=(R—r)sina.

Kulma « ei ole kuitenkaan sama kuin pienen ympy-
ran kiertymiskulma keskipisteensé suhteen?, vaan oi-
kea kiertokulma on kuvioon merkitty ¢. Vierimisehdon
perusteella pisteviivoitetut ympyran kaaret ovat yhta
pitkét, joten

aR = (p+a)r.

Néin ollen pienen ympyrin kiertokulma sen keskipis-
teen ympari on
R—7r
r
Koska pieni ympyra kiertyy myotapaivaan, saadaan si-
nisen pisteen koordinaateiksi (pienen ympyrin keski-
pisteen suhteen)

¢ = a. (1)

{x = rcos(—y) = rcos(p)
y =rsin(—p) = —rsin(p).

Yhdistamalld keskipisteen liike ja pyoriminen toisiin-
sa (eli laskemalla koordinaatit yhteen) sekd kayttamal-
14 kulmien vilistd yhteyttéa (1) saadaan sinisen pisteen
paikka origon suhteen:

{x = (R—r)cosa+rcos (ELa)
—r

y=(R—r)sina —rsin (£="a).

1Kaksi viimeistéd ovat kirjoittajan omia kddnnoksid. Englannin ’exoid’ voisi olla my6s heksoidi.

2Kulma o on pienen ympyrin kiertokulma, jos kyseesss olisi liukuminen eiké vieriminen.
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Kun valitaan r» = 1 ja merkitddn R = n, saadaan hie-
man tavallisemmat ja mukavamman nékoiset kaavat

Da)
Da).

Tamé on hyposykloidin parametriesitys, jota kéytté-
maélld kaikki tdmén kirjoituksen hyposykloidikuvat on
piirretty (Maple-ohjelman avulla).

B (2)

x=(n—1)cosa+ cos((n
y=(n—1)sina —sin((n

Muut parametrit ja jaksollisuus

Ympyroiden sdteiden suhteen merkintd n = R/r > 0
viittaa kokonaislukuun, joka onkin tilanne kaikissa ai-
kaisemmissa kuvissa. Téll6in sininen piste palaa yhden
kierroksen 0 < «a < 27 jilkeen alkukohtaansa (n,0)
ja sen liike on jaksollista. Naisséd hyposykloideissa on
tdsmélleen n kappletta terdvid kulmia, joissa sininen
piste koskettaa isoa ympyrédd. Toisaalta ainoa valtta-
méton vaatimus on se, ettd suhde n > 1 on reaaliluku.
Talloin tulee vastaan kaksi erilaista tapausta, joiden
tutkiminen jatetadn harjoitustehtaviksi.

Tehtiva 2. Oletetaan, ettd n = p/q > 1 on supiste-
tussa muodossa oleva rationaaliluku, muttei kokonais-
luku. Osoita, ettd vastaava hyposykloidi on jaksollinen
ja selvitd sen karkien lukumédrdn ja jakson pituuden
(kulman « suhteen) riippuvuus luvuista p ja g.

Hyposykloidi tapauksessa n = 5/3.

Hyposykloidi tapauksessa n = 20/7.

Tehtévi 3. a) Oletetaan, ettd n > 1 on irrationaalilu-
ku. Osoita, ettei vastaava hyposykloidi ole jaksollinen.
b) (Vaikea tai mahdoton pelkilld lukiotiedoilla?) Osoi-
ta, ettd a-kohdan tapauksessa vastaava hyposykloidi
tayttad n- ja (n—1)-sateisten ymyroiden valisen rengas-
alueen seuraavassa mielessé: Jos valitaan miké tahansa
rengasalueen piste P ja luku e > 0, niin on olemassa sel-
lainen hyposykloidin piste H, jonka etéisyys pisteesté
P on pienempi kuin €. (Huomaa: Tamé ei tarkoita sit4,
ettd hyposykloidi kulkee jokaisen rengasalueen pisteen
kautta.)

Sata hyposykloidin kierrosta parametrin arvolla n = 7.

Kaytannon sovellus

Total Recall -elokuvan uudelleenfilmatisoinnissa (v.
2012) matkustetaan Maan lépi kaivettua tunnelia pit-
kin pelkdstdan painovoiman avulla [5]. Jos reitin paéte-
pisteet ovat Maan vastakkaisilla puolilla (antipodipis-
teet), niin nopein tunneli kulkee suoraan Maan keski-
pisteen kautta. Muissa tapauksissa nopein tunneli on
sopivan hyposykloidin kaari Maan keskipisteen kautta
kulkevassa tasossa. Hyposykloidi ratkaisee siis pallol-
la saman minimointiongelman kuin tavallinen sykloidi
homogeenisessa painovoimakentéssé (katso viitteen [1]
loppuosa).

Viitteessa [6] on joitakin asiaan liittyvié selityksid, mut-
ta perustelut menevit kauas lukiomatematiikan ulko-
puolelle.

Episykloidin kaavat

Mainitaan vield, ettd episykloidin kaavat eroavat hy-
posykloidin kaavoista (2) vain muutamilla etumerkkien
vaihdoilla:

{x =(n+1)cosa—cos((n+1)a) 3)

y=(n+1)sina—sin((n + 1)a).

Tastéa padstadnkin lopuksi SAT-tehtavadn, vaikkei sen
ratkaisussa mitddn kaavoja tarvitakaan.
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Tehtavan 1 vastaus

Alussa mainittu SAT-tehtava tuli kuuluisaksi siita, etta
mikdédn annetuista vaihtoehdoista ei ole oikea. Osa ko-
keeseen osallistujista huomasi tdméan, muttei pystynyt
vastaamaan puuttuvaa oikeaa vaihtoehtoa, joka on 4.
Yleisin vastaus oli 3, johon pédityy ajattelemalla ym-
pyrian kaarenpituuden kaavaa p = 2w side; ts. kaa-
renpituus on suoraan verrannollinen sidteeseen. Tehté-
vaa ei voi kuitenkaan ratkaista pelkkia kaarenpituuksia
vertaamalla, koska vierimisalusta ei ole suoraviivainen:
isompi ympyré “kaareutuu alta pois” ja sen vuoksi vie-
rimiseen tarvitaan yksi pienen ympyran kierros enem-
mén! Asialle voi (ainakin jilkikéteen...) keksid usei-
ta intuitiivisia selityksié ja helpoin kokeilu on kahdella
samankokoisella kolikolla eli kardioidin tapauksessa3:
vierimiseen tarvitaan kaksi kierrosta yhden sijaan. Y1-
14 mainituissa episykloidin kaavoissa kertoimen n + 1
osa +1 liittyy juuri tdhédn ilmiéén. Vastaavasti hypo-
sykloidin pyorimiseen tarvitaan yksi kierros vihemman
vastaan kaareutuvan alustan vuoksi. Tamakin néakyy
kaavojen kertoimissa n — 1.

Aiheesta lisdd viitteessd [7] ja erinomaisella YouTube-
videolla [8]. Sen loppupuolella selitetdén myos, miten
tdméa tehtdva liittyy tdhti- ja aurinkovuorokausien pi-
tuuksiin [9].

Viitteet

[1] https://matematiikkalehtisolmu.fi/2021/2/
sykloidi.pdf

[2] https://fi.wikipedia.org/wiki/Episykloidi

[3] https://fi.wikipedia.org/wiki/Hyposykloidi

[4] https://fi.wikipedia.org/wiki/
Mandelbrotin_joukko

[5] https://fi.wikipedia.org/wiki/Total_
Recall_(vuoden_2012_elokuva)

[6] https://mathworld.wolfram.com/
SpherewithTunnel.html

[7] https://www.scientificamerican.com/
article/the-sat-problem-that-everybody-
got-wrong/

[8] https://www.youtube.com/watch?v=FUHkTs-
Iptg

[9] https://fi.wikipedia.org/wiki/Vuorokausi

Korjaus: Edelliseen sykloidia késitelleeseen kirjoituk-
seeni [1] oli jadnyt ik&vé painovirhe. Toisen sivun oikean
palstan ylhdalld olevassa kaavassa

{x = Rcos(—(vt/R — 7/2)) = —Rsin(vt/R)
y = Rsin(—(vt/R — 7/2)) = —Rcos(vt/R)

ei pidé olla sulkuja sinin ja kosinin sisélla, vaan oikeat
lausekkeet ovat

x = Rcos(—vt/R — n/2) = —Rsin(vt/R)
y = Rsin(—vt/R — 7/2) = —Rcos(vt/R).

Alkuperdisen mukaan hetkelld ¢ = 0 kulman arvoksi
saadaan —(—m/2) = /2, joka vastaa ympyrin ylintd
kohtaa, vaikka tarkoitus on ldhteé liikkeelle alhaalta.

Kiitokset korjauksesta erdélle Aalto-yliopiston opiske-
lijalle, joka huomautti asiasta luentoesimerkin yhtey-
dessa.

3Pahvista leikattujen ympyrilevyjen vililld on kolikoita suurempi kitka ja koe on helpompi toteuttaa.
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