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Hyvin hankalat, mahdottomat ja hyvin tyolaat ongelmat

Padkirjoitus

Matematiikassa on ongelmia, joiden tiedetdén olevan
ddrimmaéisen hankalia, ja joita on yritetty ratkaista jo
hyvin pitkdan. Naihin kuuluu esimerkiksi Riemannin
hypoteesin todistaminen. Hypoteesin mukaan Rieman-
nin zeta-funktion kaikki epétriviaalit nollakohdat ovat
ns. kriittiselld suoralla, eli kompleksitason suoralla, jol-
la luvun reaaliosa on % Riemannin hypoteesi on oleelli-
nen, koska silld on valtavia implikaatioita muihin tulok-
siin. Lukuteoriassa on merkittiava méaara tuloksia, jotka
on todistettu olettaen Riemannin hypoteesi. Néin saa-
daan toisinaan parempia tuloksia kuin olettamatta hy-
poteesia. Riemannin zeta-funktiolla on yhteys esimer-
kiksi alkulukujen jakaumaan. Kaikkien epétriviaalien
nollakohtien sijaitseminen kriittiselld suoralla on yhté-
pitévaa alkulukujen tasaisemman jakautumisen kanssa
(eli alkulukulauseen virhetermin pienuuden kanssa).

Erdat ongelmat ovat ddrimmaéisen tyolaitd. Naihin kuu-
luu esimerkiksi tekijoihinjako. Siin& missa pienen luvun
tustehtava, ison luvun jakaminen tekijéihin on pahim-
millaan todella hidasta. Mille tahansa annetulle luvul-
le voidaan kylld 16ytda tekijat, kyse on lahinné siité,
kuinka kauan aikaa kuluu. Témén ongelman tyolay-
teen perustuu esimerkiksi RSA-kryptosysteemi. RSA
murtuu, jos tekijoihinjako saadaan nopeaksi. Toisaal-
ta, jos RSA murtuu, niin tekijéihinjako onnistuu myos
nopeasti. Kvanttikoneelle on olemassa nopea algoritmi
tekijoihinjakoa varten, mutta ilman kvanttikonetta tal-
laista ei tunneta, vaikka kysymystéd on pohdittu jo kau-
an. Toinen vastaava ongelma on hilan lyhimmén nol-
lasta poikkeavan vektorin 16ytadminen. Sithenk&én ei ole

nopeaa menetelméi, joka toimisi aina. My6s tdmén ky-
symyksen tyolayttd voidaan hyédyntdd kryptografias-
sa.

Jotkut ongelmat on todistettu mahdottomiksi. Né&i-
hin kuuluu esimerkiksi yleisen ratkaisukaavan johtami-
nen vahintadn 5. asteen yhtéalolle ja kulman kolmiaja-
ko harppia ja viivoitinta kdyttden. Tamé ei tarkoita si-
té, etteiko joitakin esimerkiksi 5. asteen yhtéloita voisi
ratkaista helposti tai etteiko joitakin kulmia voisi jakaa
siististi kolmeen osaan harpilla ja viivaimella. Esimer-
kiksi yhtdlé #® + 1 = 0 on helppo ratkaista. Myos 90
asteen kulma on mukava jakaa harpilla ja viivaimel-
la kolmeen osaan kéyttden tdmén nimenomaisen kul-
man erityisominaisuuksia. Kyse on siitd, ettd yleinen
tilanne ei ole mahdollinen, eli 16ytyy vahintdan joku
tapaus, joka ei onnistu. Yhtaloita voi ldhestya erilaisin
numeerisin menetelmin. Myds kulmien kolmiajakoa voi
ldhestyéd approksimoiden. Téssé lehdessd on juttu, jos-
sa kerrotaan, kuinka kulman voi jakaa kolmeen osaan
saaden melko hyvén tuloksen ja kidyttden vain harppia
ja viivainta.

Lisdksi on todistettu, ettd on olemassa lauseita, joiden
totuusarvoa ei pystytd todistamaan. Tata kasitelldan
seuraavassa numerossa Antti Valmarin kirjoituksessa.

Monet hankalat ongelmat ovat kiehtovia. Ennen kuin
Fermat'n suuri lause todistettiin, yritti moni todistaa
sitd, mahdollisesti yrittden toistaa Fermat'n itse vait-
tdmén erinomaisen todistuksen. Fermat’n suuri lause
oli muotoiltavissa niin yksinkertaisesti, ettd hyvin mo-
ni ymmaérsi véitteen, vaikka todistus oli lopulta darim-
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maéisen pitkd, tekninen ja syvéllinen.

Nykypéivina ehkd vastaava kysymys voisi olla ns.
3z + 1-konjektuuri, eli jos aloitetaan misté tahansa po-
sitiivisesta kokonaisluvusta, ja jos luku on parillinen,
niin jaetaan kahdella, muulloin kerrotaan kolmella ja
lisdtdan yksi, niin viite on, ettd jos tatd operaatiota
jatketaan, ennen pitkda padstadn ykkoseen. Kysymys
kuulostaa alkeelliselta. Milla tahansa helpolla esimer-
killd todellakin ennen pitkédd padstdén ykkoseen. Kon-
jektuuria on numeerisesti tarkistettu varsin suuriin lu-
kuihin asti. Kysymys on kuitenkin yhé auki. Maineikas
lukuteoreetikko Alf van der Poorten arvioi, etté kysy-
mys on niin perustavanlaatuisesti lukujen ominaisuuk-
siin liittyvé, ettd sitd ei saada koskaan todistettua.

Osa hankalista tai tyolaistd ongelmista on relevantte-
ja, koska niilld on selkeitd implikaatioita joko teoriaan

(kuten zeta-funktion tapauksessa) tai kdytdntoon (ku-
ten tekijoihinjaon yhteydessi). Osa kysymyksista ei ole
merkittdvid samalla tavalla. TA4mé& ei kuitenkaan tar-
koita sité, etteikoé niiden merkitys matematiikan tutki-
mukselle ja kehitykselle voisi olla valtava. Vaikka Fer-
mat’n suuren lauseen suorat implikaatiot olivat selvés-
ti véhéisempid kuin vaikkapa Riemannin hypoteesin
implikaatiot olisivat, Fermat’n suuren lauseen todistus-
yritysten merkitys oli valtava. Kun sité yritettiin todis-
taa, kehitettiin valtava méaara muuta teoriaa.

Tyontekoa arvostavana kansana suomalaiset varmaan
osaavatkin arvostaa ajatusta siitd, ettd (ongelman) tyo-
layden tai hankaluuden merkitysté ei pida aliarvioida,
vaan olla siitd tyytyvéinen.

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
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Onko amerikkalainen jalkapallo sittenkin pallon

muotoinen?
Tuomas Korppi

Johdanto

Monia matemaattisesti suuntautuneita henkil6itd hu-
vittaa se, ettd amerikkalainen jalkapallo on peli, jos-
sa pelivilinetté, joka ei ole pallonmuotoinen, pelataan
padosin kasilla. Kuitenkin pallot voivat olla, paitsi ur-
heilukentéalla, myos matematiikassa amerikkalaisen jal-
kapallon muotoisia — kunhan matematiikassa menndin
riittdvan syville. Téssa kirjoitelmassa selitdimme, kuin-
ka tdma on mahdollista.

Metriikka

Jos (20,90, 20) ja (x1,y1, 21) ovat kaksi pistettd kolmi-
ulotteisessa avaruudessa eli R3:ssa, niiden vilinen etéi-
syys saadaan kaavalla

V(o —21)2 4+ (Yo — y1)? + (20 — 21)2.

Tama on kuitenkin vain yksi etdisyyskésitys monien
joukossa. Jos perusjoukkona on esimerkiksi pallon pin-
nan pisteiden joukko, voidaan muodostaa kaksipaik-
kainen funktio d(z,y), joka kertoo lyhyimméin etisyy-
den pisteestd = pisteeseen y pallon pintaa pitkin mi-
tattuna. Téllaisella etdisyyskasitykselld on oikeaakin
kéyttoa esimerkiksi lentoreittien suunnittelussa, onhan
maapallo suunnilleen pallon muotoinen.

Tai ajatellaan perusjoukoksi jonkun kaupungin katu-
verkko, jossa jokaista katua kuvataan janalla. Etaisyys-

funktio téssé joukossa voidaan médritelld niin, etté kul-
lekin kahdelle kaduilla olevalle pisteelle x ja y etéisyys
d(z,y) on lyhyin etéisyys katuverkkoa pitkin mitattu-
na. (Katso kuva 1.)

Kuva 1: Esimerkki yksinkertaisesta katuverkosta.

Etaisyyskasityksid on siis useita, ja tdllaisessa tapauk-
sessa matematiikassa on tapana esittdéd aksioomat, jot-
ka jonkun funktion on toteutettava, ettd se muodos-
taisi etéisyyskasityksen. Kokemus on osoittanut, ettéa
seuraavat aksioomat ovat erdanlainen minimivaatimus
sille, ettéd funktiota voidaan ajatella etdisyysfunktiona.

Olkoon X perusjoukko ja d: X x X — R. Funktio d on
metriikka eli etaisyysfunktio, jos se toteuttaa seuraavat
aksioomat.

sisallysluetteloon
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d(z,y) > 0 kaikilla z,y € X.

. dw0 jos ja vain jos x = y.

d(z,y) = d(y, z) kaikilla z,y € X.

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) kaikilla z,y,z € X.

= W o=

Ensimméinen aksiooma sanoo, ettd kaikki etédisyydet
ovat ei-negatiivisia. Toinen aksiooma sanoo, etté etéi-
Syys pisteestd itseensd on nolla, ja kahden eri pisteen
etdisyys on aina suurempi kuin nolla. Kolmas aksioo-
ma sanoo, ettd etdisyys ei riipu siitd, kummassa jar-
jestyksessé pisteet esitetddn (ja niin ollen matka-aika
olosuhteissa, joissa on yla- ja alamakid ei kelpaa etéi-
syysfunktioksi).

Neljis aksiooma sanoo, etta d(x,y) on lyhyin etiisyys
x:std y:hyn, eikd matkaa voi lyhentéa téasta kiertamalla
minkddn muun pisteen z kautta.

Jos X on perusjoukko ja d sielld mééritelty etéisyys-
funktio, sanomme, ettd (X, d) on metrinen avaruus.

Kaikki kolme edelld esitettyad etdisyyskésitysta toteut-
tavat ndmé aksioomat. On hy6dyllinen harjoitus luki-
jalle kéyda jokainen aksiooma jokaiselle néisté lépi ja
todeta, ettd aksiooma toteutuu.

Pallot

Merkitaén tavallista etdisyyttd pisteestd x pisteeseen
y kolmiulotteisessa avaruudessa R? symbolilla d.(z,y).
Nyt pallo, jonka keskipiste on x ja sédde on r, voidaan
kirjoittaa

B(z,r) = {y € R® | de(w,y) <71},

missé yhtalon vasen puoli on notaatio, jolla palloa mer-
kitdédn ja oikea puoli pallon mééaritteleva kaava. Eli pal-
loon kuuluvat kaikki ne avaruuden pisteet, joiden etéi-
syys xz:std on korkeintaan r.

Korkeammassa matematiikassa on hyvin tyypillista ot-
taa joku arkimatematiikan késite ja sen keskeinen omi-
naisuus, ja sitten pitda tuota keskeista ominaisuutta sa-
man késitteen méaéritelméné kaikenlaisissa ufoissa kon-
teksteissa. Nyt teemme juuri néin, ja méirittelemme
pallon yleisessd metrisessa avaruudessa.

Olkoon (X, d) metrinen avaruus, * € X ja r positii-
vinen reaaliluku. Nyt z-keskeinen ja r-sidteinen pallo
maéaritelldan

B(z,r)={y e X | d(z,y) <r}.

Jos esimerkiksi (X, d) ovat kuten katuverkostoesimer-
kissimme ja z € X, niin B(z, 1 km) on niiden katupis-
teiden joukko, jonne paastdan lahtemalla pisteestéd x ja
ajamalla korkeintaan yksi kilometri. (Katso Kuva 2).

KI3

Kuva 2: Kuvassa vahvennettuna B(z,1 km).

Seuraavaksi muutamme tason etdisyyskéasitystd niin,
ettd saamme amerikkalaisen jalkapallon (tai sen kak-
siulotteisen version) muotoisen pallon. Teemme tdméin
ensin kaksiulotteisessa avaruudessa, koska Matematiik-
kalehti Solmu ilmestyy toistaiseksi kaksiulotteisena, ja
tarvitsemme havainnollistavia kuvia. Olkoon siis R? ta-
S0 ja d. sen normaali etdisyyskasitys.

Ajatellaan, ettd taso on tehty kumista, jota voidaan
venyttdd vapaasti. Tutkitaan kuvaa 3. Venytetdédn va-
semmanpuoleisessa kuvassa nidkyvin ympyrdn yla- ja
alapuolta niin, ettd niistd tulee oikeanpuoleisen kuvan
amerikkalaisen jalkapallon yla- ja alakaari. Koska ta-
somme on kumia, ympyréin sisddn jaava alue kutistuu
samalla niin, ettéd se tayttda tdsmélleen amerikkalaisen
jalkapallon siséén jadvén alueen, ja ympyran ulkopuo-
lelle jaava alue venyy niin, ettd se tayttad amerikkalai-
sen jalkapallon ulkopuolelle jéavén alueen.

g // T
A\ 2 ! \/
74

T
/J\ T
Freh
Kuva 3: Vasemmalla ympyrd, joka venytetidn amerik-
kalaiseksi jalkapalloksi oikealla.

.

Olkoon z piste vasemmanpuoleisen kuvan tasolla ja
f(z) se oikeanpuoleisen kuvan tason piste, jonne x ve-
nytettiessi menee. Niin saamme bijektion f: R? —
R2.

Mééritellddn nyt d(z,y) = de(f~1(z), f~1(y)). Lukija
voi tarkistaa, ettd tdmaé etdisyysfunktio toteuttaa kaik-
ki metriikan aksioomat. Ajatellaan siis d metriikkana
oikeanpuoleisen kuvan tasolla.

Oletetaan jatkossa, ettd vasemmanpuoleisen kuvan ym-
pyran sade on 1. Nyt x on amerikkalaisen jalkapallon

sisallysluetteloon
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reunalla jos ja vain jos d(0, z) = 1, sisélli jos ja vain jos
d(0,z) < 1 ja ulkopuolella jos ja vain jos d(0,z) > 1.
Siis B(0,1) on tdsmélleen oikeanpuoleisen kuvan ame-
rikkalainen jalkapallo.

Lukijan on helppo vakuuttaa itsensé siitéd, ettd sama
kikka toimii myds R3:ssa, joten olemme téyttineet ti-
mén artikkelin tarkoituksen ja osoittaneet, ettd myos
matematiikassa pallot voivat olla amerikkalaisen jalka-
pallon muotoisia.

Esimerkissémme kuitenkin vain yksi pallo on amerikka-
laisen jalkapallon muotoinen. Jos pallolla on jokin muu
keskipiste kuin 0 tai jokin muu sidde kuin 1, tulee pal-
losta aivan eri muotoinen (katso kuva 4). Koska artik-
keli sivuaa urheilua, osoitamme mekin urheiluhenkea ja
osoitamme, ettd R3:een voidaan muodostaa metriikka
niin, etta kaikki pallot ovat amerikkalaisen jalkapallon

muotoisia.

®
<

Kuva 4: Eri muotoisia palloja kumisella tasolla.

Jos metriikka méaritellaan R3:ssa niin, etta

d((x(J?yOvZO); (Il,yhzl))
= /(xo — 21)2 + 9(yo — y1)? + (20 — 21)2

(tarkista, ettd tdmé on metriikka), kaikki pallot ovat
sellaisia sikarinmuotoisia ellipsoideja, mutta tdmé ei
kelpaa meille amerikkalaisiksi jalkapalloiksi, koska
amerikkalaisessa jalkapallossa on kummassakin padssa
terdva karki, kun taas edelld mainituissa ellipsoideissa
padtkin ovat ellipsimaisen kaarevat.

Normi

Jotta voisimme muodostaa metriikan, jossa kaikki pal-
lot ovat amerikkalaisen jalkapallon muotoisia, meiddn
tdytyy ensin maéaritelld, mitd tarkoittaa vektoreiden
laskutoimitusten kanssa yhteensopiva metriikka.

Ensinndkin samaistamme jokaisen R3:n pisteen sen
paikkavektorin kanssa, eli ajattelemme pistettéd ja sen
paikkavektoria samana oliona. Néin pisteitd voidaan

laskea yhteen ja kertoa reaaliluvulla kuten paikkavek-
toreilla tehdddn, ja saada tulokseksi taas pisteen.

Misrittelemme, mité tarkoittaa normi R3:ssa. Normi
on erddnlainen yleistys vektorin pituuskasitteesta. Ol-
koon siis ||-||: R® — R. Sanomme, etti ||| on normi,
jos se toteuttaa seuraavat aksioomat:

L. ||z|| > 0 kaikilla = € R3.

2. ||lz|| = 0 jos ja vain jos z = 0.

x| = |€]]|x|| kaikilla £ € R ja z € R3.
Nz +yll <zl + [yl kaikilla z,y € R3.

=~ W

Katso kuvasta 5 kahden viimeisen aksiooman havain-
nollistus.

3x Yy

X+
X X Yy

4 e .

I13x|1=3]Ix]|  1x+vIl < IxN+1yl

Kuva 5: Vasemmalla normin Aksiooma 3, oikealla nor-
min Aksiooma 4.

Lukija voi todeta, ettd tavallinen vektorin pituusfunk-
tio R? — R toteuttaa kaikki normin aksioomat. Esi-
merkki erikoisemmasta normista on ||(zo,yo,20)|| =
max(|zol, |Yol, |20]), ja lukija voi taas tsekata, ettéd t&mé
toteuttaa kaikki normin aksioomat.

Liséksi on sellainen hieno tulos, ettd jos ||| on miké
tahansa normi, niin d(z,y) = || — y|| on metriikka
R3:ssa. Lukija voi itse tsekata, ettd kaikki metriikan
aksioomat toteutuvat.

Konveksi joukko

Olkoon A C R3. Sanomme, ettd A on konveksi, jos
kaikilla z,y € A pitee, ettd joukko A sisdltdd janan
pisteesté x pisteeseen y. (Katso kuva 6.)

Kuva 6: Vasemmalla konveksi joukko, oikealla joukko,
joka ei ole konveksi.

Sanomme, ettd A on symmetrinen, jos kaikilla x € A
pitee —x € A, ja lisiksi 0 € A. (Katso kuva 7.)

sisallysluetteloon
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Kuva 7: Symmetrinen joukko.

Olkoon nyt A C R3? rehellistd fysikaalista kappaletta
vastaava pistejoukko, eli ajattelemme fysikaalisen kap-
paleen sijoitetuksi R3:een, ja A sisaltdé kaikki ne pis-
teet, jotka ovat kappaleen sisd- tai reunapisteitd. Ole-
tamme lisdksi, ettd A on konveksi ja symmetrinen, ja
0 on A:n sisilli (eikéi reunalla). Esimerkiksi A voi olla
amerikkalaisen jalkapallon muotoinen, kun sen keski-
piste on origossa.

Maarittelemme joukon A avulla normin ||-||4 seuraa-
vasti: Olkoon = € R3. Olkoon k € R,k > 0 sellainen,
ettd kx sijaitsee joukon A reunalla. (Katso kuva 8.) T4l
lainen k on aina olemassa, kun x # 0, koska 0 sijait-
see kappaleen A sisélla ja A on rehellinen fysikaalinen
kappale. Koska A on konveksi, k on myos yksikésittei-
sesti madratty. Nyt méaritellddn ||z||a = 1/k. Lisdksi
mééritelldin |04 = 0.

kx

el
<~

Kuva 8: Nain mddritellddn luku k.

Teoreema 1. ||| 4 toteuttaa kaikki normin aksioomat.

Todistus: Kaksi ensimmaista aksioomaa ovat itses-
taanselvia.

Todistamme kolmannen aksiooman. Olkoon £ > 0
ja z € R3. Olkoon k > 0 sellainen, ettd kx on joukon
A reunalla. Nyt my6s (k/€)(¢x) on joukon A reunalla.
Siis £/k = ||| 4 ja ||z]|a = 1/k. Siis Aksiooma 3 pétee
positiiviselle £.

Olkoon x € R3. Jos kx on joukon A reunalla, myds
—kx = k(—x) on joukon A reunalla, koska A oletettiin
symmetriseksi. Siis ||—z| = ||z

Olkoon z € R3 ja £ > 0. Nyt ||—fz| = ||[tz| = |¢|||=]| =
| —£]||z||. Siis Aksiooma 3 patee my6s negatiiviselle ker-
toimelle.

Todistetaan Aksiooma 4.

Varsinaista todistusta ajatellen teemme ensin pari huo-
miota.

Ensinniikin huomataan, ettd jos z € R3, niin z/||x| 4
on joukon A reunalla, koska kyseessd on kx edellisten
kappaleiden notaatiolla.

Olkoon sitten z,y € R3. Haluamme piirtds janan pis-
teestd x pisteeseen y. Tamé tehdddn niin, ettd aloi-
tetaan pisteestd x ja piirretdén janaa vektorin y — x
suuntaisesti. Jana on siis {x + k(y —z) | 0 < k < 1}.
Toisaalta lauseke = + k(y — z) = (1 — k)x + ky. Ta-
maé, tarkoittaa sitéd, ettd janan pisteet ovat tdsmalleen
painotetut keskiarvot pisteistd z ja y. (Katso kuva 9.)

k(y-x)

Kuva 9: x + k(y — x) piirtdd janan pisteestd x pistee-
seen y.

Nyt varsinainen todistus.
Olkoon z,y € R3. Midritelldin z seuraavasti:
z+y
2= 0
]l + llylla

el @
Tela +lla Tlla

Iolla v
Tela +1lola Tl

Nyt W ja W ovat joukon A reunalla, ja z on pai-
notettu keskiarvo néisté pisteistd. Piste z siis sijaitsee
naitd pisteitd yhdistévélla janalla, ja koska A on kon-
veksi, z sijaitsee siis joukossa A. (Katso kuva 10.) Jos
siis valitaan k niin, ettd kz on joukon A reunalla, k > 1,
ja siis ||z]la < 1.

sisallysluetteloon
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X
Il Ivll,

Kuva 10: Piste z sijaitsee ndin.

Siis
oy — ool
zlla+llylla —

Kertomalla téstd oikeanpuoleinen epayhtdlé puolittain
keskimmaéisen lausekkeen nimittajalla saadaan Aksioo-
ma 4. [

Pallot metriikassa d4

Téassé luvussa todistamme vihdoin sen tuloksen, etté
on olemassa metriikka R3:ssa, jossa kaikki pallot ovat
amerikkalaisen jalkapallon muotoisia.

Teoreema 2. Olkoon |-|| mikéd tahansa normi R3:ssa,
ja d kaavalla d(x,y) = ||z — y|| mddritelty metriik-
ka. Tdlldin kaikki pallot ovat yhdenmuotoisia pallon
B(0,1) kanssa.

Todistus: Ensinndkin huomataan, etté

[z =yl = I=(y =)l = lly — =[|.

Sitten varsinainen todistus:

Olkoon = € R? ja r > 0. Nyt y € B(x,r) jos ja vain jos
|z =yl < jos ja vain jos |ly/r —z/r|| <1 jos ja vain
josy/r —x/r € B(0,1).

Tutkitaan funktiota b: R? — R3;b(y) = y/r —x/r, kun
x on vakio. Se on helppo nidhdé bijektioksi (tarkista
bijektiivisyyys itse). Funktion b bijektiivisyydestd yh-
desséa edellisen kappaleen jos ja vain jos -ketjun kanssa
seuraa, etti funktio b vie pallon B(z,r) palloksi B(0,1).

N

Kuva 11: Pienempi amerikkalainen jalkapallo on isom-
man kuvajoukko, kun funktiona on y — y/2.

<

Kuva 12: Vasemmanpuoleinen amerikkalainen jalkapal-
lo on oikeanpuoleisen kuvajoukko, kun funktiona on
Yy = y+x jax on vakiovektori.

Nyt funktio y — y/r kutistaa (tai avartaa, jos r < 1)
avaruutta rn verran (katso kuva 11), ja funktio
y' — 1y’ — x/r siirtdd avaruutta vektorin —z/r osoitta-
man suunnan ja matkan (katso kuva 12). Siis b kutistaa
ja siirtdéd avaruutta, mutta sailyttda kappaleiden muo-
don. Koska b vie pallon B(z,r) palloksi B(0,1), kuviot

B(0,1) ja B(z,r) ovat yhdenmuotoisia. [J

Mééritellddn, ettd metriikka da(z,y) = ||l — y||a. Pe-
rusjoukkona on siis R3.

Teoreema 3. Metriikassa da kaikki pallot ovat yhden-
muotoisia joukon A kanssa.

Todistus: Tutkitaan joukkoa A. Olkoon z € R3, ja
k > 0 sellainen, ettd kz on joukon A reunalla.

Oletetaan k& > 1. Nyt 0,kz € A, ja = on pisteitd 0 ja
kx yhdistavélla janalla. Koska A on konveksi, = € A.

Oletetaan, ettd = € A. Koska A oli rehellinen fysikaa-
linen kappale, sen reuna tulee jossain vaiheessa kuljet-
taessa pisteestd x vektorin x osoittamaan suuntaan, ja
on siis olemassa k' > 1, jolle ¥’z on kappaleen A reunal-
la. Mutta nyt k:n yksikésitteisyyden nojalla k = k" > 1.

Siis joka tapauksessa x € A jos ja vain jos k > 1 jos
ja vain jos [[z[la < 1 jos ja vain jos x € B(0,1). Siis
A= B(0,1). (Katso kuva 13.)

sisallysluetteloon
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Ity ll,=1

olIx]| <1

Kuva 183: Kuvassa joukko A sekd joidenkin pisteiden
normeja.

Siis edellisen teoreeman nojalla kaikki pallot ovat yh-
denmuotoisia joukon A kanssa. (]

Siis kaikki avaruuden (R3 d,) pallot ovat joukon A
muotoisia. Amerikkalainen jalkapallo on konveksi ja
symmetrinen, rehellinen fysikaalinen kappale. Jos siis

A valitaan sellaisen amerikkalaisen jalkapallon muotoi-
seksi, jonka keskipiste on origossa, kaikki avaruuden
(R3,d4) pallot ovat amerikkalaisen jalkapallon muo-
toisia.

Pelataanko amerikkalaista jalkapalloa
sittenkin paiosin jaloilla?

Kadelliset ovat eldinlahko, johon kuuluu apinat, ihmi-
set sekd joitain muita lajeja. Naille tyypillistd on se,
ettd eturaajat ovat kehittyneet oksiin ja esineisiin tart-
tumiseen. Kédellisid on ollut olemassa ainakin 70 mil-
joonaa vuotta, ja ne ovat kehittyneet nelijalkaisista ni-
sakkaistd. Kun kédelliset olivat kehittyméssa, niiden
nelijalkaisten esi-isien etujalat kehittyivat kéasiksi.

Nain ollen voidaan sanoa, ettd kiddet ovat itse asias-
sa tarttumiseen erikoistuneet etujalat, ja amerikkalais-
ta jalkapalloakin pelataan pa&dosin néilla tarttumiseen
erikoistuneilla etujaloilla. Emme kuitenkaan sukella sy-
vemmiélle tdhédn aihepiiriin, koska se kuuluu biologian
eikd matematiikan alaan.

sisallysluetteloon
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Solmun tehtavia

Tehtévét sopivat lukiolaisten lisdksi myods edistyneille
yléakoululaisille.

1. Frans jakoi suorakulmion yhdeksdksi nelioksi. Han
havaitsi, ettd yhden nelién pinta-ala on 64 cm?, kahden
nelion pinta-ala on 16 cm? ja muiden nelididen pinta-
ala on 4 cm?. Mik4 oli alkuperéisen suorakulmion piiri?

2. Piirretddn pieni tasasivuinen kolmio ja ympéroidaan
se yhdella kerroksella samanlaisia pienié kolmioita niin,
ettd saadaan suurempi tasasivuinen kolmio alla olevan
kuvan mukaisesti. Ympéaroidddn sitten saatu suurem-
pi tasasivuinen kolmio vastaavasti yhdelld kerroksella
pienié kolmioita, jolloin saadaan vield suurempi tasasi-
vuinen kolmio (katso kuva), ja niin edelleen.

A

(a) Kuinka monta pientd kolmiota kolmannessa kol-
miossa on? (Kolmas kolmio on kuvassa oikealla.)

(b) Kuinka monta pientd kolmiota kahdennessakym-
menennessi kolmiossa on?

(¢) Kuinka monta pientd kolmiota n. kolmiossa on?

3. Kimin piti ratkaista epayhtalo

4
xr— 2

> 5,

mutta hén korvasi luvun 5 vahingossa toisella positiivi-
sella kokonaisluvulla. Hén ratkaisi muuttuneen epéyh-
talon oikein ja sai ratkaisuksi 2 < z < 4. Milla positii-
visella kokonaisluvulla hin oli korvannut epayhtalssa
luvun 5?7

4. Jaetaan positiivinen kokonaisluku n jokaisella lukua
n pienemmalld positiivisella kokonaisluvulla ja merki-
taan f(n):1la saatujen jakojadnnosten summaa. Esi-
merkiksi jaettaessa luku n = 5 luvuilla 1, 2, 3 ja
4 saadaan jakojadnnokset 0, 1, 2 ja 1, joten f(5) =
0+ 1+ 2+ 1= 4. Ratkaise yhtalo f(n) = n.

5. Alypuhelimella pankkisovellukseen kirjautuminen
vaatii nelinumeroisen PIN-koodin. Turvallisuussyistéa
numerot ilmestyvat eri kirjautumiskerroilla satunnai-
sesti puhelimen néytoélle kohtiin, jotka ndkyvét alla ole-
vassa kuvassa. Jokaisen numeroiden 0-9 erilaisen si-
joittelun todennakoisyys on sama. Alla olevassa kuvas-
sa on esitetty yksi mahdollinen numeroiden sijoittelu.
Kun PIN-koodi sisaltdéd nelja eri numeroa, niin mika
on todennikoisyys, ettd kahdella perdkkéisella kirjau-
tumiskerralla kdyttaja jattad sormenjélkensd samoihin
kohtiin puhelimen néytolla?

6 1 4
2
7

W 0 o
(e
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6. Erdén reaaliluvun ja sen kddnteisluvun summan ne-
li6 on 5.

(a) Maarita kyseisen reaaliluvun nelion ja nelion kaan-
teisluvun summa ratkaisematta itse reaalilukua.

(b) Maarita kyseisen reaaliluvun kuution ja kuution
kddnteisluvun summa ratkaisematta itse reaalilu-
kua.

7. Annalla, Laurilla ja Tiinalla on jokaisella rahaa
omalla pankkitililld&én enemman kuin 100 euroa. Lau-
rilla on rahaa 35 prosenttia siitd mitd Annalla on ja
Tiinalla on rahaa 12/7 siitd mitd Laurilla on. Kuinka
paljon Annalla, Laurilla ja Tiinalla on yhteensé rahaa,
kun Tiinalla on 1011 euroa enemmén kuin Laurilla?

8. Mikd on suurin mahdollinen sivujen lukuméara
konveksissa monikulmiossa, jossa on tédsmélleen kolme
tylppda kulmaa? Anna esimerkki téllaisesta monikul-
miosta. Monikulmio on konveksi, jos minkad tahansa
kahden reunapisteen vélinen jana on kokonaan moni-
kulmion sisélla. Kulma on tylppé, jos se on suurem-
pi kuin 90° ja pienempi kuin 180°. Vastaavasti kulma
on terivé, jos se on pienempi kuin 90°. Alla on kuva
konveksista monikulmiosta, jossa on yksi tylppé kulma,
kaksi terdvad kulmaa ja yksi suora kulma.

9. Suorakulmaisen kolmion muotoisen purjeen yldosas-
sa on vaaleanharmaa merkki, joka kertoo veneluokan.
Alla olevassa kuvassa MA + AC = CB + BM. Jos
BM =7 m ja CB =5 m, niin mikd on harmaan mer-
kin ylapuolelle jaavian kolmion korkeus?

A

B C

10. Jussi sai joululahjaksi robotin, jonka toimintaa han
kokeilee nelionmuotoisella matolla. Nelion sivujen pi-
tuudet ovat 4 metrid ja sen kulmat ovat jarjestyksessa
A, B, C ja D. Nelion sisélld olevan pisteen P etiisyys
sivuista AB ja BC on tasan 1 metri. Robotti ldhtee
liikkeelle pisteestd P ja kulkee 2 metrid suoraan satun-
naiseen suuntaan pysahtyen paikalleen. Mika on toden-
nékoisyys, ettd robotti padtyy ulos matolta?

Tehtévien ratkaisut julkaistaan Solmun seuraavassa
numerossa.

Léhde: K6MalL
K&annos ja sovitus suomeksi: Mika Koskenoja

sisallysluetteloon
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Jogurttitolkin ravistelun optimointi

Jukka Liukkonen
Mat. yo. evp.

Johdanto

Kun litran jogurttitolkki kaadetaan niin tyhjiksi kuin
voidaan ilman erikoistoimenpiteitd, tolkin seindmiin
jaa vield jonkin verran jogurttia. Haluttaessa puhdis-
taa tolkin sisdseindmét jogurtista ennen kartonkike-
raykseen laittamista tolkkiin kaadetaan vettéd ja ravis-
tellaan. Kuinka paljon vettd tolkkiin tulee kaataa, jotta
ravistelu olisi mahdollisimman tehokasta?

Jos t6lkki laitetaan tdyteen vettd, vesi ei juurikaan paé-
se liikkkumaan tolkin sisélla ravistelun aikana, ja jogurt-
tijdamiin ei kohdistu irrottavaa iskuvaikutusta. Toi-
saalta, jos vettd on vain vdhén tolkin tilavuuteen ver-
rattuna, vesi kylld péédsee liikkumaan villistikin, mutta
mitdttoman massan takia veden iskuvaikutus on pie-
ni. Olisiko optimaalinen vesimééra esimerkiksi puolet
tolkin tilavuudesta?

Vapaa-ajan hupipohdinnoissa ei ole jarkevéia ldhestya
probleemaa liian jéreilld tyokaluilla, kuten télla kertaa
virtausmekaniikan monimutkaisten mallien ja varsin-
kaan Navier-Stokes-yhtéloiden kautta. Artikkelissa tar-
kastellaan darimmaéisen pelkistettyd mallia. Siind vesi
on korvattu kiinteélla kappaleella, joka liukuu jogurtti-
tolkin sisdlld tolkin padsta paahan kitkattomasti. Kap-
paleen lisdksi tolkin sisélld ei ole muuta ainetta, ku-
ten esimerkiksi ilmaa. T6lkki ja kappale ovat suorakul-
maisen sdrmion muotoisia niin, ettd kappaleen muo-
to ja koko vastaavat pystysuoraan tolkkiin kaadettua
vesimassaa sen jalkeen, kun veden aaltoilu on tasaan-

tunut. Laskuissa painovoiman vaikutus jatetddn huo-
miotta; ravisteluliike voidaan ajatella keittion lattian
suuntaiseksi.

Tolkkid edestakaisin ravistettaessa kappale torméa
tdysin kimmottomasti vuoron perédén télkin pohjaan ja
kanteen. Pakotetun edestakaisen liikkeen malliksi ote-
taan yksinkertaisuuden vuoksi harmoninen varahtely.
Ravistelun tehokkuuden mittarina kaytetddn kappa-
leen torméayshetken liike-energiaa tolkin mukana kulke-
van koordinaatiston suhteen. Energia on kykyé tehda
tyota, téssd tapauksessa puhdistustyotd. Kun todelli-
sessa tilanteessa vesi torméyksen voimasta hajoaa eri-
suuntaisiksi roiskeiksi, ndma roiskeet liike-energiallaan
irrottavat jogurtin jadmid seindmistd. Osa energias-
ta muuttuu ldmmoksi, ddneksi jne., mutta ravistaja
kompensoi héviot syottdmaélla systeemiin lisdd liike-
energiaa.

Vaikka malli on simppeli, sen antama tulos on luulta-
vasti tarpeeksi tarkka riittdédkseen ohjeeksi keittiofyy-
sikolle. Lisdksi mallista kumpuaa matemaattisesti mie-
lenkiintoinen raja-arvotehtava.

Mallin tarkempi esittely

To6lkin ja samalla sen sisdlld liukuvan kappaleen poh-
ja olkoot nelién muotoiset. Laskujen kannalta pohjan
muoto ei ole tdrked, kunhan sen ala B on tiedossa
(B < bottom). Kappaleen korkeus on h = 2r. Se vas-
taa tolkkiin kaadetun veden syvyyttd. Tolkin korkeus

sisallysluetteloon
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on H = 2R. Osaméérdd h/H = r/R sanotaan tayt-
tosuhteeksi. Oheisissa kuvissa havaitsija on ka&nta-
nyt padnsi sellaiseen asentoon, ettd hédnen mielestdan
tolkkia liikutetaan pystysuunnassa edestakaisin. Tol-
kin keskipisteen paikka z(t) ajan t funktiona piirtda
(t, z) -koordinaatistoon sinikdyrén

z(t) = Asinwt,

missd A > 0 on viardhdysliikkeen amplitudi, puolet liik-
keen ddripdiden vélisestd etdisyydestd. Osamaarad R/A
kutsutaan ravistussuhteeksi. Kun 7" on virdhdysjak-
son ajallinen pituus, ja f = 1/T on vérdhtelytaajuus,
kulmataajuudella w (so. montako radiaania sekunnis-
sa) on lauseke

2w
w=2nf=—.
T
I
|
| z
I
I
I
I
|
I
! H—h
I
|
! <
| :
! 7
| =
I —
I 3
H=2R R - ke
I ’.‘\f}
! ~
I
I
|
i h=2r
1 0
I
I
I
I
R
Vs

Kuva 1: Tilanne hetkelli t = 0, jolloin x = 2(0) = 0, ja
harmaa kappale on kithdyttinyt tolkin pohjan pakotta-
mana yléspdin. Mainitulla hetkelld tolkin liske alkaa hi-
dastua. Kappale jatkaa tasaisella nopeudella, jolloin se
irtoaa télkin pohjasta. Jossain myéhemmdssd vaiheessa
kappale tormdd tolkin kanteen. Kuvassa x-koordinaatts
kasvaa ylospdin mentdiessad.

To6lkin vauhti eli nopeuden

v(t) = i—f = Aw coswt

itseisarvo on suurimmillaan, kun wt = nx eli
~nw T
i
siis esimerkiksi hetkilld ¢ = 0 ja t = T'/2. T6lkin kiih-
tyvyys on

n €,

dv

Se on positiivinen, kun —7 < wt < 0 eli kun

= — Aw? sin wt.

T<t<0
5 .

Hetkelld t = 0 oletetaan, ettd vettd vastaava kappale
on tolkin pohjalla, jolloin kappaleen painopisteen paik-
ka ja nopeus ovat vastaavasti (w < water)

Tw(0) = —R+7r, vy(0) =v(0) = Aw.
Vilittoméasti hetken ¢ = 0 jélkeen tolkin litke ylospéin
alkaa hidastua, kun taas kappale jatkaa tasaisella no-
peudella Aw térmétikseen lopulta tolkin kanteen. Juu-
ri ennen torméaysté kappaleen painopisteen paikkakoor-
dinaatti ja nopeus ovat

Tw(t) = —R41r+ Awt, vy(t) = Aw.

Ks. kuva 2.

Torméayksen analyysi

Ensimmaisen torméayksen tapahtuessa
Tw(t) =z(t)+ R—r,

Sijoittamalla paikkakoordinaattien lausekkeet paikoil-
leen saadaan yhtélo

—R+r+ Awt = Asinwt + R —r,

joka sievenee torméiysehdoksi

2(R—r)
|

wt — sinwt =

Téssd w, R ja A ovat positiivisia vakioita. Térméysehto
sitoo muuttujat r ja t toisiinsa. Tavoitteena on 16ytéaa
sellainen muuttujan r arvo, jolla térméysenergia mak-
simoituu.

Lausekkeiden yksinkertaistamiseksi otetaan kayttoon
uudet muuttujat

o o 2AR—T)
a=wt ja f= 1 ;
jolloin
Ap

ja r=R——.

«
t=—
w 2

Kun maéaritellaan funkio
T2 [0700[—> [0,00[, @(a) :Od—SiIlOz,

torméaysehto saa muodon

pla) =B

Funktio ¢ on jatkuva ja derivoituva. Derivaattaa ja
raja-arvoa tutkimalla havaitaan, ettd ¢ on aidosti kas-
vava bijektio. Kappaleen nopeuden muutos torméys-
hetkell& ¢t on

v(t) — vy (t) = Aw coswt — Aw = Aw(cosa — 1).

sisallysluetteloon
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Kuva 2: Tolkin paikka x(t) ja sen sisalld livkuwvan harmaan kappaleen paikka x(t) ajan t funktiona aikavdlilla
[0,T], siis yhden ravistusjakson aikana. Kappale irtoaa tolkin pohjasta hetkelld t = 0, jolloin télkin liike ylospdin
alkaa hidastua. Kappale jatkaa tasaisella nopeudella, kunnes tormdd tolkin kanteen hetkelldt = t1. Hetkelld t = %
tolkin litke alaspdin alkaa hidastua, ja kappale irtoaa télkin kannesta jatkaen tasaisella nopeudella, kunnes térmdd
tolkin pohjaan hetkelld t = to ja irtoaa siitd hetkelld t = T. Systeemin litke toistuu jaksollisena periaatteessa
loputtomiin. Kappaleen paikan kuvaaja kulkee vuorotellen sinikdyrdd ja sen tangentin suuntaista suoraa pitkin,
kun tangentit ajatellaan jakson puolikkaan kokonaisten monikertojen n % kohdalle. Kuvassa sinikdyrdosuudet on
prirretty siniselld ja suorat osuudet mustalla. Siniset osuudet ovat niin lyhyitd, ettd niiden kaareutumista on
vaikeaa havaita.

Kun p on kappaleen tiheys, kappaleen massa on missé
=2Brp=2B (R A8 =Bp2R - A
m=2Brp=2BR==5" ) p=Bp2R = A5) P(0) = (2Q - p(a))(cosa — 1)?

= Bp(2R — Ap(a)). = (2Q — a +sina)(1 — cosa)?,

Kappaleen liike-energia t6lkin suhteen torméyksen sat-

tuessal on kun ravistussuhdetta merkitd&n
1 2
Ek = 5 m(v(t) — ’Uw(t)) Q _ E
1 4
=3 Bp(2R — Ap(a)) A*w?(cosa — 1)?
1, Toistaiseksi R ja A ovat vakioita. Téten my6s @ on
=3 A’w*Bp ®(av), vakio, kunnes toisin mainitaan.

IT4ssé tarkoitetaan liike-energiaa siind vakionopeudella liikkuvassa koordinaatistossa (inertiaalikoordinaatistossa), jonka nopeus
yhtyy tolkin nopeuteen torméyshetkellda. Tamén liike-energian kasittdminen térméysenergiaksi on fysikaalisesti perusteltu, kun tolkki
ja ravistaja ajatellaan suurimassaisena kokonaisuutena, johon massaltaan vidhiinen kappale térméi. Ks. [2].

sisallysluetteloon
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Liike-energian maksimointi

Koska A, w, B ja p ovat vakioita, torméyksen liike-
energia on suurimmillaan, kun ®(«) saavuttaa maksi-
minsa. Vastaava muuttujan « arvo on funktion ® mak-
simikohta. Huomaa, ettd térméysenergian maksimiar-
vo riippuu parametrista A, mutta maksimikohta riip-
puu vain ravistussuhteesta (). Siksi maksimikohdalle

kiytetddn mychemmin merkintdd o, .

Aikavélilla ¢ > 0 patee o > 0. Koska
P(a+27) = (2Q —a — 27 +sina)(1 — cos a)? < B(a),

funktio @ : [0, 00[ = RR saavuttaa suurimman arvon-
sa valilla [0, 27]. Itse asiassa ® saavuttaa suurimman
arvonsa valilld [0, 7], mikd ndytetdin kahdessa osassa
seuraavalla tavalla:

Tapauksessa 7 < a < 37” on 5 <2m—a<m,ja
O(2m — @)
= (2Q — (27 — @) +sin(27 — @) ) (1 — cos(27 — @) )2
———
<a >0>sin « =cos

> (2Q — a +sina)(1 — cosa)?
= d(a).

Tapauksessa 37” <a<2mon g <a—-—7w<m,ja

O(a—m)
= (2Q — (a—m) +sin(a — 7)) (1 — cos(a — ) )2
—— —_———
<a >0>sin « <0<cos «

> (2Q — a +sina)(1 — cosa)?
| —

=2r/A>0
= P(a).

Viite funktion ® maksimikohdan sijainnista valilla
[0, 7] tuli ndin todistetuksi. Térméysehdosta ja muut-
tujan f méaritelméstd saadaan toisaalta

2R — 2
AR=r) g 2R g4

a = p+sina < f+ 1 1

Kun merkitdan
@ =min {7, 2Q + 1},

suurimman arvon etsiminen voidaan rajoittaa valille
[0,@].

Asriarvotehtdvin ratkaiseminen analyyttisesti esimer-
kiksi etsimélld funktion ® derivaatan nollakohdat néyt-
td4 mahdottomalta. Onko se mahdotonta, sitd ei ryh-
dyté téssd arvailemaan, vaan tyydytddn numeeriseen
ratkaisuun ja riittdvdn tarkkaan likiarvoon etenkin,
kun itse malli on reaalimaailman tilanteen hyvin karkea
approksimaatio. Numeerinen ratkaisu tuotetaan seu-
raavasti:

R
1) Lue syotteend ravistussuhde @ = 1

2) Laske @ = min {7, 2Q + 1}.

3) Generoi tarpeeksi tihed

Qa,. .., 0, jolle

tasavéilinen pisteisto

D=1 <a<...<ap-1 <a, =a.

4) Laske ®(ay),...,P(ay,) ja valitse luvuista suurin,
olkoon se ®(ay).

5) Laske B = ay — sin ay.

6) Laske ja palauta optimaalinen tayttosuhde

Tk _q_ P
R 2Q°

7) Vastaava ensimmaéisen torméyksen ajankohta muo-
te oy S, ..
dossa T = o saattaa niin ikdédn olla kiinnostava.
T

Numeerisesti laskettuja tuloksia
Arkinen ravistustilanne keittiossa

Todellisessa tilanteessa arvioitiin silmaméaaraisesti, etta
@ = 2. Talloin @ = . Vilille [0, ] generoitiin tasavi-
lein n = 1000000 muuttujan o arvoa ja laskettiin vas-
taavat funktionarvot ®(«). Niistd suurin saatiin arvol-
la a ~ 2,40690. Maksimaalisen torméysenergian antava
tayttosuhde on talloin r/R =~ 0,56587. Tulos on hieman
suurempi kuin ennakkoarvaus 0,5. Optimaalista taytto-
suhdetta vastaava ensimmaisen torméyksen ajankohta
on t/T =~ 0.38307.

d(a)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

o
2

3.0

Kuva 3: Funktion ® kuvaaja valilla [0, ], kun ravistus-
suhde on Q = R/A = 2. Maksimikohta o = 2,40690 on
merkitty punaisella.
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Optimaalisen tayttosuhteen riippuvuus ravis-
tussuhteesta

Ravistussuhde @ = R/A ajatellaan nyt funktion
® = &, parametriksi, jonka arvoa muutetaan ja muu-
toksen vaikutusta tutkitaan. Tietokoneella tehtyjen nu-
meeristen laskujen valossa nédyttda siltéd, ettd optimaa-
linen eli maksimaalisen torméysenergian antava tayt-
tosuhde /R ldhestyy raja-arvonaan ykkostd, kun ra-
vistussuhde ) kasvaa rajatta. Toisaalta, kun ravistus-
suhde pienenee kohti nollaa, optimitayttosuhde nayt-
tdd laskeutuvan jonnekin arvon 0,43 tienoille.

Optimaalinen tayttosuhde

1.0 q
0.9 4
0.8 4
S
T 0.7
0.6 4
0.5
0 200 400 600 800 1000
Q=R/A
Optimaalinen tayttdsuhde
0.8
0.7 1
S
=
0.6 4
0.5
0 2 4 6 8 10

Q=R/A

Kuva 4: Tormdysenergian maksimoiva tayttosuhde r/R
ravistussuhteen Q@ = R/A funktiona kahdessa eri skaa-
lassa.

Optimaalisen tiyttosuhteen raja-arvo

Mielenkiinnon vuoksi lasketaan vield optimaalisen
tayttosuhteen tarkka raja-arvo, kun ravistussuhde kas-
vaa rajatta (Q — oo) tai ldhestyy nollaa (Q — 0+).
Raja-arvoilla tuskin on kaytdnnoén merkitysta, silla ku-
ten erdis kollega totesi, tapauksessa @ = 1078 “tarvi-
taan pitkdkatinen ravistaja”: jos tolkin korkeuden puo-
likas on R = 12cm, mika lienee ldhelld reaalimaail-
man arvoa, ravistusliikkeen amplitudin on oltava tah-
titieteellinen A = 12000 km. Kenties néinkin ulottuvia

ravistajia lymydd maailmankaikkeudessa, mene tieda.
Joka tapauksessa raja-arvot pystytdin médrittdmaan
tarkasti ilman, ettd arvioitavan suureen eli optimaa-
lisen tayttosuhteen lauseketta tunnetaan. Téllainen ei
tosin ole mitenkdan poikkeuksellista matematiikassa.

Raja-arvo, kun ravistussuhde kasvaa rajatta

Kuvan 4 ensimmaéisen kédyrdn perusteella ehdotetaan
optimaalisen téyttosuhteen raja-arvoksi lukua 1 ravis-
tussuhteen kasvaessa rajatta. Néin todellakin on, mi-
k& johtuu siitd, ettd ®(«) saavuttaa maksiminsa, kun
0 < a <. Silloin

2%(1—%):5:a—sina§a§w.

Kun R/A — oo, valttdmattd /R — 1.

Raja-arvo, kun ravistussuhde hiipuu nollaan

Kuvan 4 alemmasta kéyrédstd luettuna optimaalinen
tayttosuhde on noin 0,43 hyvin pienilld ravistussuhteen
Q arvoilla. Tarkan raja-arvon maéaérittdmiseksi turvau-
dutaan valmistelujen jélkeen sinin ja kosinin sarjakehi-
telmiin:

0[3 a5 CY7
SIHOK—OL7§+E ?4’ y
-1 0[2 0[4 0[6
R T TR T

Kineettisen energian E lausekkeessa kertoimet A, w,
B ja p ovat rehellisid positiivisia reaalilukuja. Klassi-
sessa fysiikassa kineettinen energia on positiivinen re-
aaliluku tai nolla. Siksi energian lausekkeessa esiintyva
tekija
P(a) = (2Q — (@) (1 — cosa)?

on positiivinen tai nolla. Funktion & maksimikohdas-
sa o, on voimassa ®(a,) > 0. Télloin p(a,) < 2Q.
Koska 0 < ¢(a,), pitee

) = 0.

lim ¢(a

Q—0+ @

Tamé& on mahdollista vain, jos

lim «a, =0,
Q—0+
silld ¢ on aidosti kasvava bijektio [0, 00— [0, co[. TI-
man tarkempaa tutkimista ei ole poissuljettua, ettd ®
saavuttaa suurimman arvonsa useassa eri pisteessa sa-
malla ravistussuhteen @ arvolla. Raja-arvoyhtélo patee
kaikille néille maksimikohdille.

Raja-arvolaskuissa erittdin kéyttokelpoinen merkinta
O(1) tarkoittaa “maltillista” funktiota, joka ei “réjah-
da” nollan ympaéristossa. Téasmaéllisemmin sanottuna
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funktio f kuuluu funktioluokkaan O(1), jos on olemas-
sa sellaiset positiiviset reaaliluvut 6 (tyypillisesti pie-
ni) ja M (tyypillisesti iso), ettéd |f(«)] < M aina, kun
0 < a < §. Télloin on varmaa esimerkiksi se, etta
ali%l-i- (OZf(Oé)) =0.

Kun funktion f “hienorakenne” on yhdentekeva,
lausekkeissa funktion paikalle kirjoitetaan symboli
O(1) sen merkiksi, ettd funktio on edelld tarkoitetussa
mielessé rajoitettu nollan ymparistossa. Merkintdtapaa
selostetaan yleisemmin Wikipedian sivulla [1]. Jos sym-
boli O(1) esiintyy laskelmassa tai lausekkeessa useaan
kertaan, eri esiintymien takana ei useinkaan ole yksi ja
sama funktio. Tédhédn tottuminen vaatinee hieman har-
joittelua.

Tayttosuhteen raja-arvoon péastadn késiksi sinin sar-

jakehitelmén
ad
sihna =a — 3 +a%0(1)

kautta, silla

1f1,£71,aisma71,?_ S0(1)
R 20 20 20
2 3
(L 1)L,
12 2 Q
ja
az_g

lim — = ,

Q-0+ @ 7
kuten kohta osoitetaan. Silloin optimaaliselle téaytolle
r, saadaan raja-arvo

Q
i e ;1 . 8_, 48 36 _3
Q=0+ R 12 7 84 84 7
~ 0,428 571428571 ... = 0,428 571.
Lemma
ol 48
; e _ =
R Tro R
Todistus

Funktio & on jatkuva ja derivoituva, joten maksimi-
kohdassa derivaatta hiviad. Funktion ® derivaatta on

@'(a)
= (=1+cosa)(l —cosa)?
+ (2Q — a+sina) - 2(1 — cos @) sin «
= (1 —cosa)[2sina (2Q — o+ sina)

— (1= cosa)?].

Derivaatan eris nollakohta vélill4 [0, 7] on a = 0. Muut
nollakohdat ratkeavat yhtélosta

(1 —cosa)? = 2sina(2Q — a +sina)
4
(1 —cosa)? + 2sin a(a — sina) = 4Q sin a.
Sinin ja kosinin sarjakehitelmisté
o’ a?
sina =a — 3 +a%0(1), cosa=1-— 5 +a*0(1)
saadaan

(1 —cosa)? = <O; — a4(’)(1)>2 _*

od
a—sina = 5 +a”0(1).

Derivaatan nollakohtayhtalo saa muodon
a4 6 aS 5 Ot3 5
Z+o¢(9(1)+2 a—F—Q—aO(l) Fﬁ-a(’)(l)
o
=4Q (a -5+ a5(9(1)>

Yhtalon vasen puoli sievenee lausekkeiksi

044 4

o Tat
— 42— +a%0(1) = — +°0(1).
4+ 6+a0() 12+a(9()

Jakamalla nollakohtayhtéalon molemmat puolet luvulla
« ja edelleen muokkaamalla yhtélo saadaan muotoon

( % + a2@(1>) o’ =4Q (1+a%0(1)),

josta ratkaistaan

o 4(1+020(1)) 48
Q@ 5 +a20(1) a0 T "

Viitteet

[1] Wikipedia: Big O notation.
https://en.wikipedia.org/wiki/Big_0_
notation

[2] Wikipedia: Inelastic collision.
https://en.wikipedia.org/wiki/Inelastic_
collision
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Suomen menestys huikeaa Euroopan tyttojen
matematiikkaolympialaisissa 2024 Tskaltubossa

Euroopan tyttéjen matematiikkaolympialaiset jérjes-
tettiin Tskaltubossa Georgiassa huhtikuussa 2024.
Georgiassa oli ollut tarkoitus jarjestéda jo 2021 olympia-
laiset, mutta ne oli jouduttu jérjestdméaéan etitapahtu-
mana koronaolosuhteiden vuoksi.

Suomea edustivat Aino Aulanko, Amelie Hao, Siiri
Roschier ja Minea Tiitinen. Aino Aulanko sai kultaa ja
Siiri Roschier pronssia. Ainon tulos oli aivan késitté-
méattoméan hyva. Han sai 38/42 pistettd, miké oli paras
eurooppalaisen kilpailijan tulos. Koko maailman tulok-
sissakin edelle meni vain yksi yhdysvaltalainen, Hannah
Fox, joka sai 41 pistetti. Tasapisteissd Ainon kanssa oli
australialainen Cloris Xu ja yhdysvaltalainen Jessica
Wan.

Tehtavat

Tehtava 1. Taululle on kirjoitettu kaksi eri kokonais-
lukua u ja v. Tehd&in sarja operaatioita. Jokaisessa
operaatiossa teemme yhden seuraavista kahdesta ope-
raatiosta:

(i) Jos a ja b ovat taululla olevia eri kokonaislukuja,
taululle voidaan kirjoittaa luku a + b, jos se ei ole
jo taululla.

(ii) Jos a, b ja c ovat kolme taululla olevaa eri kokonais-
lukua, ja jos kokonaisluku x toteuttaa az?+bz+c =
0, niin luku x voidaan kirjoittaa taululle, jos se ei
ole jo taululla.

Maarita kaikki aloituslukuparit (u,v), joista voidaan
kirjoittaa mika tahansa kokonaisluku taululle dérelli-
sen méiaran operaatioita jalkeen.

Tehtava 2. Tarkastellaan kolmiota ABC, jossa AC' >
AB. Olkoon 2 kolmion ympéri piirretty ympyréd ja
I sisédn piirretyn ympyrén keskipiste. Kolmion ABC
sisddn piirretty ympyra leikkaa sivut BC, CA, AB
pisteissa D, E, F, téssd jarjestyksessd. Olkoon X ja
Y kaksi pistettd sisddnpiirretyn ympyran lyhyemmil-
14 kaarilla DF ja DFE, tdssd jarjestyksessd, niin etté
/BXD = /DY C. Leikatkoot suorat XY ja BC pis-
teessd, K. Olkoon T piste ympyralla Q siten, ettd KT
on ympyran 2 tangentti ja T' on samalla puolella suo-
raa BC kuin piste A. Todista, ettd suorat T'D ja Al
leikkaavat ympyrallé €.

Tehtava 3. Kutsutaan positiivista kokonaislukua n
kummalliseksi, jos mille tahansa luvun n positiivisel-
le tekijélle d kokonaisluku d(d + 1) jakaa n(n + 1). To-
dista, ettd mille tahansa neljalle kummalliselle positii-
viselle kokonaisluvulle A, B, C ja D pétee seuraava:

syt(4,B,C,D) = 1.

Téssé syt(A, B, C, D) on suurin positiivinen kokonais-
luku, joka jakaa kaikki luvuista A, B, C ja D.

Tehtdva 4. Kokonaislukujen jonossa a1 < ag < -+ <
ayp, lukupari (a;, a;), jossal < i < j < n, on mielenkiin-
toinen, jos on olemassa kokonaislukupari (ag, ar), jossa
1 <k <€ <n, jolla pitee

Ay — Qg

=2.
aj; — a;
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Jokaiselle n > 3, etsi suurin mahdollinen mielenkiin-
toisten lukuparien maaré n-pituisessa jonossa.

Tehtiava 5. Olkoon N positiivisten kokonaislukujen
joukko. Etsi kaikki funktiot f : N+ N, joilla seuraavat
ehdot ovat tosia kaikilla positiivisten kokonaislukujen
pareilla (z,y):

(i) Luvulla z ja funktion arvolla f(z) on sama méadrd
positiivisia tekijoité.

(ii) Jos x ei ole luvun y tekiji ja y ei ole luvun z tekija,

niin silloin
syt(f(z), f(y)) > f(syt(z,y)).

Téssd syt(m,n) on suurin positiivinen kokonaisluku,
joka jakaa molemmat m ja n.

Tehtava 6. Etsi kaikki positiiviset kokonaisluvut d,
joille on olemassa d-asteinen reaalilukukertoiminen po-

lynomi P, jolla on enintddn d eri arvoa joukossa
P(0), P(1), P(2), ..., P(d*—d).
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Kansainvaliset matematiikkaolympialaiset 2024 Bathissa

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Helsingin yliopisto

Kansainviliset matematiikkaolympialaiset jarjestettiin
Bathissa 11.-22.7.2024. Suomea edustivat Aino Aulan-
ko, Albert Henriksson, Zhongyi Li, Zhiyuan Liu, Artar
Nador ja Siiri Roschier.

Suomen menestys oli hyvaid: Aino Aulanko sai hopeaa,
Zhongyi Li pronssia ja lisdksi tuli kolme kunniamai-
nintaa. Aino Aulanko sai lisdksi Maryam Mirzakhani -
palkinnon Euroopan parhaasta naispuolisen kilpailijan
tuloksesta.

Tehtavat

Tehtava 1. Maarita kaikki sellaiset reaaliluvut o, etté
kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n kokonaisluku

la] +[2a] + -+ + [na]

on jaollinen luvulla n. (Huomioi, ettd |z| merkitsee
suurinta kokonaislukua, joka on pienempi tai yhtasuuri
kuin z. Esimerkiksi |—7] = —4 ja |2| = [2,9] = 2.)

Tehtava 2. Maaritd kaikki positiivisten kokonaisluku-
jen parit (a,b), joilla on olemassa sellaiset positiiviset
kokonaisluvut g ja N, ettd yhtalo

syt(an +b,bn+a) =g

péitee kaikilla kokonaisluvuilla n > N. (Huomaa, et-
td syt(x,y) tarkoittaa lukujen x ja y suurinta yhteista
tekijia.)

Tehtava 3. Olkoon aq, ag, asz, ... &dretdn positiivis-
ten kokonaislukujen jono ja olkoon N positiivinen ko-
konaisluku. Oletetaan, ettd kaikilla n > N arvo an on
yhté suuri kuin se lukuméara, miten monta kertaa a,,_1
., an_1. Osoita, ettd ainakin toinen
jonoista ay, as, as, ... ja as, a4, ag, ... on lopulta jak-
sollinen. (Aéreton jono by, be, bs, ... on lopulta jaksol-
linen, jos on olemassa sellaiset positiiviset kokonaislu-
vut p ja M, ettd bp,4p = by, kaikilla m > M)

on jonossa ai, ag, ..

Tehtava 4. Olkoon ABC kolmio, jossa AB < AC <
BC'. Olkoon kolmion ABC' sisdénpiirretty ympyra w
ja sen keskipiste I. Olkoon X pisteestd C' poikkeava
piste suoralla BC niin, ettd pisteen X kautta kulkeva
suoran AC suuntainen suora sivuaa ympyrdd w. Vas-
taavasti olkoon Y pisteestd B poikkeava piste suoral-
la BC niin, ettd pisteen Y kautta kulkeva suoran AB
suuntainen suora sivuaa ympyrad w. Leikatkoon suo-
ra Al kolmion ABC ympéripiirretyn ympyran uudes-
taan pisteessi P # A. Olkoot K ja L janojen AC
ja AB keskipisteet téssd jirjestyksessd. Osoita, ettéd
/KIL+ /Y PX = 180°.

Tehtava 5. Turbo-Etana pelaa pelié laudalla, jolla on
2024 rivid ja 2023 saraketta. Laudan 2022 ruudussa
piileskelee hirvié. Aluksi Turbo ei tied&, missa hirviot
ovat, mutta hén tietdd, ettd kaikilla riveilld paitsi en-
simmaéiselld ja viimeiselld on tdsmélleen yksi hirvio ja
kussakin sarakkeessa on korkeintaan yksi hirvio.

Turbo yrittdd toistuvasti péddstd ensimmaiseltéd rivilta
viimeiselle riville. Jokaisella yritykselld hén valitsee en-
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simmaiseltd riviltd aloitusruudun ja siirtyy aina ruu-
dusta viereiseen ruutuun, eli sellaiseen ruutuun, jolla
on yhteinen sivu. (Hén saa siirtyd myos sellaiseen ruu-
tuun, jossa hén on jo kdynyt.) Jos hén joutuu ruutuun,
jossa on hirvio, niin yritys padttyy, ja Turbo siirretdén
takaisin ldhtoriville seuraavaa yritystd varten. Hirviot
eivit siirry ja Turbo muistaa kaikista kdymistdan ruu-
duista, onko niissd hirvio. Jos hén pédsee viimeiselle
riville, yritys loppuu ja peli paattyy.

Maéarita pienin mahdollinen luvun n arvo niin, etta
Turbolla on strategia, joka varmistaa, ettd hian saa-
vuttaa viimeisen rivin viimeistdédn n. yrityksella riip-
pumatta siitd, misséd hirviot ovat.

Tehtiava 6. Olkoon @ rationaalilukujen joukko. Funk-
tiota f : Q — @Q kutsutaan englantilaiseksi, jos se to-
teuttaa seuraavan ehdon: kaikilla z, y € Q pétee

fle+fy) =fx)+y tai f(f(x)+y) =z f(y)

Osoita, ettd on olemassa sellainen kokonaisluku ¢, et-
té jokaisella englantilaisella funktiolla f on korkeintaan
¢ eri rationaalilukua, jotka ovat muotoa f(r)+ f(—r)
jollain rationaaliluvulla r, ja m&dritd luvun ¢ pienin
mahdollinen arvo.

Tehtavien ratkaisuista

Sivulta https://www.imo2024.uk/solutions lOytyy
linkki tehtédvien ratkaisuihin. Ei siis kéydéa téssa tekstis-
sa lapi ratkaisuja, mutta kasitelladn tehtavan 5 ratkai-
su, silld tehtédva 5 on sellainen, jota voi ldhestya melko
vahaisillakin esitiedoilla.

Tehtiavan 5 ratkaisu

Olin Suomen joukkueen johtajana ja péédsin lukemaan
tehtavidn 5 useita hienoja ratkaisuja. Aino Aulanko sai
nimittdin tehtévistd tdydet ja Zhongyi Liu ja Albert
Henriksson saivat 6 pistettéd, eli yhden pisteen vaille
tdydet. T&lloin siis ratkaisu oli oleellisesti ottaen tay-
sin oikein, mutta siind oli joku pikkuruinen huolimat-
tomuusvirhe tai epatarkkuus.

Loput edustajamme saivat tehtavastd 0 pistettd. Tas-
sé tehtdvéssd nimittdin on hyvd mahdollisuus ryhtya
ajattelemaan tilannetta ihan liian hankalasti, jolloin ei
péadse maaliin.

Tehtévissa ei oikeastaan ole vélia sillé, ettd laudan mi-
tat ovat 2024 ja 2023 ja ettd hirviditd on 2022. Laudan
mitat voisivat olla n 4+ 1 ja n ja hirvioita taas n — 1,
toki pienin varauksin: jos laudan mitat ovat 2 ja 1 ja
hirviéita 0, on tilanne triviaali. Jos taas laudan mitat
ovat 3 ja 2 ja hirvi6itd 1, niin ensimmaiselld yrityksel-
14 joko pédsee loppuun tai 16ytda hirvion, jolloin taas
toisella yritykselld padsee loppuun.

Tehtavéssd sen sijaan on kriittistd, ettd hirviditd on
vihemmaén kuin sarakkeita, sillé jos hirvi6ité olisi yh-
td paljon kuin sarakkeita, niin hirviét voisivat sijaita
ikdan kuin diagonaalilla:

Talloin Turbo-Etana ei voi milloinkaan péédsta lop-
puun.

On hdmmaéstyttavad, miten radikaalisti tilanne muut-
tuu, kun laudalla on yksi hirvié vihemmaén. Talloin itse
asiassa riittdd kolme yritystd. Perustellaan tdma seu-
raavaksi. Esittdméani perustelu on ottanut vaikutteita
ehka kaikista lukemistani ratkaisuista. Niissd on kaikis-
sa tietyt elementit yhteisid, mutta tietyt yksityiskohdat
persoonallisia.

Turbo-Etanan yritykset ovat seuraavat:

1. Etsitddn ylin hirvio. Koska hirviéitd on vihemmaén
kuin rivejd, on mahdollista, ettd ylimmalla rivilla ei
ole hirviota, eikd valttaméatta edes toiseksi ylimmaél-
l14. Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd hirvio
loytyi ylimmalta riviltd. Vaihtoehtoja on nyt kaksi:
hirvié ei ole laidassa tai hirvié on laidassa, eli jom-
massa kummassa reunimmaisessa sarakkeessa. Vaih-
toehtoiset tilanteet nayttivat siis télta:

tai
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Késitellddn erikseen se tilanne, jossa ensimméinen Kasitelldan nyt se tilanne, jossa hirvié on laidassa. Voi-
hirvié onkin reunassa. daan olettaa, ettid se on vasemmassa reunassa.

2. Jos ensimmaéinen hirvio ei ole reunassa, niin Turbo- | 1 [ipvig 16ydetty:
Etana laittaa itsensé hirvion viereen ensimmaiselle
riville, menee yhden ruudun alas ja ka&ntyy hirvion
alle (Turbo-Etanan polku on merkitty harmaalla):

2. Turbo-Etana kulkee toiselta rivilta kaikki muut ruu-
dut 14pi paitsi reunimmaisen (hirvion alla olevan tai
sen vieressi olevan). Turbo-Etana siis kulkee seuraa-
vat ruudut lapi:

Nyt Turbo-Etana voi jatkaa turvallisesti alas asti,
silla téssa sarakkeessa on jo ylhdalld yksi hirvio, eli
niité ei voi olla muualla.

Ainoa mahdollisuus, jossa tdma reitti voi kaatua, on
se, jos hirvio loytyykin siitd ruudusta, johon men-
nédn toisella rivilla.

Jos missddn ruudussa ei ole hirviota, niin Turbo-
Etana tietédd, ettéd joko toisella rivilld ei ole lainkaan
l hirviéta, tai hirvié on diagonaalilla:

Téassé tilanteessa joudutaan siis kolmanteen yrityk-
seen.

Muiden ruutujen kohdalla alkuperédinen hirvio var-
mistaa, ettd niissé ei ole hirvidité.

3. Nyt tieddmme, ettd hirviét ovat seuraavissa paikois-
sa: Tassa tilanteessa Turbo-Etana siirtyy kolmannelle

riville, mutta jattdd véliin ne sarakkeet, joissa hir-
vio voi olla 1. ja 2. rivilld seké kolmannen rivin kol-
mannen ruudun:

— — Turbo-Etana jatkaa vastaavasti. Joko hén pédsee
loppuun tai torméa jollain rivilla hirvicon.

3. Kolmanteen yritykseen joudutaan vain, jos Turbo-
Etana térméé jollain rivill& hirvioén. Tall6in hdnen
oletuksensa hirvididen sijainnista on tdmaé, kun nel-
jannelle riville on merkitty mustalla kaikki mahdol-

Talloin seuraavalla reitilla ei voi olla hirvidita: liset ruudut, joissa Turbo on térméannyt hirviéon.
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Nyt turvallinen reitti on tdmaé:
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Kulman kolmiajako harppiviivoitinmenetelmalla

Reijo Hautakangas

Johdanto

On todistettu, ettd ei voi 10ytyd tapaa mielivaltai-
sen annetun kulman kolmasosan piirtdmiseen tarkasti
harppiviivoitinmenetelmalld. Téssé ratkaisussa on ol-
lut tavoitteena 16ytéaéd niin tarkka piirtdmistapa tuolle
menetelmaélle, ettd vaihteleva piirtdmisepatarkkuus jéa
suurimmaksi ratkaisun virheldhteeksi.

Téassd ratkaisussa syntyvd kuvio muistuttaa jossain
madrin erdstd Arkhimedeen oikeaksi todistettua kul-
mien kolmisuhdegeometriaa. Téssd on vain ’arvattu’
tuolle viistolle kolmasosakulman kyljelle 1ahes oikea pi-
tuus, jolloin véltytddn liu’utettavan merkityn viivoitti-
men kaytoltd ja piirtdminen voidaan suorittaa hyvak-
syttavalla tavalla. Katso aiheesta lisdéd: https://fi.
wikipedia.org/wiki/Kulman_kolmiajako

Piirtamisohje

1. Piirrd ympyra, jonka keskipisteené on jaettavan kul-
man a kéarkipiste O. Piste A on ympyrédn kehén ja
kulman a ylemmén kyljen leikkauspiste.

2. Piirrd jana kohtisuoraan kulman a alempaa kylkea
vasten pisteestd A pisteeseen D.

3. Jatka kulman a alempaa kylked oikealle sédteen ver-
ran ohi ympyrédn kehén pisteeseen C.

4. Piirrd janan DC pituinen jana alkaen pisteestd A
paattyen kulman a alemman kyljen jatkeelle pistee-

seen B. Muodostunut uusi jana on AB ja syntynyt
uusi kulma on ABD eli b.

Tulos: Kulma b on kulman a kolmasosa varsin tarkasti.
Virhe on < %O ja a:mn ollessa 90° tulos on jopa téysin
tarkka (katso taulukko).

Tarkkuustaulukko

kulma a | kulma a/3 | kulma b virhe

asteina asteina asteina %
30 10 10,047 40,47
45 15 15,142 40,95
60 20 20,268 +1,34
72 24 24,323 +1,35
81 27 27,259 +0,96
90 30 30 0
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Kulman b arvojen laskemiseksi taulukkoa varten muo-
dostetaan trigonometrinen lauseke. Kuvassa on suora-
kulmainen kolmio AOD, jonka hypotenuusa on ympy-
ran sdde. Merkitaén sille pituudeksi luku 1. Tallin se
on myo6s kuvan yksikkomittajana, josta seuraa janoil-
le pituudet: AD = 1 X sina, DO = 1 X cosa, DC
ja AB = 1 x cosa + 2. Edellisen perusteella saadaan
sin b:lle lauseke:

sina

sinb= ————
cosa + 2

josta saadaan

. sina
b=arcsin | ———— |,
cosa + 2

jonka tuloksena: b ~ a/3, kun a = 0..90°.

Muuta

Ratkaisumenetelméan on tarkoitus tuottaa kaytantoon
riittdva arvio, eli kun otetaan huomioon piirtdmisen ai-
heuttama epéatarkkuus, itse jakomenetelmén virhe peit-
tyy sen alle. Harpilla ja viivaimella ei voi jakaa kul-
maa kolmeen osaan, mutta on olemassa tyckaluja kul-
mien kolmiajakoa varten. Lisdksi kolmiajako onnistuu
erikoistapauksissa, kuten 90 asteen kulman tapaukses-
sa. Varsinaisessa kolmiajaon ongelmassa on kysymys
geometrisen tehtédvan ratkaisemisesta oikealla menetel-
malla eikd kdytdnnon piirtdmisesté, jossa vanha kek-
sinto astelevy on ollut kdytossd. Senkin ovat nykydan
cad-ohjelmat syrjaytténeet esim. tekniikan mekaniik-
kasuunnittelussa.
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