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Jogurttitolkin ravistelun optimointi

Jukka Liukkonen
Mat. yo. evp.

Johdanto

Kun litran jogurttitolkki kaadetaan niin tyhjiksi kuin
voidaan ilman erikoistoimenpiteitd, tolkin seindmiin
jaa vield jonkin verran jogurttia. Haluttaessa puhdis-
taa tolkin sisdseindmét jogurtista ennen kartonkike-
raykseen laittamista tolkkiin kaadetaan vettéd ja ravis-
tellaan. Kuinka paljon vettd tolkkiin tulee kaataa, jotta
ravistelu olisi mahdollisimman tehokasta?

Jos t6lkki laitetaan tdyteen vettd, vesi ei juurikaan paé-
se liikkkumaan tolkin sisélla ravistelun aikana, ja jogurt-
tijdamiin ei kohdistu irrottavaa iskuvaikutusta. Toi-
saalta, jos vettd on vain vdhén tolkin tilavuuteen ver-
rattuna, vesi kylld péédsee liikkumaan villistikin, mutta
mitdttoman massan takia veden iskuvaikutus on pie-
ni. Olisiko optimaalinen vesimééra esimerkiksi puolet
tolkin tilavuudesta?

Vapaa-ajan hupipohdinnoissa ei ole jarkevéia ldhestya
probleemaa liian jéreilld tyokaluilla, kuten télla kertaa
virtausmekaniikan monimutkaisten mallien ja varsin-
kaan Navier-Stokes-yhtéloiden kautta. Artikkelissa tar-
kastellaan darimmaéisen pelkistettyd mallia. Siind vesi
on korvattu kiinteélla kappaleella, joka liukuu jogurtti-
tolkin sisdlld tolkin padsta paahan kitkattomasti. Kap-
paleen lisdksi tolkin sisélld ei ole muuta ainetta, ku-
ten esimerkiksi ilmaa. T6lkki ja kappale ovat suorakul-
maisen sdrmion muotoisia niin, ettd kappaleen muo-
to ja koko vastaavat pystysuoraan tolkkiin kaadettua
vesimassaa sen jalkeen, kun veden aaltoilu on tasaan-

tunut. Laskuissa painovoiman vaikutus jatetddn huo-
miotta; ravisteluliike voidaan ajatella keittion lattian
suuntaiseksi.

Tolkkid edestakaisin ravistettaessa kappale torméa
tdysin kimmottomasti vuoron perédén télkin pohjaan ja
kanteen. Pakotetun edestakaisen liikkeen malliksi ote-
taan yksinkertaisuuden vuoksi harmoninen varahtely.
Ravistelun tehokkuuden mittarina kaytetddn kappa-
leen torméayshetken liike-energiaa tolkin mukana kulke-
van koordinaatiston suhteen. Energia on kykyé tehda
tyota, téssd tapauksessa puhdistustyotd. Kun todelli-
sessa tilanteessa vesi torméyksen voimasta hajoaa eri-
suuntaisiksi roiskeiksi, ndma roiskeet liike-energiallaan
irrottavat jogurtin jadmid seindmistd. Osa energias-
ta muuttuu ldmmoksi, ddneksi jne., mutta ravistaja
kompensoi héviot syottdmaélla systeemiin lisdd liike-
energiaa.

Vaikka malli on simppeli, sen antama tulos on luulta-
vasti tarpeeksi tarkka riittdédkseen ohjeeksi keittiofyy-
sikolle. Lisdksi mallista kumpuaa matemaattisesti mie-
lenkiintoinen raja-arvotehtava.

Mallin tarkempi esittely

To6lkin ja samalla sen sisdlld liukuvan kappaleen poh-
ja olkoot nelién muotoiset. Laskujen kannalta pohjan
muoto ei ole tdrked, kunhan sen ala B on tiedossa
(B < bottom). Kappaleen korkeus on h = 2r. Se vas-
taa tolkkiin kaadetun veden syvyyttd. Tolkin korkeus
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on H = 2R. Osaméérdd h/H = r/R sanotaan tayt-
tosuhteeksi. Oheisissa kuvissa havaitsija on ka&nta-
nyt padnsi sellaiseen asentoon, ettd hédnen mielestdan
tolkkia liikutetaan pystysuunnassa edestakaisin. Tol-
kin keskipisteen paikka z(t) ajan t funktiona piirtda
(t, z) -koordinaatistoon sinikdyrén

z(t) = Asinwt,

missd A > 0 on viardhdysliikkeen amplitudi, puolet liik-
keen ddripdiden vélisestd etdisyydestd. Osamaarad R/A
kutsutaan ravistussuhteeksi. Kun 7" on virdhdysjak-
son ajallinen pituus, ja f = 1/T on vérdhtelytaajuus,
kulmataajuudella w (so. montako radiaania sekunnis-
sa) on lauseke
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Kuva 1: Tilanne hetkelli t = 0, jolloin x = 2(0) = 0, ja
harmaa kappale on kithdyttinyt tolkin pohjan pakotta-
mana yléspdin. Mainitulla hetkelld tolkin liske alkaa hi-
dastua. Kappale jatkaa tasaisella nopeudella, jolloin se
irtoaa télkin pohjasta. Jossain myéhemmdssd vaiheessa
kappale tormdd tolkin kanteen. Kuvassa x-koordinaatts
kasvaa ylospdin mentdiessad.

To6lkin vauhti eli nopeuden

v(t) = i—f = Aw coswt

itseisarvo on suurimmillaan, kun wt = nx eli
~nw T
i
siis esimerkiksi hetkilld ¢ = 0 ja t = T'/2. T6lkin kiih-
tyvyys on

n €,

dv

Se on positiivinen, kun —7 < wt < 0 eli kun

= — Aw? sin wt.

T<t<0
5 .

Hetkelld t = 0 oletetaan, ettd vettd vastaava kappale
on tolkin pohjalla, jolloin kappaleen painopisteen paik-
ka ja nopeus ovat vastaavasti (w < water)

Tw(0) = —R+7r, vy(0) =v(0) = Aw.
Vilittoméasti hetken ¢ = 0 jélkeen tolkin litke ylospéin
alkaa hidastua, kun taas kappale jatkaa tasaisella no-
peudella Aw térmétikseen lopulta tolkin kanteen. Juu-
ri ennen torméaysté kappaleen painopisteen paikkakoor-
dinaatti ja nopeus ovat

Tw(t) = —R41r+ Awt, vy(t) = Aw.

Ks. kuva 2.

Torméayksen analyysi

Ensimmaisen torméayksen tapahtuessa
Tw(t) =z(t)+ R—r,

Sijoittamalla paikkakoordinaattien lausekkeet paikoil-
leen saadaan yhtélo

—R+r+ Awt = Asinwt + R —r,

joka sievenee torméiysehdoksi

2(R—r)
|

wt — sinwt =

Téssd w, R ja A ovat positiivisia vakioita. Térméysehto
sitoo muuttujat r ja t toisiinsa. Tavoitteena on 16ytéaa
sellainen muuttujan r arvo, jolla térméysenergia mak-
simoituu.

Lausekkeiden yksinkertaistamiseksi otetaan kayttoon
uudet muuttujat

o o 2AR—T)
a=wt ja f= 1 ;
jolloin
Ap

ja r=R——.

«
t=—
w 2

Kun maéaritellaan funkio
T2 [0700[—> [0,00[, @(a) :Od—SiIlOz,

torméaysehto saa muodon

pla) =B

Funktio ¢ on jatkuva ja derivoituva. Derivaattaa ja
raja-arvoa tutkimalla havaitaan, ettd ¢ on aidosti kas-
vava bijektio. Kappaleen nopeuden muutos torméys-
hetkell& ¢t on

v(t) — vy (t) = Aw coswt — Aw = Aw(cosa — 1).
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Kuva 2: Tolkin paikka x(t) ja sen sisalld livkuwvan harmaan kappaleen paikka x(t) ajan t funktiona aikavdlilla
[0,T], siis yhden ravistusjakson aikana. Kappale irtoaa tolkin pohjasta hetkelld t = 0, jolloin télkin liike ylospdin
alkaa hidastua. Kappale jatkaa tasaisella nopeudella, kunnes tormdd tolkin kanteen hetkelldt = t1. Hetkelld t = %
tolkin litke alaspdin alkaa hidastua, ja kappale irtoaa télkin kannesta jatkaen tasaisella nopeudella, kunnes térmdd
tolkin pohjaan hetkelld t = to ja irtoaa siitd hetkelld t = T. Systeemin litke toistuu jaksollisena periaatteessa
loputtomiin. Kappaleen paikan kuvaaja kulkee vuorotellen sinikdyrdd ja sen tangentin suuntaista suoraa pitkin,
kun tangentit ajatellaan jakson puolikkaan kokonaisten monikertojen n % kohdalle. Kuvassa sinikdyrdosuudet on
prirretty siniselld ja suorat osuudet mustalla. Siniset osuudet ovat niin lyhyitd, ettd niiden kaareutumista on
vaikeaa havaita.

Kun p on kappaleen tiheys, kappaleen massa on missé
=2Brp=2B (R A8 =Bp2R - A
m=2Brp=2BR==5" ) p=Bp2R = A5) P(0) = (2Q - p(a))(cosa — 1)?

= Bp(2R — Ap(a)). = (2Q — a +sina)(1 — cosa)?,

Kappaleen liike-energia t6lkin suhteen torméyksen sat-

tuessal on kun ravistussuhdetta merkitd&n
1 2
Ek = 5 m(v(t) — ’Uw(t)) Q _ E
1 4
=3 Bp(2R — Ap(a)) A*w?(cosa — 1)?
1, Toistaiseksi R ja A ovat vakioita. Téten my6s @ on
=3 A’w*Bp ®(av), vakio, kunnes toisin mainitaan.

IT4ssé tarkoitetaan liike-energiaa siind vakionopeudella liikkuvassa koordinaatistossa (inertiaalikoordinaatistossa), jonka nopeus
yhtyy tolkin nopeuteen torméyshetkellda. Tamén liike-energian kasittdminen térméysenergiaksi on fysikaalisesti perusteltu, kun tolkki
ja ravistaja ajatellaan suurimassaisena kokonaisuutena, johon massaltaan vidhiinen kappale térméi. Ks. [2].
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Liike-energian maksimointi

Koska A, w, B ja p ovat vakioita, torméyksen liike-
energia on suurimmillaan, kun ®(«) saavuttaa maksi-
minsa. Vastaava muuttujan « arvo on funktion ® mak-
simikohta. Huomaa, ettd térméysenergian maksimiar-
vo riippuu parametrista A, mutta maksimikohta riip-
puu vain ravistussuhteesta (). Siksi maksimikohdalle

kiytetddn mychemmin merkintdd o, .

Aikavélilla ¢ > 0 patee o > 0. Koska
P(a+27) = (2Q —a — 27 +sina)(1 — cos a)? < B(a),

funktio @ : [0, 00[ = RR saavuttaa suurimman arvon-
sa valilla [0, 27]. Itse asiassa ® saavuttaa suurimman
arvonsa valilld [0, 7], mikd ndytetdin kahdessa osassa
seuraavalla tavalla:

Tapauksessa 7 < a < 37” on 5 <2m—a<m,ja
O(2m — @)
= (2Q — (27 — @) +sin(27 — @) ) (1 — cos(27 — @) )2
———
<a >0>sin « =cos

> (2Q — a +sina)(1 — cosa)?
= d(a).

Tapauksessa 37” <a<2mon g <a—-—7w<m,ja

O(a—m)
= (2Q — (a—m) +sin(a — 7)) (1 — cos(a — ) )2
—— —_———
<a >0>sin « <0<cos «

> (2Q — a +sina)(1 — cosa)?
| —

=2r/A>0
= P(a).

Viite funktion ® maksimikohdan sijainnista valilla
[0, 7] tuli ndin todistetuksi. Térméysehdosta ja muut-
tujan f méaritelméstd saadaan toisaalta

2R — 2
AR=r) g 2R g4

a = p+sina < f+ 1 1

Kun merkitdan
@ =min {7, 2Q + 1},

suurimman arvon etsiminen voidaan rajoittaa valille
[0,@].

Asriarvotehtdvin ratkaiseminen analyyttisesti esimer-
kiksi etsimélld funktion ® derivaatan nollakohdat néyt-
td4 mahdottomalta. Onko se mahdotonta, sitd ei ryh-
dyté téssd arvailemaan, vaan tyydytddn numeeriseen
ratkaisuun ja riittdvdn tarkkaan likiarvoon etenkin,
kun itse malli on reaalimaailman tilanteen hyvin karkea
approksimaatio. Numeerinen ratkaisu tuotetaan seu-
raavasti:

R
1) Lue syotteend ravistussuhde @ = 1

2) Laske @ = min {7, 2Q + 1}.

3) Generoi tarpeeksi tihed

Qa,. .., 0, jolle

tasavéilinen pisteisto

D=1 <a<...<ap-1 <a, =a.

4) Laske ®(ay),...,P(ay,) ja valitse luvuista suurin,
olkoon se ®(ay).

5) Laske B = ay — sin ay.

6) Laske ja palauta optimaalinen tayttosuhde

Tk _q_ P
R 2Q°

7) Vastaava ensimmaéisen torméyksen ajankohta muo-
te oy S, ..
dossa T = o saattaa niin ikdédn olla kiinnostava.
T

Numeerisesti laskettuja tuloksia
Arkinen ravistustilanne keittiossa

Todellisessa tilanteessa arvioitiin silmaméaaraisesti, etta
@ = 2. Talloin @ = . Vilille [0, ] generoitiin tasavi-
lein n = 1000000 muuttujan o arvoa ja laskettiin vas-
taavat funktionarvot ®(«). Niistd suurin saatiin arvol-
la a ~ 2,40690. Maksimaalisen torméysenergian antava
tayttosuhde on talloin r/R =~ 0,56587. Tulos on hieman
suurempi kuin ennakkoarvaus 0,5. Optimaalista taytto-
suhdetta vastaava ensimmaisen torméyksen ajankohta
on t/T =~ 0.38307.

d(a)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

o
2

3.0

Kuva 3: Funktion ® kuvaaja valilla [0, ], kun ravistus-
suhde on Q = R/A = 2. Maksimikohta o = 2,40690 on
merkitty punaisella.
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Optimaalisen tayttosuhteen riippuvuus ravis-
tussuhteesta

Ravistussuhde @ = R/A ajatellaan nyt funktion
® = &, parametriksi, jonka arvoa muutetaan ja muu-
toksen vaikutusta tutkitaan. Tietokoneella tehtyjen nu-
meeristen laskujen valossa nédyttda siltéd, ettd optimaa-
linen eli maksimaalisen torméysenergian antava tayt-
tosuhde /R ldhestyy raja-arvonaan ykkostd, kun ra-
vistussuhde ) kasvaa rajatta. Toisaalta, kun ravistus-
suhde pienenee kohti nollaa, optimitayttosuhde nayt-
tdd laskeutuvan jonnekin arvon 0,43 tienoille.

Optimaalinen tayttosuhde

1.0 q
0.9 4
0.8 4
S
T 0.7
0.6 4
0.5
0 200 400 600 800 1000
Q=R/A
Optimaalinen tayttdsuhde
0.8
0.7 1
S
=
0.6 4
0.5
0 2 4 6 8 10

Q=R/A

Kuva 4: Tormdysenergian maksimoiva tayttosuhde r/R
ravistussuhteen Q@ = R/A funktiona kahdessa eri skaa-
lassa.

Optimaalisen tiyttosuhteen raja-arvo

Mielenkiinnon vuoksi lasketaan vield optimaalisen
tayttosuhteen tarkka raja-arvo, kun ravistussuhde kas-
vaa rajatta (Q — oo) tai ldhestyy nollaa (Q — 0+).
Raja-arvoilla tuskin on kaytdnnoén merkitysta, silla ku-
ten erdis kollega totesi, tapauksessa @ = 1078 “tarvi-
taan pitkdkatinen ravistaja”: jos tolkin korkeuden puo-
likas on R = 12cm, mika lienee ldhelld reaalimaail-
man arvoa, ravistusliikkeen amplitudin on oltava tah-
titieteellinen A = 12000 km. Kenties néinkin ulottuvia

ravistajia lymydd maailmankaikkeudessa, mene tieda.
Joka tapauksessa raja-arvot pystytdin médrittdmaan
tarkasti ilman, ettd arvioitavan suureen eli optimaa-
lisen tayttosuhteen lauseketta tunnetaan. Téllainen ei
tosin ole mitenkdan poikkeuksellista matematiikassa.

Raja-arvo, kun ravistussuhde kasvaa rajatta

Kuvan 4 ensimmaéisen kédyrdn perusteella ehdotetaan
optimaalisen téyttosuhteen raja-arvoksi lukua 1 ravis-
tussuhteen kasvaessa rajatta. Néin todellakin on, mi-
k& johtuu siitd, ettd ®(«) saavuttaa maksiminsa, kun
0 < a <. Silloin

2%(1—%):5:a—sina§a§w.

Kun R/A — oo, valttdmattd /R — 1.

Raja-arvo, kun ravistussuhde hiipuu nollaan

Kuvan 4 alemmasta kéyrédstd luettuna optimaalinen
tayttosuhde on noin 0,43 hyvin pienilld ravistussuhteen
Q arvoilla. Tarkan raja-arvon maéaérittdmiseksi turvau-
dutaan valmistelujen jélkeen sinin ja kosinin sarjakehi-
telmiin:

0[3 a5 CY7
SIHOK—OL7§+E ?4’ y
-1 0[2 0[4 0[6
R T TR T

Kineettisen energian E lausekkeessa kertoimet A, w,
B ja p ovat rehellisid positiivisia reaalilukuja. Klassi-
sessa fysiikassa kineettinen energia on positiivinen re-
aaliluku tai nolla. Siksi energian lausekkeessa esiintyva
tekija
P(a) = (2Q — (@) (1 — cosa)?

on positiivinen tai nolla. Funktion & maksimikohdas-
sa o, on voimassa ®(a,) > 0. Télloin p(a,) < 2Q.
Koska 0 < ¢(a,), pitee

) = 0.

lim ¢(a

Q—0+ @

Tamé& on mahdollista vain, jos

lim «a, =0,
Q—0+
silld ¢ on aidosti kasvava bijektio [0, 00— [0, co[. TI-
man tarkempaa tutkimista ei ole poissuljettua, ettd ®
saavuttaa suurimman arvonsa useassa eri pisteessa sa-
malla ravistussuhteen @ arvolla. Raja-arvoyhtélo patee
kaikille néille maksimikohdille.

Raja-arvolaskuissa erittdin kéyttokelpoinen merkinta
O(1) tarkoittaa “maltillista” funktiota, joka ei “réjah-
da” nollan ympaéristossa. Téasmaéllisemmin sanottuna
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funktio f kuuluu funktioluokkaan O(1), jos on olemas-
sa sellaiset positiiviset reaaliluvut 6 (tyypillisesti pie-
ni) ja M (tyypillisesti iso), ettéd |f(«)] < M aina, kun
0 < a < §. Talloin on varmaa esimerkiksi se, etté
ali%l-i- (OZf(Oé)) =0.

Kun funktion f “hienorakenne” on yhdentekeva,
lausekkeissa funktion paikalle kirjoitetaan symboli
O(1) sen merkiksi, ettd funktio on edelld tarkoitetussa
mielessé rajoitettu nollan ymparistossa. Merkintdtapaa
selostetaan yleisemmin Wikipedian sivulla [1]. Jos sym-
boli O(1) esiintyy laskelmassa tai lausekkeessa useaan
kertaan, eri esiintymien takana ei useinkaan ole yksi ja
sama funktio. Tédhédn tottuminen vaatinee hieman har-
joittelua.

Tayttosuhteen raja-arvoon péastadn késiksi sinin sar-

jakehitelmén
ad
sihna =a — 3 +a%0(1)

kautta, silla

1f1,£71,aisma71,?_ S0(1)
R 20 20 20
1 a? ol
(- Fom)
ja
a? 48

kuten kohta osoitetaan. Silloin optimaaliselle téaytolle
r, saadaan raja-arvo

Q
i e ;1 . 8_, 48 36 _3
Q=0+ R 12 7 84 84 7
~ 0,428 571428571 ... = 0,428 571.
Lemma
ol 48
; e _ =
R Tro R
Todistus

Funktio & on jatkuva ja derivoituva, joten maksimi-
kohdassa derivaatta hiviad. Funktion ® derivaatta on

@'(a)
= (=1+cosa)(l —cosa)?
+ (2Q — a+sina) - 2(1 — cos @) sin «
= (1 —cosa)[2sina (2Q — o+ sina)

— (1= cosa)?].

Derivaatan eris nollakohta vélill4 [0, 7] on a = 0. Muut
nollakohdat ratkeavat yhtélosta

(1 —cosa)? = 2sina(2Q — a +sina)
4
(1 —cosa)? + 2sin a(a — sina) = 4Q sin a.
Sinin ja kosinin sarjakehitelmisté
o’ a?
sina =a — 3 +a%0(1), cosa=1-— 5 +a*0(1)
saadaan

(1—cosa)® = (O; = a4(’)(1)>2 -

od
a—sina = 5 +a”0(1).

Derivaatan nollakohtayhtalo saa muodon
a4 6 aS 5 Ot3 5
Z+o¢(9(1)+2 a—F—Q—aO(l) Fﬁ-a(’)(l)
o
=4Q (a -5+ a5(9(1)>

Yhtalon vasen puoli sievenee lausekkeiksi

044 4

o Tat
— 42— +a%0(1) = — +°0(1).
4+ 6+a0() 12+a(9()

Jakamalla nollakohtayhtéalon molemmat puolet luvulla
« ja edelleen muokkaamalla yhtélo saadaan muotoon

( % + a20(1>) o’ =4Q (1+a%0(1)),

josta ratkaistaan

o 4(1+020(1)) 48
Q@ 5 +a20(1) a0 T "

Viitteet

[1] Wikipedia: Big O notation.
https://en.wikipedia.org/wiki/Big_0_
notation

[2] Wikipedia: Inelastic collision.
https://en.wikipedia.org/wiki/Inelastic_
collision
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