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Hyvin hankalat, mahdottomat ja hyvin tyolaat ongelmat

Padkirjoitus

Matematiikassa on ongelmia, joiden tiedetdén olevan
ddrimmaéisen hankalia, ja joita on yritetty ratkaista jo
hyvin pitkdan. Naihin kuuluu esimerkiksi Riemannin
hypoteesin todistaminen. Hypoteesin mukaan Rieman-
nin zeta-funktion kaikki epétriviaalit nollakohdat ovat
ns. kriittiselld suoralla, eli kompleksitason suoralla, jol-
la luvun reaaliosa on % Riemannin hypoteesi on oleelli-
nen, koska silld on valtavia implikaatioita muihin tulok-
siin. Lukuteoriassa on merkittiava méaara tuloksia, jotka
on todistettu olettaen Riemannin hypoteesi. Néin saa-
daan toisinaan parempia tuloksia kuin olettamatta hy-
poteesia. Riemannin zeta-funktiolla on yhteys esimer-
kiksi alkulukujen jakaumaan. Kaikkien epétriviaalien
nollakohtien sijaitseminen kriittiselld suoralla on yhté-
pitévaa alkulukujen tasaisemman jakautumisen kanssa
(eli alkulukulauseen virhetermin pienuuden kanssa).

Erdat ongelmat ovat ddrimmaéisen tyolaitd. Naihin kuu-
luu esimerkiksi tekijoihinjako. Siin& missa pienen luvun
tustehtava, ison luvun jakaminen tekijéihin on pahim-
millaan todella hidasta. Mille tahansa annetulle luvul-
le voidaan kylld 16ytda tekijat, kyse on lahinné siité,
kuinka kauan aikaa kuluu. Témén ongelman tyolay-
teen perustuu esimerkiksi RSA-kryptosysteemi. RSA
murtuu, jos tekijoihinjako saadaan nopeaksi. Toisaal-
ta, jos RSA murtuu, niin tekijéihinjako onnistuu myos
nopeasti. Kvanttikoneelle on olemassa nopea algoritmi
tekijoihinjakoa varten, mutta ilman kvanttikonetta tal-
laista ei tunneta, vaikka kysymystéd on pohdittu jo kau-
an. Toinen vastaava ongelma on hilan lyhimmén nol-
lasta poikkeavan vektorin 16ytadminen. Sithenk&én ei ole

nopeaa menetelméi, joka toimisi aina. My6s tdmén ky-
symyksen tyolayttd voidaan hyédyntdd kryptografias-
sa.

Jotkut ongelmat on todistettu mahdottomiksi. Né&i-
hin kuuluu esimerkiksi yleisen ratkaisukaavan johtami-
nen vahintadn 5. asteen yhtéalolle ja kulman kolmiaja-
ko harppia ja viivoitinta kdyttden. Tamé ei tarkoita si-
té, etteiko joitakin esimerkiksi 5. asteen yhtéloita voisi
ratkaista helposti tai etteiko joitakin kulmia voisi jakaa
siististi kolmeen osaan harpilla ja viivaimella. Esimer-
kiksi yhtdlé #® + 1 = 0 on helppo ratkaista. Myos 90
asteen kulma on mukava jakaa harpilla ja viivaimel-
la kolmeen osaan kéyttden tdmén nimenomaisen kul-
man erityisominaisuuksia. Kyse on siitd, ettd yleinen
tilanne ei ole mahdollinen, eli 16ytyy vahintdan joku
tapaus, joka ei onnistu. Yhtaloita voi ldhestya erilaisin
numeerisin menetelmin. Myds kulmien kolmiajakoa voi
ldhestyéd approksimoiden. Téssé lehdessd on juttu, jos-
sa kerrotaan, kuinka kulman voi jakaa kolmeen osaan
saaden melko hyvén tuloksen ja kidyttden vain harppia
ja viivainta.

Lisdksi on todistettu, ettd on olemassa lauseita, joiden
totuusarvoa ei pystytd todistamaan. Tata kasitelldan
seuraavassa numerossa Antti Valmarin kirjoituksessa.

Monet hankalat ongelmat ovat kiehtovia. Ennen kuin
Fermat'n suuri lause todistettiin, yritti moni todistaa
sitd, mahdollisesti yrittden toistaa Fermat'n itse vait-
tdmén erinomaisen todistuksen. Fermat’n suuri lause
oli muotoiltavissa niin yksinkertaisesti, ettd hyvin mo-
ni ymmaérsi véitteen, vaikka todistus oli lopulta darim-
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maéisen pitkd, tekninen ja syvéllinen.

Nykypéivina ehkd vastaava kysymys voisi olla ns.
3z + 1-konjektuuri, eli jos aloitetaan misté tahansa po-
sitiivisesta kokonaisluvusta, ja jos luku on parillinen,
niin jaetaan kahdella, muulloin kerrotaan kolmella ja
lisdtdan yksi, niin viite on, ettd jos tatd operaatiota
jatketaan, ennen pitkda padstadn ykkoseen. Kysymys
kuulostaa alkeelliselta. Milla tahansa helpolla esimer-
killd todellakin ennen pitkédd padstdén ykkoseen. Kon-
jektuuria on numeerisesti tarkistettu varsin suuriin lu-
kuihin asti. Kysymys on kuitenkin yhé auki. Maineikas
lukuteoreetikko Alf van der Poorten arvioi, etté kysy-
mys on niin perustavanlaatuisesti lukujen ominaisuuk-
siin liittyvé, ettd sitd ei saada koskaan todistettua.

Osa hankalista tai tyolaistd ongelmista on relevantte-
ja, koska niilld on selkeitd implikaatioita joko teoriaan

(kuten zeta-funktion tapauksessa) tai kdytdntoon (ku-
ten tekijoihinjaon yhteydessi). Osa kysymyksista ei ole
merkittdvid samalla tavalla. TA4mé& ei kuitenkaan tar-
koita sité, etteikoé niiden merkitys matematiikan tutki-
mukselle ja kehitykselle voisi olla valtava. Vaikka Fer-
mat’n suuren lauseen suorat implikaatiot olivat selvés-
ti véhéisempid kuin vaikkapa Riemannin hypoteesin
implikaatiot olisivat, Fermat’n suuren lauseen todistus-
yritysten merkitys oli valtava. Kun sité yritettiin todis-
taa, kehitettiin valtava méaara muuta teoriaa.

Tyontekoa arvostavana kansana suomalaiset varmaan
osaavatkin arvostaa ajatusta siitd, ettd (ongelman) tyo-
layden tai hankaluuden merkitysté ei pida aliarvioida,
vaan olla siitd tyytyvéinen.
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