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Kansainvaliset matematiikkaolympialaiset 2024 Bathissa

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Helsingin yliopisto

Kansainviliset matematiikkaolympialaiset jarjestettiin
Bathissa 11.-22.7.2024. Suomea edustivat Aino Aulan-
ko, Albert Henriksson, Zhongyi Li, Zhiyuan Liu, Artar
Nador ja Siiri Roschier.

Suomen menestys oli hyvaid: Aino Aulanko sai hopeaa,
Zhongyi Li pronssia ja lisdksi tuli kolme kunniamai-
nintaa. Aino Aulanko sai lisdksi Maryam Mirzakhani -
palkinnon Euroopan parhaasta naispuolisen kilpailijan
tuloksesta.

Tehtavat

Tehtava 1. Maarita kaikki sellaiset reaaliluvut o, etté
kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n kokonaisluku

la] +[2a] + -+ + [na]

on jaollinen luvulla n. (Huomioi, ettd |z| merkitsee
suurinta kokonaislukua, joka on pienempi tai yhtasuuri
kuin z. Esimerkiksi |—7] = —4 ja |2| = [2,9] = 2.)

Tehtava 2. Maaritd kaikki positiivisten kokonaisluku-
jen parit (a,b), joilla on olemassa sellaiset positiiviset
kokonaisluvut g ja N, ettd yhtalo

syt(an +b,bn+a) =g

péitee kaikilla kokonaisluvuilla n > N. (Huomaa, et-
td syt(x,y) tarkoittaa lukujen x ja y suurinta yhteista
tekijia.)

Tehtava 3. Olkoon aq, ag, asz, ... &dretdn positiivis-
ten kokonaislukujen jono ja olkoon N positiivinen ko-
konaisluku. Oletetaan, ettd kaikilla n > N arvo an on
yhté suuri kuin se lukuméara, miten monta kertaa a,,_1
., an_1. Osoita, ettd ainakin toinen
jonoista ay, as, as, ... ja as, a4, ag, ... on lopulta jak-
sollinen. (Aéreton jono by, be, bs, ... on lopulta jaksol-
linen, jos on olemassa sellaiset positiiviset kokonaislu-
vut p ja M, ettd bp,4p = by, kaikilla m > M)

on jonossa ai, ag, ..

Tehtava 4. Olkoon ABC kolmio, jossa AB < AC <
BC'. Olkoon kolmion ABC' sisdénpiirretty ympyra w
ja sen keskipiste I. Olkoon X pisteestd C' poikkeava
piste suoralla BC niin, ettd pisteen X kautta kulkeva
suoran AC suuntainen suora sivuaa ympyrdd w. Vas-
taavasti olkoon Y pisteestd B poikkeava piste suoral-
la BC niin, ettd pisteen Y kautta kulkeva suoran AB
suuntainen suora sivuaa ympyrad w. Leikatkoon suo-
ra Al kolmion ABC ympéripiirretyn ympyran uudes-
taan pisteessi P # A. Olkoot K ja L janojen AC
ja AB keskipisteet téssd jirjestyksessd. Osoita, ettéd
/KIL+ /Y PX = 180°.

Tehtava 5. Turbo-Etana pelaa pelié laudalla, jolla on
2024 rivid ja 2023 saraketta. Laudan 2022 ruudussa
piileskelee hirvié. Aluksi Turbo ei tied&, missa hirviot
ovat, mutta hén tietdd, ettd kaikilla riveilld paitsi en-
simmaéiselld ja viimeiselld on tdsmélleen yksi hirvio ja
kussakin sarakkeessa on korkeintaan yksi hirvio.

Turbo yrittdd toistuvasti péddstd ensimmaiseltéd rivilta
viimeiselle riville. Jokaisella yritykselld hén valitsee en-
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simmaiseltd riviltd aloitusruudun ja siirtyy aina ruu-
dusta viereiseen ruutuun, eli sellaiseen ruutuun, jolla
on yhteinen sivu. (Hén saa siirtyd myos sellaiseen ruu-
tuun, jossa hén on jo kdynyt.) Jos hén joutuu ruutuun,
jossa on hirvio, niin yritys padttyy, ja Turbo siirretdén
takaisin ldhtoriville seuraavaa yritystd varten. Hirviot
eivit siirry ja Turbo muistaa kaikista kdymistdan ruu-
duista, onko niissd hirvio. Jos hén pédsee viimeiselle
riville, yritys loppuu ja peli paattyy.

Maéarita pienin mahdollinen luvun n arvo niin, etta
Turbolla on strategia, joka varmistaa, ettd hian saa-
vuttaa viimeisen rivin viimeistdédn n. yrityksella riip-
pumatta siitd, misséd hirviot ovat.

Tehtiava 6. Olkoon @ rationaalilukujen joukko. Funk-
tiota f : Q — @Q kutsutaan englantilaiseksi, jos se to-
teuttaa seuraavan ehdon: kaikilla z, y € Q pétee

fle+fy) =fx)+y tai f(f(x)+y) =z f(y)

Osoita, ettd on olemassa sellainen kokonaisluku ¢, et-
té jokaisella englantilaisella funktiolla f on korkeintaan
¢ eri rationaalilukua, jotka ovat muotoa f(r)+ f(—r)
jollain rationaaliluvulla r, ja m&dritd luvun ¢ pienin
mahdollinen arvo.

Tehtavien ratkaisuista

Sivulta https://www.imo2024.uk/solutions lOytyy
linkki tehtédvien ratkaisuihin. Ei siis kéydéa téssa tekstis-
sa lapi ratkaisuja, mutta kasitelladn tehtavan 5 ratkai-
su, silld tehtédva 5 on sellainen, jota voi ldhestya melko
vahaisillakin esitiedoilla.

Tehtiavan 5 ratkaisu

Olin Suomen joukkueen johtajana ja péédsin lukemaan
tehtavidn 5 useita hienoja ratkaisuja. Aino Aulanko sai
nimittdin tehtévistd tdydet ja Zhongyi Liu ja Albert
Henriksson saivat 6 pistettéd, eli yhden pisteen vaille
tdydet. T&lloin siis ratkaisu oli oleellisesti ottaen tay-
sin oikein, mutta siind oli joku pikkuruinen huolimat-
tomuusvirhe tai epatarkkuus.

Loput edustajamme saivat tehtavastd 0 pistettd. Tas-
sé tehtdvéssd nimittdin on hyvd mahdollisuus ryhtya
ajattelemaan tilannetta ihan liian hankalasti, jolloin ei
péadse maaliin.

Tehtévissa ei oikeastaan ole vélia sillé, ettd laudan mi-
tat ovat 2024 ja 2023 ja ettd hirviditd on 2022. Laudan
mitat voisivat olla n 4+ 1 ja n ja hirvioita taas n — 1,
toki pienin varauksin: jos laudan mitat ovat 2 ja 1 ja
hirviéita 0, on tilanne triviaali. Jos taas laudan mitat
ovat 3 ja 2 ja hirvi6itd 1, niin ensimmaiselld yrityksel-
14 joko pédsee loppuun tai 16ytda hirvion, jolloin taas
toisella yritykselld padsee loppuun.

Tehtavéssd sen sijaan on kriittistd, ettd hirviditd on
vihemmaén kuin sarakkeita, sillé jos hirvi6ité olisi yh-
td paljon kuin sarakkeita, niin hirviét voisivat sijaita
ikdan kuin diagonaalilla:

Talloin Turbo-Etana ei voi milloinkaan péédsta lop-
puun.

On hdmmaéstyttavad, miten radikaalisti tilanne muut-
tuu, kun laudalla on yksi hirvié vihemmaén. Talloin itse
asiassa riittdd kolme yritystd. Perustellaan tdma seu-
raavaksi. Esittdméani perustelu on ottanut vaikutteita
ehka kaikista lukemistani ratkaisuista. Niissd on kaikis-
sa tietyt elementit yhteisid, mutta tietyt yksityiskohdat
persoonallisia.

Turbo-Etanan yritykset ovat seuraavat:

1. Etsitddn ylin hirvio. Koska hirviéitd on vihemmaén
kuin rivejd, on mahdollista, ettd ylimmalla rivilla ei
ole hirviota, eikd valttaméatta edes toiseksi ylimmaél-
l14. Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd hirvio
loytyi ylimmalta riviltd. Vaihtoehtoja on nyt kaksi:
hirvié ei ole laidassa tai hirvié on laidassa, eli jom-
massa kummassa reunimmaisessa sarakkeessa. Vaih-
toehtoiset tilanteet nayttivat siis télta:

tai
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Késitellddn erikseen se tilanne, jossa ensimméinen Kasitelldan nyt se tilanne, jossa hirvié on laidassa. Voi-
hirvié onkin reunassa. daan olettaa, ettid se on vasemmassa reunassa.

2. Jos ensimmaéinen hirvio ei ole reunassa, niin Turbo- | 1 [ipvig 16ydetty:
Etana laittaa itsensé hirvion viereen ensimmaiselle
riville, menee yhden ruudun alas ja ka&ntyy hirvion
alle (Turbo-Etanan polku on merkitty harmaalla):

2. Turbo-Etana kulkee toiselta rivilta kaikki muut ruu-
dut 14pi paitsi reunimmaisen (hirvion alla olevan tai
sen vieressi olevan). Turbo-Etana siis kulkee seuraa-
vat ruudut lapi:

Nyt Turbo-Etana voi jatkaa turvallisesti alas asti,
silla téssa sarakkeessa on jo ylhdalld yksi hirvio, eli
niité ei voi olla muualla.

Ainoa mahdollisuus, jossa tdma reitti voi kaatua, on
se, jos hirvio loytyykin siitd ruudusta, johon men-
nédn toisella rivilla.

Jos missddn ruudussa ei ole hirviota, niin Turbo-
Etana tietédd, ettéd joko toisella rivilld ei ole lainkaan
l hirviéta, tai hirvié on diagonaalilla:

Téassé tilanteessa joudutaan siis kolmanteen yrityk-
seen.

Muiden ruutujen kohdalla alkuperédinen hirvio var-
mistaa, ettd niissé ei ole hirvidité.

3. Nyt tieddmme, ettd hirviét ovat seuraavissa paikois-
sa: Tassa tilanteessa Turbo-Etana siirtyy kolmannelle

riville, mutta jattdd véliin ne sarakkeet, joissa hir-
vio voi olla 1. ja 2. rivilld seké kolmannen rivin kol-
mannen ruudun:

— — Turbo-Etana jatkaa vastaavasti. Joko hén pédsee
loppuun tai torméa jollain rivilla hirvicon.

3. Kolmanteen yritykseen joudutaan vain, jos Turbo-
Etana térméé jollain rivill& hirvioén. Tall6in hdnen
oletuksensa hirvididen sijainnista on tdmaé, kun nel-
jannelle riville on merkitty mustalla kaikki mahdol-

Talloin seuraavalla reitilla ei voi olla hirvidita: liset ruudut, joissa Turbo on térméannyt hirviéon.
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Nyt turvallinen reitti on tdmaé:
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