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Onko amerikkalainen jalkapallo sittenkin pallon

muotoinen?
Tuomas Korppi

Johdanto

Monia matemaattisesti suuntautuneita henkil6itd hu-
vittaa se, ettd amerikkalainen jalkapallo on peli, jos-
sa pelivilinetté, joka ei ole pallonmuotoinen, pelataan
padosin kasilla. Kuitenkin pallot voivat olla, paitsi ur-
heilukentéalla, myos matematiikassa amerikkalaisen jal-
kapallon muotoisia — kunhan matematiikassa menndin
riittdvan syville. Téssa kirjoitelmassa selitdimme, kuin-
ka tdma on mahdollista.

Metriikka

Jos (20,90, 20) ja (x1,y1, 21) ovat kaksi pistettd kolmi-
ulotteisessa avaruudessa eli R3:ssa, niiden vilinen etéi-
syys saadaan kaavalla

V(o —21)2 4+ (Yo — y1)? + (20 — 21)2.

Tama on kuitenkin vain yksi etdisyyskésitys monien
joukossa. Jos perusjoukkona on esimerkiksi pallon pin-
nan pisteiden joukko, voidaan muodostaa kaksipaik-
kainen funktio d(z,y), joka kertoo lyhyimméin etisyy-
den pisteestd = pisteeseen y pallon pintaa pitkin mi-
tattuna. Téllaisella etdisyyskasitykselld on oikeaakin
kéyttoa esimerkiksi lentoreittien suunnittelussa, onhan
maapallo suunnilleen pallon muotoinen.

Tai ajatellaan perusjoukoksi jonkun kaupungin katu-
verkko, jossa jokaista katua kuvataan janalla. Etaisyys-

funktio téssé joukossa voidaan médritelld niin, etté kul-
lekin kahdelle kaduilla olevalle pisteelle x ja y etéisyys
d(z,y) on lyhyin etéisyys katuverkkoa pitkin mitattu-
na. (Katso kuva 1.)

Kuva 1: Esimerkki yksinkertaisesta katuverkosta.

Etaisyyskasityksid on siis useita, ja tdllaisessa tapauk-
sessa matematiikassa on tapana esittdéd aksioomat, jot-
ka jonkun funktion on toteutettava, ettd se muodos-
taisi etéisyyskasityksen. Kokemus on osoittanut, ettéa
seuraavat aksioomat ovat erdanlainen minimivaatimus
sille, ettéd funktiota voidaan ajatella etdisyysfunktiona.

Olkoon X perusjoukko ja d: X x X — R. Funktio d on
metriikka eli etaisyysfunktio, jos se toteuttaa seuraavat
aksioomat.
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d(z,y) > 0 kaikilla z,y € X.

. dw0 jos ja vain jos x = y.

d(z,y) = d(y, z) kaikilla z,y € X.

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) kaikilla z,y,z € X.

= W o=

Ensimméinen aksiooma sanoo, ettd kaikki etédisyydet
ovat ei-negatiivisia. Toinen aksiooma sanoo, etté etéi-
Syys pisteestd itseensd on nolla, ja kahden eri pisteen
etdisyys on aina suurempi kuin nolla. Kolmas aksioo-
ma sanoo, ettd etdisyys ei riipu siitd, kummassa jar-
jestyksessé pisteet esitetddn (ja niin ollen matka-aika
olosuhteissa, joissa on yla- ja alamakid ei kelpaa etéi-
syysfunktioksi).

Neljis aksiooma sanoo, etta d(x,y) on lyhyin etiisyys
x:std y:hyn, eikd matkaa voi lyhentéa téasta kiertamalla
minkddn muun pisteen z kautta.

Jos X on perusjoukko ja d sielld mééritelty etéisyys-
funktio, sanomme, ettd (X, d) on metrinen avaruus.

Kaikki kolme edelld esitettyad etdisyyskésitysta toteut-
tavat ndmé aksioomat. On hy6dyllinen harjoitus luki-
jalle kéyda jokainen aksiooma jokaiselle néisté lépi ja
todeta, ettd aksiooma toteutuu.

Pallot

Merkitaén tavallista etdisyyttd pisteestd x pisteeseen
y kolmiulotteisessa avaruudessa R? symbolilla d.(z,y).
Nyt pallo, jonka keskipiste on x ja sédde on r, voidaan
kirjoittaa

B(z,r) = {y € R® | de(w,y) <71},

missé yhtalon vasen puoli on notaatio, jolla palloa mer-
kitdédn ja oikea puoli pallon mééaritteleva kaava. Eli pal-
loon kuuluvat kaikki ne avaruuden pisteet, joiden etéi-
syys xz:std on korkeintaan r.

Korkeammassa matematiikassa on hyvin tyypillista ot-
taa joku arkimatematiikan késite ja sen keskeinen omi-
naisuus, ja sitten pitda tuota keskeista ominaisuutta sa-
man késitteen méaéritelméné kaikenlaisissa ufoissa kon-
teksteissa. Nyt teemme juuri néin, ja méirittelemme
pallon yleisessd metrisessa avaruudessa.

Olkoon (X, d) metrinen avaruus, * € X ja r positii-
vinen reaaliluku. Nyt z-keskeinen ja r-sidteinen pallo
maéaritelldan

B(z,r)={y e X | d(z,y) <r}.

Jos esimerkiksi (X, d) ovat kuten katuverkostoesimer-
kissimme ja z € X, niin B(z, 1 km) on niiden katupis-
teiden joukko, jonne paastdan lahtemalla pisteestéd x ja
ajamalla korkeintaan yksi kilometri. (Katso Kuva 2).

KI3

Kuva 2: Kuvassa vahvennettuna B(z,1 km).

Seuraavaksi muutamme tason etdisyyskéasitystd niin,
ettd saamme amerikkalaisen jalkapallon (tai sen kak-
siulotteisen version) muotoisen pallon. Teemme tdméin
ensin kaksiulotteisessa avaruudessa, koska Matematiik-
kalehti Solmu ilmestyy toistaiseksi kaksiulotteisena, ja
tarvitsemme havainnollistavia kuvia. Olkoon siis R? ta-
S0 ja d. sen normaali etdisyyskasitys.

Ajatellaan, ettd taso on tehty kumista, jota voidaan
venyttdd vapaasti. Tutkitaan kuvaa 3. Venytetdédn va-
semmanpuoleisessa kuvassa nidkyvin ympyrdn yla- ja
alapuolta niin, ettd niistd tulee oikeanpuoleisen kuvan
amerikkalaisen jalkapallon yla- ja alakaari. Koska ta-
somme on kumia, ympyréin sisddn jaava alue kutistuu
samalla niin, ettéd se tayttda tdsmélleen amerikkalaisen
jalkapallon siséén jadvén alueen, ja ympyran ulkopuo-
lelle jaava alue venyy niin, ettd se tayttad amerikkalai-
sen jalkapallon ulkopuolelle jéavén alueen.
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Kuva 3: Vasemmalla ympyrd, joka venytetidn amerik-
kalaiseksi jalkapalloksi oikealla.

.

Olkoon z piste vasemmanpuoleisen kuvan tasolla ja
f(z) se oikeanpuoleisen kuvan tason piste, jonne x ve-
nytettiessi menee. Niin saamme bijektion f: R? —
R2.

Mééritellddn nyt d(z,y) = de(f~1(z), f~1(y)). Lukija
voi tarkistaa, ettd tdmaé etdisyysfunktio toteuttaa kaik-
ki metriikan aksioomat. Ajatellaan siis d metriikkana
oikeanpuoleisen kuvan tasolla.

Oletetaan jatkossa, ettd vasemmanpuoleisen kuvan ym-
pyran sade on 1. Nyt x on amerikkalaisen jalkapallon
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reunalla jos ja vain jos d(0, z) = 1, sisélli jos ja vain jos
d(0,z) < 1 ja ulkopuolella jos ja vain jos d(0,z) > 1.
Siis B(0,1) on tdsmélleen oikeanpuoleisen kuvan ame-
rikkalainen jalkapallo.

Lukijan on helppo vakuuttaa itsensé siitéd, ettd sama
kikka toimii myds R3:ssa, joten olemme téyttineet ti-
mén artikkelin tarkoituksen ja osoittaneet, ettd myos
matematiikassa pallot voivat olla amerikkalaisen jalka-
pallon muotoisia.

Esimerkissémme kuitenkin vain yksi pallo on amerikka-
laisen jalkapallon muotoinen. Jos pallolla on jokin muu
keskipiste kuin 0 tai jokin muu sidde kuin 1, tulee pal-
losta aivan eri muotoinen (katso kuva 4). Koska artik-
keli sivuaa urheilua, osoitamme mekin urheiluhenkea ja
osoitamme, ettd R3:een voidaan muodostaa metriikka
niin, etta kaikki pallot ovat amerikkalaisen jalkapallon

muotoisia.

®
<

Kuva 4: Eri muotoisia palloja kumisella tasolla.

Jos metriikka méaritellaan R3:ssa niin, etta

d((x()?y()vzo); (zlayhzl))
= /(xo — 21)2 + 9(yo — y1)? + (20 — 21)2

(tarkista, ettd tdmé on metriikka), kaikki pallot ovat
sellaisia sikarinmuotoisia ellipsoideja, mutta tdmé ei
kelpaa meille amerikkalaisiksi jalkapalloiksi, koska
amerikkalaisessa jalkapallossa on kummassakin padssa
terdva karki, kun taas edelld mainituissa ellipsoideissa
padtkin ovat ellipsimaisen kaarevat.

Normi

Jotta voisimme muodostaa metriikan, jossa kaikki pal-
lot ovat amerikkalaisen jalkapallon muotoisia, meiddn
tdytyy ensin maéaritelld, mitd tarkoittaa vektoreiden
laskutoimitusten kanssa yhteensopiva metriikka.

Ensinndkin samaistamme jokaisen R3:n pisteen sen
paikkavektorin kanssa, eli ajattelemme pistettéd ja sen
paikkavektoria samana oliona. Néin pisteitd voidaan

laskea yhteen ja kertoa reaaliluvulla kuten paikkavek-
toreilla tehdéén, ja saada tulokseksi taas pisteen.

Mairittelemme, mitd tarkoittaa normi R3:ssa. Normi
on erddnlainen yleistys vektorin pituuskasitteesta. Ol-
koon siis ||-||: R® — R. Sanomme, etti ||| on normi,
jos se toteuttaa seuraavat aksioomat:

L. ||z|| > 0 kaikilla = € R3.

2. ||lz|| = 0 jos ja vain jos z = 0.

x| = |€]]|x|| kaikilla £ € R ja z € R3.
Nz +yll <zl + [yl kaikilla z,y € R3.

=~ W

Katso kuvasta 5 kahden viimeisen aksiooman havain-
nollistus.

3x Yy
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Kuva 5: Vasemmalla normin Aksiooma 3, oikealla nor-
min Aksiooma 4.

Lukija voi todeta, ettd tavallinen vektorin pituusfunk-
tio R? — R toteuttaa kaikki normin aksioomat. Esi-
merkki erikoisemmasta normista on ||(zo,yo,20)|| =
max(|zol, |Yol, |20]), ja lukija voi taas tsekata, ettéd t&mé
toteuttaa kaikki normin aksioomat.

Liséksi on sellainen hieno tulos, ettd jos ||| on miké
tahansa normi, niin d(z,y) = || — y|| on metriikka
R3:ssa. Lukija voi itse tsekata, ettd kaikki metriikan
aksioomat toteutuvat.

Konveksi joukko

Olkoon A C R3. Sanomme, ettd A on konveksi, jos
kaikilla z,y € A pitee, ettd joukko A sisdltdd janan
pisteesté x pisteeseen y. (Katso kuva 6.)

Kuva 6: Vasemmalla konveksi joukko, oikealla joukko,
joka ei ole konveksi.

Sanomme, ettd A on symmetrinen, jos kaikilla x € A
pitee —x € A, ja lisiksi 0 € A. (Katso kuva 7.)
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Kuva 7: Symmetrinen joukko.

Olkoon nyt A C R3? rehellistd fysikaalista kappaletta
vastaava pistejoukko, eli ajattelemme fysikaalisen kap-
paleen sijoitetuksi R3:een, ja A sisaltdé kaikki ne pis-
teet, jotka ovat kappaleen sisd- tai reunapisteitd. Ole-
tamme lisdksi, ettd A on konveksi ja symmetrinen, ja
0 on A:n sisilli (eikéi reunalla). Esimerkiksi A voi olla
amerikkalaisen jalkapallon muotoinen, kun sen keski-
piste on origossa.

Maarittelemme joukon A avulla normin ||-||4 seuraa-
vasti: Olkoon = € R3. Olkoon k € R,k > 0 sellainen,
ettd kx sijaitsee joukon A reunalla. (Katso kuva 8.) T4l
lainen k on aina olemassa, kun x # 0, koska 0 sijait-
see kappaleen A sisélla ja A on rehellinen fysikaalinen
kappale. Koska A on konveksi, k on myos yksikésittei-
sesti madratty. Nyt méaritellddn ||z||a = 1/k. Lisdksi
mééritelldin |04 = 0.

kx

el
<~

Kuva 8: Nain mddritellddn luku k.

Teoreema 1. ||| 4 toteuttaa kaikki normin aksioomat.

Todistus: Kaksi ensimmaista aksioomaa ovat itses-
taanselvia.

Todistamme kolmannen aksiooman. Olkoon £ > 0
ja z € R3. Olkoon k > 0 sellainen, ettd kx on joukon
A reunalla. Nyt my6s (k/€)(¢x) on joukon A reunalla.
Siis £/k = ||| 4 ja ||z]|a = 1/k. Siis Aksiooma 3 pétee
positiiviselle £.

Olkoon x € R3. Jos kx on joukon A reunalla, myds
—kx = k(—x) on joukon A reunalla, koska A oletettiin
symmetriseksi. Siis ||—z| = ||z

Olkoon z € R3 ja £ > 0. Nyt ||—fz| = ||[tz| = |¢|||=]| =
| —£]||z||. Siis Aksiooma 3 patee my6s negatiiviselle ker-
toimelle.

Todistetaan Aksiooma 4.

Varsinaista todistusta ajatellen teemme ensin pari huo-
miota.

Ensinniikin huomataan, ettd jos z € R3, niin z/||x| 4
on joukon A reunalla, koska kyseessd on kx edellisten
kappaleiden notaatiolla.

Olkoon sitten z,y € R3. Haluamme piirtds janan pis-
teestd x pisteeseen y. Tamé tehdddn niin, ettd aloi-
tetaan pisteestd x ja piirretdén janaa vektorin y — x
suuntaisesti. Jana on siis {x + k(y —z) | 0 < k < 1}.
Toisaalta lauseke = + k(y — z) = (1 — k)x + ky. Ta-
maé, tarkoittaa sitéd, ettd janan pisteet ovat tdsmalleen
painotetut keskiarvot pisteistd z ja y. (Katso kuva 9.)

k(y-x)

Kuva 9: x + k(y — x) piirtdd janan pisteestd x pistee-
seen y.

Nyt varsinainen todistus.
Olkoon z,y € R3. Midritelldin z seuraavasti:
z+y
2= 0
]l + llylla

el @
Tela +lla Tlla

Iolla v
Tela +1lola Tl

Nyt W ja W ovat joukon A reunalla, ja z on pai-
notettu keskiarvo néisté pisteistd. Piste z siis sijaitsee
naitd pisteitd yhdistévélla janalla, ja koska A on kon-
veksi, z sijaitsee siis joukossa A. (Katso kuva 10.) Jos
siis valitaan k niin, ettd kz on joukon A reunalla, k > 1,
ja siis ||z]la < 1.
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Kuva 10: Piste z sijaitsee ndin.

Siis
oy — ool
zlla+llylla —

Kertomalla téstd oikeanpuoleinen epayhtdlé puolittain
keskimmaéisen lausekkeen nimittajalla saadaan Aksioo-
ma 4. [

Pallot metriikassa d4

Téassé luvussa todistamme vihdoin sen tuloksen, etté
on olemassa metriikka R3:ssa, jossa kaikki pallot ovat
amerikkalaisen jalkapallon muotoisia.

Teoreema 2. Olkoon |-|| mikéd tahansa normi R3:ssa,
ja d kaavalla d(x,y) = ||z — y|| mddritelty metriik-
ka. Tdlldin kaikki pallot ovat yhdenmuotoisia pallon
B(0,1) kanssa.

Todistus: Ensinndkin huomataan, etté

[z =yl = I=(y =)l = lly — =[|.

Sitten varsinainen todistus:

Olkoon = € R? ja r > 0. Nyt y € B(x,r) jos ja vain jos
|z =yl < jos ja vain jos |ly/r —z/r|| <1 jos ja vain
josy/r —x/r € B(0,1).

Tutkitaan funktiota b: R? — R3;b(y) = y/r —x/r, kun
x on vakio. Se on helppo nidhdé bijektioksi (tarkista
bijektiivisyyys itse). Funktion b bijektiivisyydestd yh-
desséa edellisen kappaleen jos ja vain jos -ketjun kanssa
seuraa, etti funktio b vie pallon B(z,r) palloksi B(0,1).

N

Kuva 11: Pienempi amerikkalainen jalkapallo on isom-
man kuvajoukko, kun funktiona on y — y/2.

<

Kuva 12: Vasemmanpuoleinen amerikkalainen jalkapal-
lo on oikeanpuoleisen kuvajoukko, kun funktiona on
Yy = y+x jax on vakiovektori.

Nyt funktio y — y/r kutistaa (tai avartaa, jos r < 1)
avaruutta rn verran (katso kuva 11), ja funktio
y' — 1y’ — x/r siirtdd avaruutta vektorin —z/r osoitta-
man suunnan ja matkan (katso kuva 12). Siis b kutistaa
ja siirtdéd avaruutta, mutta sailyttda kappaleiden muo-
don. Koska b vie pallon B(z,r) palloksi B(0,1), kuviot

B(0,1) ja B(z,r) ovat yhdenmuotoisia. [J

Mééritellddn, ettd metriikka da(z,y) = ||l — y||a. Pe-
rusjoukkona on siis R3.

Teoreema 3. Metriikassa da kaikki pallot ovat yhden-
muotoisia joukon A kanssa.

Todistus: Tutkitaan joukkoa A. Olkoon z € R3, ja
k > 0 sellainen, ettd kz on joukon A reunalla.

Oletetaan k& > 1. Nyt 0,kz € A, ja = on pisteitd 0 ja
kx yhdistavélla janalla. Koska A on konveksi, = € A.

Oletetaan, ettd = € A. Koska A oli rehellinen fysikaa-
linen kappale, sen reuna tulee jossain vaiheessa kuljet-
taessa pisteestd x vektorin x osoittamaan suuntaan, ja
on siis olemassa k' > 1, jolle ¥’z on kappaleen A reunal-
la. Mutta nyt k:n yksikésitteisyyden nojalla k = k" > 1.

Siis joka tapauksessa x € A jos ja vain jos k > 1 jos
ja vain jos [[z[la < 1 jos ja vain jos x € B(0,1). Siis
A= B(0,1). (Katso kuva 13.)



10

Solmu 2/2024

Ity ll,=1

olIx]| <1

Kuva 183: Kuvassa joukko A sekd joidenkin pisteiden
normeja.

Siis edellisen teoreeman nojalla kaikki pallot ovat yh-
denmuotoisia joukon A kanssa. (]

Siis kaikki avaruuden (R3 d,) pallot ovat joukon A
muotoisia. Amerikkalainen jalkapallo on konveksi ja
symmetrinen, rehellinen fysikaalinen kappale. Jos siis

A valitaan sellaisen amerikkalaisen jalkapallon muotoi-
seksi, jonka keskipiste on origossa, kaikki avaruuden
(R3,d4) pallot ovat amerikkalaisen jalkapallon muo-
toisia.

Pelataanko amerikkalaista jalkapalloa
sittenkin paiosin jaloilla?

Kadelliset ovat eldinlahko, johon kuuluu apinat, ihmi-
set sekd joitain muita lajeja. Naille tyypillistd on se,
ettd eturaajat ovat kehittyneet oksiin ja esineisiin tart-
tumiseen. Kédellisid on ollut olemassa ainakin 70 mil-
joonaa vuotta, ja ne ovat kehittyneet nelijalkaisista ni-
sakkaistd. Kun kédelliset olivat kehittyméssa, niiden
nelijalkaisten esi-isien etujalat kehittyivat kéasiksi.

Nain ollen voidaan sanoa, ettd kiddet ovat itse asias-
sa tarttumiseen erikoistuneet etujalat, ja amerikkalais-
ta jalkapalloakin pelataan pa&dosin néilla tarttumiseen
erikoistuneilla etujaloilla. Emme kuitenkaan sukella sy-
vemmiélle tdhédn aihepiiriin, koska se kuuluu biologian
eikd matematiikan alaan.



	Onko amerikkalainen jalkapallo sittenkin pallon muotoinen?

