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Olympiamenestys matematiikassa ja matematiikan

harrastaminen
Pdadkirjoitus

Tana kesdnd Suomi on jo osallistunut matematiikan,
kemian ja tietotekniikan kansainvéilisiin olympialai-
siin. Uutisissa on paljon kerrottu urheiluolympialaisten
poikkeuksellisen heikosta mitalisaaliista. Tiedeolym-
pialaisten kohdalla tilanne on toisenlainen. Tietoteknii-
kasta tuli kaksi hopeamitalia ja kemiasta kolme prons-
sia.

Olen ollut mukana matematiikan olympiavalmennuk-
sessa pian 30 vuotta, ensin kilpailijana, sitten val-
mentajana. Tadmén vuoden menestys on sellaista, jota
en olisi pitdnyt realistisena ennen tdmén vuoden EG-
MO:a. Ensin Euroopan tyttéjen matematiikkaolympia-
laisissa Aino Aulangon pisteet olivat kaikkien euroop-
palaisten kilpailijoiden parhaat. (Kilpailuun osallistuu
myo6s maita Euroopan ulkopuolelta. Yhdysvaltojen kil-
pailija sai koko kisan parhaat pisteet.) Ainon 38 pis-
tettd on aivan késittdmaton suoritus, kun 42 on taydet
pisteet. Kesilld kansainvélisissd matematiikkaolympia-
laisissa tuli hopeaa ja pronssia, sekd kolme kunnia-
mainintaa. Mitaleita on tullut aiemminkin, mutta li-
siksi Aino sai Maryam Mirzakhani -palkinnon maan-
osan parhaasta naispuolisen kilpailijan suorituksesta.
Muun joukkueen suorituksessa erityisesti ilahdutti se,
ettd kaikki saivat joko kokonaisen tehtévin ratkaistua
tai pientd huolimattomuusvirhetté vaille koko tehtédvan
ratkaistua, eli suoritus oli siltd osin tasaisesti vahva.
Moni kilpailijoista oli nuoria, mutta téata ei olisi arvan-
nut heidén ratkaisuistaan. Joukkueenjohtajana ratkai-
suja lukiessani yllatyin usein positiivisesti: Oho, tdma

tyyppi osaa argumentoida néinkin! Vaikuttavaa. Moni
joukkueesta voi osallistua kilpailuihin myéhemminkin.

Mielenkiintoista uutisoinnissa on myos ollut se, ettd ur-
heilun kohdalla on usein vahintddn vihjattu, ettd erés
ongelma on se, ettd olympiakomitea ei satsaa riittévas-
ti huippuihin, vaan koko kansan liikuttamiseen. Mate-
matiikassa tilanne taas on se, ettd tulevaisuus on al-
kanut ndyttad paljon valoisammalta, kun olemme saa-
neet mukaan aiempaa enemmén nuoria osallistujia, mi-
k& puolestaan on vaatinut enemmén perusteiden opet-
tamista. Syy eroon on selvé: siind misséd monia urheilu-
lajeja voi harrastaa monissa kaupungeissa, ei matema-
tiikassa ole vastaavia harrastusmahdollisuuksia, jolloin
harrastuksen tarjoaminen jaa monin paikoin olympia-
valmennuksen vastuulle. Tamaé on toisaalta sdili, mutta
sopii sikéli hyvin toimintaan, ettd olemme aina pitédneet
tarkednd matematiikan ilosanoman ja matemaattisen
yleissivistyksen levittamistda. Matematiikka on tarke-
a4 monella alalla. Moni ei padse olympiajoukkueeseen,
mutta moni voi oppia paljon hyédyllisid asioita valmen-
nuksessa ja hydodyntda niitd opinnoissaan myohemmin.

Nain lukuvuoden aluksi onkin hyvd muistuttaa eri-
laisista materiaaleista, joita voi kayttad, jos luokka-
huoneessa joku néyttda kaipaavan lisdhaasteita. Sol-
mun matematiikkadiplomit sopivat monille kouluas-
teille. Matematiikan olympiavalmennuksen materiaa-
leja 16ytyy myos verkosta ja kuka tahansa voi ladata
kirjevalmennustehtavésarjoja verkosta ja ryhtyé ratko-
maan tehtdvid ja palauttamaan ratkaisuja. Luonnol-
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lisestikin myds esimerkiksi opettajat voivat hyodyn-
td4 olympiavalmennuksen materiaaleja vaikka mate-
matiikkakerhoissa. Materiaalien vaikeustaso vaihtelee
huomattavasti — ensimmaéinen peruskoulun valmennus-
tehtavésarja edustaa ehkéd helpointa laitaa, kun taas
esimerkiksi eri aiheiden tdsmémateriaaleissa voidaan
pédstd todella pitkélle. Myos yliopistoilla on paljon
kursseja joko tarjolla verkossa tai muuten lukiolais-
ten saatavilla. Osa kursseista on niin sanottuja kur-
kistuskursseja, eli nimenomaan lukiolaisille suunnattu-

ja kursseja. Kuitenkin my6s esimerkiksi matematiikan
perusopintojen kursseja voi suositella osalle lukiolaisis-
ta. N&illd saa mahdolliset tulevaisuuden matematiikan
opinnot hyvaan alkuun, ja jos alaksi valikoituukin jokin
muu, niin diskreetin matematiikan tai analyysin perus-
teet eivit ole haitaksi.

Mukavaa alkanutta lukuvuotta!

Anne-Maria Ernvall-Hytonen

sisallysluetteloon



Solmu 1/2024

sisallysluetteloon 5

Tarinoita polynomeista (osa 5)

Jukka Tuomela
Itd-Suomen yliopisto, Joensuu
jukka.tuomela@uef.fi

Kertaus

Jatketaan téssd polynomien tarkastelua hieman eri
kontekstissa kuin aiemmissa kirjoituksissa [8, 9, 10, 11].
Jalleen suosittelen kirjaa [3] kaikille polynomeista kiin-
nostuneille. Témaén kirjoituksen laskut on helppo las-
kea SAGELLA [1].!

Helppoa polynomialgebraa

Kun lasketaan rationaalikertoimisilla polynomeilla,
niin pitkissé laskuissa helposti rationaalilukujen koko
kasvaa nopeasti; siis osoittajassa ja nimittéjéssé voi ol-
la hyvin suuria kokonaislukuja. Ei siis etukéteen tiede-
ta, kuinka monta bittid vastauksen ja vélitulosten esit-
tamiseen tarvitaan. Taméan takia tietokonetoteutuksen
pitda varautua siihen, ettd muistitilaa pitdd kasvattaa
laskun kuluessa. Olisikin paljon mukavampaa laskea si-
ten, ettd kertoimien koko ei kasvaisi. Korvataan siis ra-
tionaaliluvut &arelliselld joukolla seuraavasti.

Olkoon Z; = {0,1} ja méaéritelldéin téassd joukossa
yhteen- ja kertolasku seuraavasti:

+]0 1 x]0 1

010 1 010 O

111 0 170 1

Lhttps://www.sagemath.org/index.html

Merkitédén f € Zs[z], jos

n

fZZCjiEj, CjGZQ.

j=0
Nyt voidaan esimerkiksi laskea

(z+1)* =zt +1,
(23 + 2+ 1) (2% +2?) = 2% + 2% 4 23 + 22

Jatédn harjoitustehtédvéksi sen pohtimisen, millé k:n ar-
voilla pitee (z + 1)k = 2% + 1.

Kaikki tavalliset polynomeihin liittyvat laskutoimituk-
set patevat, koska Z, on kunta. Tarkka méaéritelma loy-
tyy Metsénkyldn ja Nédtdsen kirjasta [5], mutta kun-
nassa siis voidaan laskea yhteen, kertoa ja jakaa, ku-
ten rationaalilukujen tapauksessa on totuttu. Erityi-
sesti siis kirjoituksessa [8] esitelty jakolaskualgoritmi
toimii sellaisenaan myos renkaassa Zs[x]. Esimerkiksi
jos f =l + 28 +2* + 2 ja g = 2%+ 22 + 1, niin
jakolaskualgoritmi antaa

f=@ES+2a3+ g+t +28+ 22 + 2+ 1.

Toivoisin, ettd lukija laskisi tdmén jakokulman avulla
ja huomaisi, miten helppoa se on.

SAGEN avulla lasketaan seuraavasti.
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RO = PolynomialRing(GF(2), 'x");
x = R0.gen()

Ensimmaéiselld rivilld annetaan renkaan Zs[z] nimeksi
RO ja toisella rivilld kerrotaan, etté kirjain x on muut-
tujan nimi. GF(2) on kunnan Zy nimi.? Sitten voidaan
madritelld polynomit:

f=x"(11)4+x"64+x"4+x;
g=x"5+x"2+1

Nyt f voidaan jakaa tekijoihin komennolla f.factor(),
miké antaa

f=a(@+1)3" +25 +2° 2 +1).

Nolla on siis f:n yksinkertainen nollakohta, ja yksi on
kolminkertainen nollakohta. Tekijalld x74+25+23+2+1
ei ole nollakohtia ollenkaan.

Komennolla f.quo_rem(g) saadaan sitten osamééri ja
jakojéannos. Vastaus on lista, jonka ensimmaéinen alkio
on osaméara ja toinen on jakojadnnds.

Téasmélleen samoin voidaan laskea, jos on useampia
muuttujia:

h = (23 4 x120 + 22) (23 + x2)

= xi’ + m%x% + xlxg + mg @)
Skeptinen lukija kenties on samaa mielté siité, etté las-
kut helpottuvat, mutta hén voi epailld koko jutun hyo-
dyllisyytta ja/tai mielekkyyttd. On kuitenkin osoittau-
tunut, ettd polynomeja, joitten kertoimet ovat darelli-
sestd kunnasta, esiintyy monilla matematiikan aloilla.
Esimerkiksi:

(i) Asrellisii kuntia ja polynomeja kiiytetiin koodaus-
teoriassa [13].

(ii) Jos halutaan jakaa rationaalikertoiminen polynomi
tekijoihin, niin ensin suoritetaan tdmaé tekijoihinja-
ko &érellisessd kunnassa, koska se on helpompaa.
Taman avulla sitten 10ydetddn myos rationaaliset
tekijit [12].

Tassé kirjoituksessa katsotaan, miten polynomien avul-
la voidaan helposti analysoida monimutkaisia loogisia
lausekkeita. Ennen sitd pitdd kuitenkin katsoa, mité
eroa on polynomeilla ja funktioilla.

Polynomit ja funktiot

Olkoon sitten f € Zy[z]| jokin polynomi. Selvésti ndin
voidaan maéaritelld myos funktio f: Zo — Z,. Mutta
nyt on varsin selvdd, ettd polynomien ja funktioitten

vélilld ei ole bijektiota. Helposti 16ydetddn polynome-
ja, jotka eivit ole nollapolynomeja, mutta ne ovat nol-
lafunktioita, esimerkiksi f = z4a23+2*+27. Itse asias-
sa kun vahan pohtii asiaa, niin on vain 4 eri funktiota
Zy — Zo:

fo(z) =0,  fi(z) =1,
fo(x) =2z, fi3(x)=x+1.

Huomaa, ettd ndma ovat tdsmélleen kaikki polynomit,
joitten aste on korkeintaan yksi.

(2)

Jos sitten annetaan jokin mielivaltainen polynomi f,
niin funktiona se vastaa jotain noista neljastéd funktios-
ta. Téssd tietenkin tarvitaan jakolaskualgoritmia. Ol-
koon g = x? + x; timi on yksinkertaisin polynomi, jo-
ka ei ole nollapolynomi, mutta on nollafunktio. Jaetaan
siis g:114, jolloin saadaan

f=aq9+rm,

missd r on jokin ensimméisen asteen polynomi, kos-
ka g on toisen asteen polynomi. Siis r = f; jollekin
0 < j < 3. Mutta koska g(z) = 0, niin

f(@) = q(2)g(x) + r(z) = r(z).

Funktiona f ja sen jakojddnnds r ovat samoja, vaikka
ne ovat eri polynomeja. Merkitdén téata jakojadnnostéa

NF(f).

Tama idea yleistyy sellaisenaan monen muuttujan ta-
paukseen. Olkoon = = (z1,...,,) ja olkoon edelleen
a=(ag,...,a,) € N" ja merkitdan

(0%

x =aft - ann

n -

Mielivaltainen f € Zs[xq, ..
taa muodossa

., Tp] voidaan nyt kirjoit-

f= anxa, Ca € Zs.
«

Miten sitten loydettaisiin NF(f)? Huomaa, ettd funk-
tioina xf = x; kaikilla k¥ > 1, joten jokaisessa mono-
missa z% voidaan « korvata indeksivektorilla 5, missé

8 = {0’ =Y 3)

1, CYJZl

Siispd 8 € Z7%; huomaa, ettd erilaisia indeksivekto-
reita, ja vastaavia monomeja z”, on 2" kappaletta.
Téasté edelleen seuraa, etté kaikki mahdolliset funktiot
Zy — Zo ovat muotoa

f= Z cprl, s € Zs. 4)

Bezy

Siisp# mahdollisia funktioita Z% — Z5 on 22" kappalet-
ta, mikd antaa 4 kappaletta tapauksessa n = 1, kuten
jo ylla todettiin. Polynomeja, jotka ovat muotoa (4) on
tapana kutsua Zhegalkinin polynomeiksi [4].3

2 Adrellistd kuntaa (finite field) sanotaan myés Galois'n kunnaksi (Galois field).

3 Artikkeli [4] on kirjoitettu ven#jiksi, mutta siind oli ranskankielinen lyhennelmai, joten nimi kirjoitettiin ranskalaisittain Gégal-

kine.
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Nyt vaikkapa polynomin (1) tapauksessa
NF(h) =T + T1T2 + X1T2 + To = T1 + xr9.

Kasin laskien on kétevé kdyttdd kaavaa (3), mutta tie-
tokoneella laskiessa on ndppéardmpéad edetd toisin. Ol-
koon g; = a:? + x; ja jaetaan vuorotellen jokaisen po-
lynomin g; suhteen:

f=qg +r,
1 = q292 + T2,

Tn—1 = qngn + Tn-

Nyt r, on Zhegalkinin polynomi ja voidaan kirjoittaa
rn, = NF(f). Esimerkiksi jos otetaan yht&lon (1) poly-
nomi, niin

h= (2} +a} + a3+ z1 + 1)gy + o1 + 23,
z1 + 75 = (22 + 1)ga + 21 + 72,

joten NF(h) = x1 + 2, kuten dsken jo nédhtiin.

Nyt voidaan sitten testata, milloin kaksi polynomia
ovat funktioina samoja: f ja g ovat funktioina samoja,
jos NF(f) = NF(g) tai ekvivalentisti, jos NF(f+g) = 0.
Zhegalkin péadtyi polynomeihinsa, kun hén tarkaste-
li loogisten lausekkeitten totuusarvoja. Katsotaan téata
seuraavaksi.

Logiikka 0

Lewis Carroll kuvaili logiikkaa seuraavasti [2]:

‘I know what you’re thinking about,” said Tweedle-
dum: ‘but it isn’t so, nohow.

‘Contrariwise,” continued Tweedledee, ‘if it was so,
it might be; and if it were so, it would be; but as it
isn’t, it ain’t. That’s logic.

Jatdn harjoitustehtévéksi sen pohtimisen, miten hyvin
Carroll on tuossa tavoittanut logiikan syvimmén ole-
muksen. Metsankyld ja Nadtianen [5] ovat ottaneet pe-
rinteisemman nakékulman logiikkaan. Kirjan luvussa
nolla on esitelty logiikan peruskésitteet, joten jos alem-
pana jokin termi tai merkinté ei ole ennestdén tuttu,
niin tuolta 16ytyy lisatietoa.

Merkitédn isoilla kirjaimilla joitain viitteitd, kuten X
on viite, ettd reaaliluku a > 1. TA&mén negaatio =X on
vaite a < 1. Tarkkaavainen lukija kenties huomaa, etta
tassa ollaan heti heikoilla jailld, koska voisihan ajatella,
ettd eradnlainen negaatio olisi vaite: a ei ole reaaliluku.
Viitteilla pitda tavallaan olla jokin konteksti, mutta té-
mé konteksti varmaankin on selvi esimerkeissé, ja joka
tapauksessa téata kontekstia ei puhtaan loogisesti edes
tarvita. Matematiikassahan voidaan maaritella tiettyja
asioita riippumatta niitten merkityksesta.

Kun esitetdéin jokin véite, niin se voi olla matematiikas-
sa joko tosi tai epdtosi. Todellisessa eliméssdhéin véiit-
teet ovat usein epdméadriisia ja/tai epéilyttavid, mutta
keskitytdan tdssd vain matemaattisiin véitteisiin.

Jos on siis annettu jokin véite X, joka voi olla tosi tai
epétosi, niin sehén on oikeasti jokin funktio, jonka ar-
vojoukko on Zs: funktion arvo on 0, jos X on epétosi, ja
1, jos se on tosi. Laitetaan siis véitettd X vastaamaan
muuttuja x, jolloin voidaan sanoa, ettd X méérittaa
funktion fs, joka oli yht&lossa (2).

Olkoon sitten E véite, joka on epétosi, ja T viite, joka
on tosi; téalloin vaitettd E vastaa nollafunktio ja véitetta
T vastaa funktio, joka aina saa arvon yksi. Lopuksi vie-
14 negaatiota =X vastaa yhtdlon (2) funktio f3 = 1+=.
Voidaan siis kirjoittaa:

E «— 0,
T <«— 1,
X — =z

-X <+ 1l+u

Huomaa, ettd oikealla puolella on tdsmélleen yhtalossa
(2) annetut yhden muuttujan Zhegalkinin polynomit.

Logiikassa on kuitenkin tyypillisesti useampia véittei-
té. Jos on annettu viitteet X ja Y, niin liitetdén ndihin
vastaavat muuttujat x ja y. Kuten ylla todettiin, niin
on 22° = 16 eri kahden muuttujan Zhegalkinin polyno-
mia, joten miké tahansa kahden véitteen lauseke voi-
daan esittda naitten avulla. Koska yhden muuttujan ta-
paus on erikoistapaus kahden muuttujan tapauksesta,
niin jéljelle jaa vain 10 aidosti kahta viitettd kuvaavaa
funktiota.

Logiikassa on tapana kayttdd seuraavia merkint6ja
néille funktioille:

XVY +— zx+4+y+uzy,

XANY +— oy,
X =Y +— 1l+4+zx+ay, (5)
Y = X +— 1+4+y+ay,
X &Y +— 1l4+zx+y.

Kun otetaan vield néitten negaatiot, niin saadaan kaik-
ki 10 funktiota. TAm& muuten selittda logiikassa kay-
tettdvien merkintojen lukumaéréin. Yhden véiitteen ta-
pauksessa on kétevia kiyttaa symbolia —, koska silloin
kaikki Zhegalkinin polynomeja vastaavat lausekkeet
voidaan esittdd lyhyesti. Kahden véitteen tapaukses-
sa lyhyet esitysmuodot Zhegalkinin polynomeille saa-
daan, kun otetaan kdyttoon liséksi V, A, = ja <. Puh-
taan loogisesti vihempikin symbolimaéra riittéisi, mut-
ta télloin lausekkeista tulisi paljon vaikeammin hahmo-
tettavia.

Nyt voidaan helposti laskea esimerkiksi, etta

(X VY) «— l+z+y+ay=(1+2)(1+y)
+— "X AY.

(6)

sisallysluetteloon
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Y14 esitellyt merkinnét on tapana lukea seuraavasti:

XVvY XtaiV,
XNY XijaY,
X =Y X :std seuraa VY,
X &Y X ja'Y ovat ekvivalentteja.
Sivupolku

René Thom eradssi kirjoituksessaan [7] analysoi muun
muassa logiikan soveltuvuutta luonnollisen kielen ana-
lyysiin, ja tekee siind mielestdni hauskan havainnon.
Thom antaa esimerkkeji tapauksista, joissa sanojen JA
ja TAI kidytto poikkeaa logiikan kédytannoista. Tarkas-
tellaan vaitetta:

Suomen lippu on sininen ja valkoinen.*

Luulisin, ettd kaikki pitavat vaitetta totena. Mutta lo-
gitkan mukaan talléin myo6s véite ”Suomen lippu on
sininen” on tosi. Kuitenkin jos joku esittdisi téllaisen
vaitteen, niin vastaus todennédkodisesti olisi: “ei se ole si-
ninen, sehén on sininen ja valkoinen”. Thomin ajatus
on, ettd lippu ajatellaan pintana ja sana JA ei viittaa
varsinaisesti logiikkaan, vaan siihen, etté siniset ja val-
koiset alueet ovat geometrisesti ldhekkéin.

Tavallaan téssé ollaan tilanteessa, joka on hyvin erilai-
nen kuin mité logiikassa normaalisti opetetaan. Yleen-
sihén ajatellaan, ettad JA tarkoittaa, ettd kaksi eri asiaa
on voimassa yhté aikaa. Lipun tapauksessa kuitenkin
vain jompikumpi asioista on voimassa: jokainen lipun
piste on joko sininen TAI valkoinen.

Joukko-opillisesti JA usein yhdistetddn leikkaukseen.
Lipun tapauksessa JA kuitenkin vastaa yhdistetté, kos-
ka Suomen lippu on yhdiste valkoisista ja sinisistd
alueista.

Jacques Prévertin runo Composition frangaise (ranska-
lainen ainekirjoitus) [6] alkaa néin:

Tout jeune, Napoléon était tres maigre et officier
d’artillerie.

Nuorena Napoleon oli hyvin laiha ja tykistoupseeri.

Tama taas on loogisesti (ja varmaankin mys historial-
lisesti) tdysin oikein, mutta kielellisesti véarin, koska
ei ole tapana yhdistdd adjektiivia ja substantiivia JA-
sanalla. Geometrisesti tdméan voisi ajatella niin, etta
adjektiivit ja substantiivit ovat kategorioina niin ”kau-
kana” toisistaan, etta niitten yhdistdminen télla tavalla
ei ole mielekésta.

Alkeislogiikka on siis varsin hyédyton tyokalu luonnol-
lisen kielen analyysiin.

Logiikka 1

Palataan sitten logiikan kaavoihin. Zhegalkin sai idean
polynomien kayttdmisestd logiikassa lukiessaan Whi-
teheadin ja Russellin kuuluisaa kirjaa Principia Mat-
hematica [14].> Ensimméisen osan sivuilla 98-126 on
kymmenié ellei peréti satoja alkeislogiikan aputulok-
sia. Tarkkaa lukumééaraa on hiukan hankala méaarittaa,
koska lauseet on numeroitu niin epéloogisesti. Kirjan
ensimméisessé osassa my0Os luvun 5 jélkeen seuraa lu-
ku 9. Jotenkin tuntuisi, ettd tdméankaltaiset kdytadnnot
eivat olisi hyvad mainosta logiikkaa késittelevélle teok-
selle. Joka tapauksessa kaikki nuo logiikan kaavat voi-
daan helposti todistaa polynomien avulla, kuten Zhe-
galkin huomasi.

Ennen kuin katsotaan tétd tarkemmin tarvitaan viela
vksi késite: tautologia. Olkoon F' jokin looginen lause-
ke, jossa esiintyy véitteita X ja Y. F' on siis jokin miele-
kés kombinaatio merkinnoisté, jotka ovat yhtélossa (5)
vasemmalla puolella. Olkoon f vastaava polynomi, jo-
ka saadaan kiyttamalla yhtdlon (5) oikeaa puolta; siis
f € Zs]z,y]. Nyt sanotaan, ettd F' on tautologia, jos

NF(f) = 1.

Tarkastellaan lauseketta
F=(-(XVY))& (-XA-Y).

Yhtasuuruusmerkki tulkitaan téssa niin, ettd I’ on yh-
tasuuruusmerkin oikealla puolella oleva merkkijono, jo-
ka voidaan muuttaa polynomiksi f kayttamaélla vastaa-
vuuksia (5). Nyt F on muotoa F = Fy < Fj, joten
f =14 fo+ fi- Mutta yhtalossa (6) laskettiin, etté
fo = f1, joten f = 1 mista seuraa, ettd F' on tautolo-
gia.

Logiikan tulokset hyvin usein muotoillaan niin, etta
sanotaan, ettd jokin lauseke on tautologia. Esimerkik-
si suurin osa (tai ehki kaikki) Principian sivuilla 98-
126 olevista tuloksista on tautologioita. Yleisesti ottaen
loogisia lausekkeita voidaan sieventdd, kun lasketaan
lauseketta vastaava Zhegalkinin polynomi. Olkoon

F=(XV({¥=-X)A((Yv=X) = (X =)
:FO/\FIZ(_X\/FQ)/\(F?):FLL).

4Vaikka Thom ei puhu Suomen lipusta, hidnen esimerkissdin tosiaan on sinivalkoinen lippu.

5Nimé ovat myds netissi:
https://archive.org/details/dli.ernet.247278 /page/n1l/mode/2up
https://archive.org/details/PrincipiaMathematicaVol2/mode/2up
https://archive.org/details/in.ernet.dli.2015.220247 /mode/2up
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Vastaavat polynomit ovat

fo=1+y+ (1+2)y,

f3 =1+ xy,

fa=1+1+z+(1+2)y,

fo=x+ fotzfo,

Ji=1+fs+ f3fa,

f=rlh

— 248 4+ 2% + 23y + 22 + 2By o+
Nyt laskemalla jakojddnnokset tai kdyttamalld kaavaa
(3) saadaan NF(f) = x4y +zy. Voidaan siis sanoa, et-
td F' sieveni muotoon X VY, ja tdmé voidaan ilmaista
niin, etta
F s XVY

on tautologia.

Jos sitten on enemmaén véitteitd, niin otetaan kiyttoon
enemmaéan muuttujia. Esimerkiksi pitéisi osoittaa, ettéa
seuraava lauseke on tautologia [5, s. 3, kaava (3)], [14,
vol. 1, s. 118, lause 4-4 |:

F=(XAYVZ) & (XAY)V(XAZ)).

Tata vastaa polynomi f € Zy[x,y, 2]; kiyttamailla kaa-
voja (5) saadaan

f=1+a(y+z+yz)+oy+az+2iyz
=1+ zyz + 2%yz.

Koska x? + x on nollafunktio, niin NF(f) = 1, joten F
on tautologia.

Todistus etenee aina samalla tavalla:

(i) Olkoon annettu jokin logiikan kaava F, joka sisil-
tHd vaitteitd X1, ..., Xn.

(ii) Muodostetaan kaavaa F' vastaava polynomi f €
Zs[xy,. .., 2, kiyttden vastaavuuksia (5).

(iii) Lasketaan polynomia f vastaava Zhegalkinin poly-
nomi NF(f). Jos NF(f) = 1, niin F on tautologia.

Tulkitaan tdmé vield hiukan toisin. Y1l4 mainittu po-
lynomi f on myo6s funktio Z5 — Zs, ja sitd vastaava
Zhegalkinin polynomi NF(f) on kanoninen muoto télle
funktiolle. Huomaa, ettéd logiikan oppikirjoissa ei kéy-
tetd sanaa funktio, vaan totuusarvotaulu(kko).

Katsotaan vield erds esimerkki [14, vol. 1, s. 113, lause
3-47 . Pitéisi osoittaa, ettd seuraava lauseke on tau-
tologia. Whitehead ja Russell sanovat, ettd tdmé tulos
on peréisin Leibnizilta.

F=(A= X)A(B =Y)) =>
(AANB = X AY).

Jaetaan taas lauseke osiin:

F:F0:>F1,
Fo=(A = X)A(B = Y),
FF=AANB = XAY.

ja lasketaan vastaavat polynomit:

fo=04+a+azx)(1+b+by),
fi=1+ab+ abzxy,
=1+ fo+ fofi,
— 202222 + 2202y + a2b2ay? + a2bay+
ab’zy® + b’z + a’b*y + a’bay + ab®zy+
a®b? + a®bx + ab®y + abzy + a®b + ab® + ab + 1.

Laskemalla jakojadnnokset ndhdéaan, ettd NF(f) = 1,
joten F' on tautologia. Tama& esimerkki oli jo hiukan
tyolds kasin laskien, mutta SAGEN avulla hyvin help-

po:

R1 = PolynomialRing(GF(2), 'a, b, x,y');
a,b,x,y = Rl.gens();
f0=(1+a+a*x)*(1+b-+b*y);
fl=1+a*b+a*b*x*y; f=1-+f0+f0*f1;
g0=a"2+a; gl=b"2+b;

g2=x"2+x; g3=y"2+y;
gr=f.quo_rem(g0);r1=qr[1];
gr=rl.quo_rem(gl);r2=qr[1];
gr=r2.quo_rem(g2);r3=qr[1];
qr=r3.quo_rem(g3);r4=qr[1];

Polynomi r4 on NF(f), ja ylld olevat laskut antavat
NF(f) = 1.

Metsénkylan ja Nadtdsen kirjassa [5] on sivulla 3 lue-
teltu 12 tautologiaa. Lukija voi harjoitustehtévéina tar-
kistaa, ettd todistukset polynomien avulla ovat hyvin
helppoja.

1+1=2

Jos googlettaa hakusanoilla ”principia mathematica
14+1=2" niin saa yli 300000 osumaa. Tall4 viitataan
usein kuvassa 1 olevaan lauseeseen 54-43, jossa ei kui-
tenkaan vield varsinaisesti todisteta, ettd 1 + 1 = 2,
vaan vasta pohjustetaan tata.

#6443, F:ioBel.dianB=A.=.auBe2

Dem.
F.o#5426.DFa=tz. B=1"y.D:avBe2.=.a4y.
[%51-231] = tfanty=A.
[#1312] =.anfB=A (1)

Fo(1).%11111:85.D
Fr(ga,y).a=tw.B=1y.D:avfBe2.=.anB=A (2)
F.(2). %1154 . %521 .2 F . Prop

From this proposition it will follow, when arithmetical addition has been
defined, that 1 +1=2.

Kuva 1: Whiteheadin ja Russellin kuuluisa lause.
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Oleellisesti lause sanoo, ettd jos A = {p}, B = {q} ja
p # g, niin joukossa AU B = {p,q} on kaksi alkiota.®

Kyseinen lause on sivulla 362, ja koko kirjassa on yli 700
sivua, mutta Lauseeseen 110-643, jossa 141 = 2 sitten
lopulta todistetaan, padstddan kuitenkin vasta kirjasar-
jan toisessa osassa, sivulla 83. Tarkkaan ottaen merk-
kid + ei kdytetd, vaan jostain syystd on valittu muoto
1+, 1 = 2. Kirjoittajat huomauttavat lauseen todis-
tuksen jalkeen:

The above proposition is occasionally useful.

En tiedd, missd vaiheessa kertolasku mééritelldan, vai
paastdaanko edes niin pitkalle.

Viitteet

[1] G. V. Bard, Sage for undergraduates, 2nd ed.,
American Mathematical Society, 2022.

[2] L. Carroll, Through the looking-glass, and what
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Napparaa numerologiaa

Petri Laarne
Viitoskirjatutkija, Helsingin yliopisto
https://www.nollakohta.fi

Paassdlasku on hauska harrastus. Monesta laskusta sel-
vidd nopeammin kuin kaveri ehtii avata kdnnykkansa,
kunhan osaa pyoritella pienid lukuja ja tuntee muu-
taman muistisddnnoén. Matemaattiselta kannalta jot-
kin s&4nnot menevit numerologian puolelle, eli kyse on
enemmankin satunnaisista yhteyksistd, mutta viihdyt-
tavia ne ovat yhta kaikki.

Téasté listasta 16ytyy muutama laskutemppu, joilla voi
ihastuttaa ystdvidan ja himmastyttad vihollisiaan — ja
kaikki temput eivéit olekaan sattumaa.

Lisda “matemaattisen ninjan” temppuja voit oppia esi-
merkiksi Colin Beveridgen blogista (englanniksi) [1].

Maileista kilometreihin

Fibonaccin lukujonolla 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... on monta
jannda ominaisuutta. Niistd yksi on, ettd perdkkéisten
termien suhde ldhestyy kultaista leikkausta, joka on li-
kimain 1,618.

Vihemmén taianomainen juttu on, ettd yksi maili on
noin 1,609 kilometrid. Ta&méa on kovin ldhelld edellista
suhdelukua! Jos siis ihmettelet tienviittaa brittildisen
imperiumin jéanteilla, voit muuntaa yksikoiden valilla
Fibonaccin jonoa kayttden. 5 mailia on noin 8 kilsaa,
ja 13 kilometrid vastaa noin 8 mailia.

(Toinen l&heinen sattuma: In(5) ~ 1,609. Logaritmien
soveltaminen péadssdlaskuun on ihan oma tarinansa.)

Kymmenelld jaollisten mailien kohdalla 1,6 saattaa olla
nappéarampi muuntosuhde — 20 mailia on 32 kilometria.
Kakkosen potenssit kunniaan!

Kakkosen neligjuuri

Kakkosesta puheen ollen: tiesitko, ettd /2 ~ 1,414?
Mutta vield jinnempéi — tdmén kiinteisluku 1/4/2 on
likimain 0,707. Desimaalit jaetaankin siis vain kahdel-
la. Kun pohdit asiaa tarkemmin, huomaat ettei tdma
ole ollenkaan sattumaa.

Paperimitta

Kakkosen neli6juureen térméa usein vaikkapa geomet-
riassa. Yksi ndpparé trikki liittyy tavalliseen paperiark-
kiin. A4-arkin koko on 21 x29,7 senttimetria. Pitkd sivu
on millimetrin tarkkuudella v/2 kertaa niin pitk# kuin
lyhyt.

Omituiset senttimitat selittyvit hienolla logiikalla.
Kun A4-kokoisen paperin taittaa kahtia, saadaan A5-
arkki. Taméan pitké sivu on taas v/2-kertainen suhtees-
sa lyhyeen sivuun. Toisin pain puolestaan kaksi vierek-
kaistd A4d-arkkia muodostaa A3-arkin, jolla on sama
suhdeluku.
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Kaiken alku ja juuri on AO-arkki, jonka pinta-ala on. ..
tdsmélleen yksi neliometri! Siispd A4:n pinta-ala on
(1/2)* = 1/16 nelidmetri.

Paperin vahvuus ilmoitetaan yleensd grammoina per
neliometri. Esimerkiksi tavallinen tulostuspaperi on
noin 80 g/m?. Tisti voi nippéristi laskea, ettd yksi
Ad4-arkki painaa 5 grammaa.

Korkojen 72-saanto

Jos suosimasi paperi on ennemmin setelin muotoinen,
kannattaa seuraava temppu panna korvan taakse.

Mikali teet p prosenttia vuodessa kasvavan sijoituk-
sen, menee sijoituksen tuplaantumiseen noin 72/p vuot-
ta. Esimerkiksi kuuden prosentin korolla alkupanos
tuplaantuu suunnilleen 12 vuodessa.

Tama sdanto on tunnettu jo vuoden 1500 tienoilla. 72
ei ole aina tarkin mahdollinen luku, mutta kahdella
ja kolmella jaollisuus tekee siitd néppérdn padssilas-
kuun. Viidelld jaollisiin prosentteihin 70 on toki hel-
pompi suhdeluku.

Laskukaavan taustalla on totta kai oikeaa matikkaa.
Tarpeeksi tihedsti maksettavaa korkoa voidaan arvioi-
da eksponenttifunktiolla, ja yhtéalosta (1+p/100)™ = 2
voidaan ratkaista

log(2) 72

" log(1+p/100) ~ p°

Arvio on tarkin muutaman prosentin tienoilla, joten
pikavippien vuosikorkoihin tdté ei kannata kdyttda!

Riittavan tarkat 7 ja e

Lienee pakko mainita myo6s se vakio, jota on muodi-
kasta opetella ulkoa. “How I need a drink, alcoholic
in nature, after the heavy lectures involving quan-
tum mechanics...” Lorun siséltod en ala suomenta-
maan, mutta sanojen pituuksia laskemalla saa selvitet-
tyd 14 desimaalin edestd piita. Se riittda ihan kaikkeen.

Sanon siltikin: tylsda!l Talla likiarvolla ei laske ilman
apuvalineitd juuri mitddn. Sitd paitsi kansainvélisen
matikkapéaivin juhliminen 7wrakoita nauttien 14.3. on
takaperoista ja kovin... amerikkalaista.

Paljon paremmat bileet ovat 22. heindkuuta. Nimittéin
22/7 on erittdin hyvéa likiarvo piille, ja murtolukuna se
sopii péadssilaskuun. Eikéd tdmén arvion desimaaleihin
tarvita laskinta — jatka lukemista!

Sitd ennen kuitenkin pieni historiallinen tarppi. Luvun
e desimaalien 2,7 1828 1828 4... alussa toistuu neljan

numeron piatki. Luonnolliseen logaritmiin voi siis hy-
vin liittd4 jonkin menneen tapahtuman: vuonna 1828
yliopisto muutti Turusta Helsinkiin, Elias Lonnrot 1ahti
ekalle runonkeruureissulleen, ja esimerkiksi Jules Verne
syntyi. Kaksi faktaa yhdelld muistisdannolla!

Seitsemasosan desimaalit

Toistuvista desimaaleista ehkd kummallisin liittyy seit-
semélld jakamiseen. Huomaatko kuvion?

= 0,142857 142857 . ..
=0,285714 285714 . ..
= 0,428571 428571 . ..
= 0,571428 571428 . ..
= 0,714285 714285.. ..

= 0,857142 857142. ..

NI RSN TR [ RGURN TN

Jokaisessa desimaalikehitelméssa toistuu loputtomiin
sarja 142857, vain eri kohdasta aloitettuna. Sarjankin
voi pilkkoa vield tuplautuviin osiin 14, 28 ja 56 + 1.

Tama kaikki ei voi olla yhteensattumaa. Mistd on kyse?

No, 1/7 on jakolaskuna “0, jaa 1”. Kerrotaan jakojaan-
nos kymmenelld, ja 10/7 on “1, jad 3”. Siispi ensim-
méinen desimaali on 1. Toista desimaalia varten laske-
taan 30/7 eli “4, jad 27, kolmatta varten 20/7, ja niin
edelleen.

Jatka itse téatd laskua! Huomaat pian, etté lasket samaa
laskua toista kertaa. Jadnnokset muodostavat kuuden
luvun mittaisen syklin, ja vieldpé sellaisen, jossa esiin-
tyvét luvut 1, ..., 6 mutta eri jarjestyksessi. Eri jako-
laskut n/7 vastaavat eri aloituskohtia téssa syklissi.

Samanlaisia sdant0jd, mutta toki huomattavasti pi-
dempid sellaisia, 16ytyy tietyille muillekin alkuluvuille.
Seitseméstd seuraava on 17. Koko lista 16ytyy OEIS-
tietokannasta [2].

Viitteet

[1] https://flyingcoloursmaths.co.uk/blog/

[2] A001913: Full reptend primes: primes with pri-
mitive root 10. Online Encyclopedia of Integer
Sequences. https://oeis.org/A001913
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Funktioiden sortteeraamisesta

Jukka Liukkonen
Mat. yo. evp.

Arvot jiarjestykseen — johdatusta arvo-

keskusteluun

Péittyvin lukujonon alkioiden jirjestiminen! esimer-
kiksi laskevaan suuruusjirjestykseen on helppoa aina-
kin, jos luvut ovat pienid positiivisia kokonaislukuja,
niitd on vdhan, ja ne on esitetty arabialaisilla nume-
roilla suoraan, turhia venkoilematta:

(6,2,3,5,2) =% (6,5,3,2,2).
Epéavarmuutta aiheuttaa korkeintaan se, kumpi kakko-
sista tulee laittaa viimeiseksi. Téassé artikkelissa ei puu-
tuta filosofisiin kysymyksiin. Tarkoituksena ei my0s-
kéadn ole esitelld erilaisia lajittelualgoritmeja. Artik-
kelin tavoitteena on tutkia, mitd lajittelulla tarkoite-
taan silloin, kun lajiteltavia lukuja on dérettéman mon-
ta. Varsinainen ongelma on, miten reaalimuuttujan re-
aaliarvoisen funktion eli reaalifunktion arvot laitetaan
suuruusjarjestykseen; toisin sanoen kuinka funktio jér-
jestetddn uudeksi funktioksi niin, ettd jalkimmé&isessa
on edellisen arvot vaikkapa laskevaan suuruusjirjes-
tykseen lajiteltuina? Voidaanko jirjestdminen toteut-
taa jonkinlaisella reaalilukuvélin permutoinnilla?

Esimerkkilukujono esitetddn ohessa pylvasdiagrammi-
na. Funktioiden jarjestamistd ennakoiden luodaan ha-
vainnollinen mielikuva, jossa pylvdat ovat aluksi ve-
den pinnan alla uppeluksissa. Veden vihetessa pylvéat
pulpahtavat esiin yksi tai useampi kerrallaan. Veden-
pinnan tasoa merkitddn kreikkalaisella kirjaimella a.

Kun vesi laskee eli « pienenee, ensimméisené veden al-
ta ilmestyy korkein pylvés. Silloin a@ = 6. Vedenpinnan
edelleen laskiessa pylvééit ilmestyvit nakyviin laskevas-
sa suuruusjérjestyksessé, jolloin ne on helppoa poimia
jonoon samassa jarjestyksessa. Kun pinta saavuttaa ta-
son o = 2, viimeisina vedenpinnan puhkaisevat kaksi
lyhinté pylvésta.

J
A
]:f(i):xz
6 i
5
5
7777777777777777777777777777777777 a
4 1
3
3
2 2
2
1
T 2 3 1 5 T!

Paattyva lukujono & = (z1,xa,. .., 2, ) liittdd indeksi-

1 Jarjestamisestd kiytetdin myos nimityksid lajittelu, sorttaus, sortteeraaminen ja uudelleenjérjestiminen.
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joukon I, = {1,2,...,n} jokaiseen alkioon i reaalilu-
vun z;. Itse asiassa lukujono onkin funktio, nimittain
kuvaus

f:In_>R7 f(l):l‘l

Jos jono * = (x7,2%,...,x}) on saatu jonosta x per-
mutoimalla jalkimmaéisen alkiot laskevaan suuruusjar-
jestykseen, on muodostettu uusi funktio

Fooly =R, f() = ab

Télle uudelle funktiolle patee

fFA)zf2)=... =z f(n).

Jos funktio f saa tietyn arvon k kertaa, toisin sanoen
kyseinen luku esiintyy k kertaa jonossa @, myo6s funk-
tio f* saa tuon arvon tasan k kertaa. TaAma& on tarkea
havainto siirryttéiessd paattyvistd jonoista padttymat-
tomiin ja lopulta reaalifunktioihin.

Jarjestdmisen jalkeen esimerkkipylvaikko nayttaa tal-
ta:

J

A
6 6 j=fr(i) =z;
1]
4
5 3
) 2 2
1

i 2 3 1 5 !

Koska jonossa x* on tédsmaélleen samat luvut kuin jo-
nossa «, summan vaihdannaisuuden seurauksena

n n
i=1 i=1

Josy = (y1,¥2,.-.,yn) on toinen jono, vektorien piste-
tulon kaltaisille tulojen summille péatevit uudelleen-
jarjestelyepayhtilot (engl. rearrangement inequali-
ty)

n n n

* % *
sz‘ Ynt1-i = Zﬂfi% < fo%
i—1 i=1 i=1

Ne on hyvin helppoa todistaa binddrisille eli pelkis-
td nollista ja ykkosistd muodostetuille jonoille. Ylei-
sen tapauksen todistus on esitetty Wikipedian sivul-
la [5]. Itse asiassa vasen ja oikea epiayhtdlo ovat yk-
si ja sama tulos kahdella eri tavalla esitettynd, mi-
k& ndhdian tarkastelemalla jonon y sijaan vastajonoa

—Yy= (_yla —Y2,-- -, _yn)

Uudelleenjérjestelyepéyhtélolld on hauska fysikaalinen
tulkinta. Lukuja y; voidaan ajatella painoina, jotka
on kiinnitetty vaakasuoraan tankoon etéisyyksien x;
padhén tangon toisessa padssé sijaitsevasta referenssi-
pisteestd. Suurin momentti ., z;y; saadaan aikaan,
kun raskaimmat painot kiinnitetdin mahdollisimman
kauas referenssipisteestd. Kun isot painot ovat ldhella
referenssipistettd, momentti on vastaavasti pienin.

Sananen paiattyméittomista jonoista

Paattymattoman jonon jirjestdminen ei aina onnistu.
Esimerkiksi positiivisten rationaalilukujen jonossa

1458 20—1 29+ 2
273677777 2% T2i+1777

on ddretdon médréd sekd ykkostd pienempid alkioita et-
td ykkostd suurempia alkioita. Vaikka ne laitettaisiin
mihin tahansa jarjestykseen, ensimmaéisen ykkosté pie-
nemman alkion jélkeen olisi jossain kohdassa ykkosta
suurempi alkio, ja sen jélkeen taas jossain kohdassa yk-
kostéd pienempi alkio. Ei sellainen jono ole sen enempéé
nouseva kuin laskevakaan. Jonolta pitda vaatia jotain,
ettd se voidaan jarjestéa.

Jos rajoitutaan positiivisiin lukuihin ja niiden jarjes-
tamiseen laskevaksi jonoksi, riittava joskaan ei valtté-
méaton ehto jonon jérjestdmisen onnistumiseksi on, ettd
jonolla on raja-arvo nolla. Sortteeraaminen tehd&an sa-
malla vedensdanndostelytoimenpiteelld kuin péattyvan-
kin jonon jérjestely. Yhtdlo >, x; = >, «¥ ja epéyhté-
16 >, xiys < >, iyl péteviat myds paattymattomille
summille ainakin, jos ne suppenevat. Todistus on ilmei-
sin muutoksin sama kuin péadttyvillekin summille.

Reaalifunktion jarjestaminen

Eteen tulevia hankalan nékoisid kaavoja ei tule peléds-
tyd. Lajittelun idean ymmartdminen onnistuu ilman
kaavojakin muun tekstin ja kuvien avulla. Tarkkaa
lukijaa varten sanottakoon, ettd turhan monimutkai-
suuden valttdmiseksi funktioiden uudelleenjérjestelys-
sd rajoitutaan sellaisiin reaalimuuttujan reaaliarvoisiin
funktioihin f, etta
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i) f on kuvaus [0, 00[ — R;
ii) f on jatkuva ainakin paloittain?;
iii) f(z) > 0 kaikilla > 0;

iv) f(z) = 0 riittdvéan suurilla z.

Viimeinen ehto tarkoittaa sellaisen positiivisen (j
yleensi hyvin suuren) luvun M olemassaoloa, ettéi
f(z) = 0 kaikilla lukua M suuremmilla muuttujan z
arvoilla; ts. f yhtyy nollafunktioon (so. vakiofunktioon
nolla), kunhan mennéén tarpeeksi kauas origosta. Eh-
don ansiosta véiltytdan erdiltd raja-arvotarkasteluilta.
Samoin viltytadn tilanteelta, jossa erddn funktion ar-
voksi tulisi joskus déreton.

Sortteeraamisen tarkastelu aloitetaan yksinkertaisesta
esimerkistd, nimittdin paloittain vakiosta funktiosta,
jolla on samat arvot kuin edelld tarkastellulla viiden
alkion mittaisella jonolla. Funktio f : [0,00[ — R saa
valeilla [0,1], [1,2[, [2,3], [3,4], [4,5] ja [5, co[ arvot 6,
2, 3, 5, 2 ja 0 tassa jarjestyksessd. Jokainen arvo tu-
lee ddrettomén monessa pisteessid. Voidaanko kuvitel-
la mitdén jarkevad tapaa jarjestdd funktio f laskevaksi
funktioksi f*?

Y

» T

Ajikaisemmin sanotusta tulee varmaankin ensimmaéise-
na mieleen funktion f upottaminen uppeluksiin veden
alle, mink4 jdlkeen annetaan vedenpinnan laskea. Pyl-
vaiden tapaan funktio f paljastuu pikkuhiljaa esiin ve-
den alta, korkeimmat osat ensiksi. Funktiohan muistut-
taakin pylviikkoa, pylvaét ovat vaan levedmpié ja kiin-
ni toisissaan. Voidaan siis tehdd samat temput kuin

pylvéille. Néin syntyy seuraavan kuvan esittdmé uusi
funktio f* : [0, 00[ — R.

»

Huomataan, ettd vedenkorkeudella o seké jarjestetyn
funktion ettd alkuperdisen funktion kuvaaja kulkee
tdsmélleen saman vaakasuuntaisen matkan vedenpin-
nan yliapuolella (katkoviivaa tdydentivit katkottomat
osuudet). Tasméllisesti ilmaisten vedenpinnan tasoon
« liittyvin tasojoukon (engl. level set)

Eo(f)={z€[0,00[| f(z) >}

mitta® (engl. measure)

(Ea(f))s

ei muutu funktiota jérjestettdessd. Tama mitan muut-
tumattomuus on juuri se ominaisuus, joka tekee funk-
tion uudelleenjérjestelysta laskevaksi funktioksi (engl.
decreasing rearrangement) jarkevan: kaikilla o > 0

1(Ea(f7)) = n(Ealf))-
Mitta voidaan esittdd myos integraalina:
WEN) = [ Lei@de= [ 1, (@)
0 0

missd on merkitty

1..0) = {

Funktion f* arvo pisteessid = syntyy niin, ettd anne-
taan vedenpinnan laskea niin kauan kuin mitta y =
1(Es(f)) on korkeintaan x. Tasan siind kohdassa, jos-
sa ehto p < x lakkaa olemasta voimassa, ja sen tilalle

1, f(z)>a«
0, f(z)<a.

2Paloittain jatkuvalla funktiolla on korkeintaan &arellinen méaira epajatkuvuuskohtia, joissa silld on &érelliset toispuoleiset raja-

arvot.

3Mitta on yleinen matemaattinen késite. Tadmén artikkelin lukijalle riittés tietéd, ettd erillisistd jananpatkistd koostuvan joukon

mitta on sama kuin kyseisten jananpétkien yhteenlaskettu pituus.
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astuu ehto p > x, asetetaan f*(x) = «. Toisin sanoen:
kun vedenpinta laskee niin paljon, ettd saarien yhteen-
laskettu mitta on ylittdmaéisilladn arvon x, merkitdan
vedenkorkeus « muistiin, jolloin f*(z) = «. Lukijaa
kehotetaan miettimian asiaa seuraavien kahden kuvan
avulla. Vahvennetut katkoviivat havainnollistavat arvo-
jen f*(1.3) ja f*(3.2) madrdytymistd. Laskeva funktio
f* tietyssd mielessd pannaan kokoon vaakasuorista vii-
paleista

Eo(f) x{a} ={(z,0) |2 >0, f(z) >}

liuw’uttamalla ne kullakin tasolla erikseen periakkéain va-
semmalle tiiviiksi, katkeamattomaksi janaksi.

--2 : - o---a=20=f*32)
F=r : . -——--a=12, pu=5.0
: p >
Loz 30 45 = w(Ba(f))
r=13 x=3.2

Kuuluisa Cavalierin periaate [2] takaa sen, ettd funk-
tion kuvaajan ja x -akselin véliin jadva pinta-ala ei muu-
tu liv’uttamisen seurauksena:

/000 f(z)dx = /000 [ (z)dx.

Kun kaksi funktiota f ja ¢ uudelleenjirjestetdéan
laskeviksi funktioiksi f* ja g¢*, funktionelikolle pé-

tee Hardyn-Littlewoodin epdyhtilo (engl. Hardy-
Littlewood inequality)

/ " f@)g(e) dr < / " @) (@) da,

joka todistetaan hieman muunnetussa yleisemméssa ti-
lanteessa Wikipedian sivulla [3]. Aikaisemmin esiinty-
neet yhtdlo ) .x; = Y . xj ja epéyhtdlo ), x;y; <
> Trys ovat samaa sukujuurta vastaavien integraa-
liyhtalon ja -epéayhtélon kanssa (summa on erikoista-
paus yleisestéd integraalin kéisitteesta).

Matematiikan kieli pyrkii olemaan tdsmaéllisté, eikd mi-
tddn madritelmad tai tulosta ole sallittua jattda pel-
kéastadn havainnollisen mielikuvan varaan. Funktion f*
tdsmaéllinen méaritelmé on tadma:

fr[0,00[=R, ff(@)=inf{a>0]|pu(Es(f)) <z}

Tassé inf tarkoittaa alhaalta rajoitetun joukon infimu-
mia eli suurinta alarajaa. Jos késite ei ole lukijalle tut-
tu, se kannattaa opiskella esimerkiksi Wikipedian si-
vulta [4]. Itse asiassa funktion f* mééritelméssd jouk-
ko, jolle infimum muodostetaan, on aina tyyppia [a, ool,
misséd a on reaaliluku. Sille, vastaavalle avoimelle valil-
le Ja, o] ja yleisemminkin ei-tyhjélle vélille infimum on
valin vasen pééatepiste eli tdssd tapauksessa a.

Epiaito epiyhtéls pu(Eq(f)) < « funktion f* méari-
telméssa takaa sen, ettd funktio f* on oikealta jatkuva
samoin kuin esimerkiksi todennédkéisyysjakaumien ker-
tymaéafunktiot:

lim @+ h) = [ (@)

Seuraavat kaksi kuvaa esittévit jatkuvan funktion jar-
jestdmistd alenevaan jarjestykseen vedenlaskuperiaat-
teella. Ensimmaisen kuvan funktio konstruoidaan jat-
kamalla sinikdyrian jaksopari nollafunktiona &aretto-
myyteen:

- |

Asin?(wz), 0<x< %’r

27
0 , l’>?,
missa
9
A=6 = —.
YT

Jalkimmaéinen kuva esittdd jarjestettyd funktiota. Silla
on lauseke

A cos? (%wm) , 0<x< %’T
o=}

0 , x> T
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Y
A
y=f(x)
6
5
4
/]\
,,,,, - Ll B 1
3 i
2
i
Iy To T3 T4 5 g
Y
A
6
y=f"(z)
5
4
/]\
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, a
3 \:
2
i
Ty 5 g

Kohdissa x1, x2, x3 ja x4 olevat pylvadt kuvautuvat jar-
jestettaessd yhdeksi pylvadksi kohtaan x.. Téllainen ei
ole sallittua lukujonojen sorttauksessa, permutoitaessa
eri pylvédat siilyvét erillisind. Huomaa kuitenkin, ettéa
yhteen sulautuvien z-arvojen joukko on nollamittainen.
Lukusuorallahan mitta on joukon pituus, ja yhden pis-
teen mitta on nolla. Sen takia d&rellisen monen pisteen
muodostaman joukonkin mitta on nolla. My6s déaret-
tomén joukon mitta on usein nolla, esimerkkiné vaik-
kapa luonnollisten lukujen joukko N = {1,2,3,...}. Se
koostuu nollamittaisista pisteisté, joiden yhteenlasket-
tu mittaon 0+04+0+... =0.

Kaksoiskolmio — lukujonon ja funktion
vertailua

Funktion uudelleenjirjestdmisen kannalta kahden aal-
lon sinifunktio on oleellisesti samanlainen kuin pelkis-
tetty ja laskennallisesti helpompi kaksoiskolmiofunktio,
jonka kuvaaja on piirretty alle.

y
A
y=f(z)
2
5
1 1
T
1 2 3 4 >
Funktion arvo pisteessi x on
2, 0<z<1
4—-2x, 1<zx<?2
fle)=q¢ 2z -4, 2<z<3
8—2x, 3<x<4
0 , 4<z.

Kaksoiskolmio on helppoa jarjestda laskevaksi viistout-
tamalla (engl. shear) kolmiot vasemmalle niin, ettd nii-
den kannat pysyvét paikoillaan, ja ylimmat karjet siir-
tyvit vaakasuunnassa y-akselille pisteeseen (0, 2). Viis-
toutus saadaan aikaan muunnoksella

(.Z‘/, y/) = {

missé tason piste (z,y) muuntuu pisteeksi (z/,y'), ja
lopputulos néayttaa talta:

(I7%y7y)a OSI<2

(17*%%1/)’ 2§IIZ’,

y
A
y = f*(z)
2
/l\
BN 0l e )
T 2 3 1 TF°

Jarjestetylla funktiolla on lauseke

2—%56, 0<xr<4

f*(w):{ 0 , 4<uz.
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Kun jatkuva kaksoiskolmiofunktio niin sanotusti dis-
kretoidaan ottamalla mukaan funktion arvot ainoas-
taan tasavélisessd pisteistossé, saadaan kuvaan piirret-
tya pylvaikkod vastaava lukujono, jonka lopussa on d4-
rettomén monta nollaa.

y
A
y = f(x)
2
T
e B o 1 N 1 3 N — ¢
T 2 3 4 TF

Funktio ja pylvait jarjestetdén erikseen laskevaan suu-
ruusjarjestykseen, jolloin samanpituiset pylvadt muo-
dostavat tasanteita, ja niistd syntyy vasemmalle nouse-
va portaikko.

Y
A
y=f*(z)
2
N
(' ‘ ”””””””” !
U,
1 2 3 4

Pylviikkoa tihennettédessa tasanteet kapenevat, ja jér-
jestettyjen pylviiden ylapaét ovat ldhempéanéd jarjeste-
tyn funktion kuvaajaa kuin aikaisemmin.

Y
A

Seuraavissa kuvissa pylviikkod on tihennetty edelleen.
Tietyt kahdeksan pylvéisté, nelja sinisté ja nelja punais-
ta, on otettu erityistarkkailuun.

Tihennysta ajatellaan jatkettavan loputtomiin. Silloin
tasapituiset pylvéasnelikot lopulta sulautuvat yhdeksi
ddrettoman ohueksi pylvadksi, nelikon “raja-arvoksi’
Niéin syntyy jo edelld siniaallon jarjestelyn yhteydes-
sé havaittu ilmi6. Yhteensulautumisen takia funktion
arvoja ei yleensé saada jirjestykseen permutoimalla ar-
gumentin x arvojal

Jos x-arvoja ei permutoida, millaisella kuvauksella nii-
té sitten muutellaan? Seuraavista kuvista ndhd&an, mi-
ten pylvddn z-koordinaatti muuttuu siirrettéiessd pyl-
vas suuruusjarjestyksen méarddmalle paikalle. Ensim-
maéinen kuva liittyy diskretoituun funktioon, joka jér-
jestyy permutaatiolla. Vaaka-akselilla ovat pylvéaiden
paikat  ennen sorttausta ja pystyakselilla paikat o(x)
sorttauksen jélkeen; toisin sanoen pisteistd on permu-
taatiofunktion o kuvaaja. Siniset ja punaiset pisteet
liittyvat edellisten kuvien sinisiin ja punaisiin pylvéi-
siin.
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o(x)
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Jalkimmainen kuva esittdd permutaatiota vastaavaa
funktiota T, sanottakoon sitd vaikkapa kvasipermu-
taatioksi, joka jarjestad diskretoimattoman kaksoiskol-
mion. Jarjestettdava funktio f on jatkuva ja muuten-
kin yksinkertainen (ddrellinen méara huippuja). Silloin
jarjestdminenkin sujuu siistilla jatkuvalla funktiolla T
Jarjestdvin kvasipermutaation ei kuitenkaan tarvitse
olla siisti, silld funktion arvoja f(z) = 0 vastaavia argu-
mentin x arvoja voidaan permutoida keskendén hyvin-
kin villisti; hénté oikeassa yldnurkassa voidaan “por-
histdd ja laittaa heilumaan”.

T(x)
A

]
~{
—
~{ ]

nNe

geasee

—
T~
—
T

» T

Sinivihredt varjostukset kuvassa havainnollistavat si-
té tosiseikkaa, ettd kuvauksessa T' kuvapuolen vilin U
mitta on yhtisuuri kuin alkukuvan 7(U) mitta. T#-
mé on oleellista. Vaatimus mittojen yhtymisesta tulee
suoraan jarjestdmisen periaatteesta.

vokkaista kommenteista.
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Solmun 3/2023 tehtdvien ratkaisut

1. Ratkaise yhtalo

|3 9
TH-—=7-2
v -

kun x on reaaliluku.

Ratkaisu. Yhtélon vasemman puolen arvo on positiivi-
nen, joten on oltava 7 — % >0eliz> % Talloin myo6s
termi % ja yhtalon vasen puoli on mééaritelty.

Sijoituksella a = 7 — % saadaan yhtalo

3
T+ —=a,

NI
missd a > 0. Nelioiméalla yhtdlo puolittain saadaan

a? — % =T (1)
Koska i\
(-

niin sijoittamalla b = % aikaisempaan sijoitukseen
a="17— % saadaan
a+b? =71, (2)

missa b > 0. Yhtéloista (1) ja (2) saadaan nyt
a’—b=ua+1%

josta seuraa
a—b*=a+b

ja edelleen
(a+b)(a—b)=a+b

eli
(a+b)(a—b—-1)=0. (3)

Koska a,b > 0, niin a+b > 0. Néin ollen yhtal6 (3) voi
toteutua vain, josa—b—1=0elia=5b+1.
Yhtélosta (2) saadaan nyt

b+1+b02=7,
toisin sanoen

b>+b—6=0.
Toisen asteen yhtélon ratkaisukaavalla

-1+

) 12-4.1-(—6) —1+5

2.1 2 7

joten b = —3 tai b = 2. Koska b > 0, niin ratkaisuksi

kelpaa vain b = 2. Tekeméastdmme sijoituksesta b = %

saadaan nyt

E,:2¢:,2:4¢:>x:§

NG x

Tarkistetaan viela, ettd x = % on yhtélon ratkaisu:

.3
T+-== |7
+ 7 +

7T-Z=7-
X

:\/7+3L;)2=\/§=3

o
=

ja
9-4
T——=7—-4=3.
9

Saatiin siis, ettd yhtdlon kummankin puolen arvo on 3,
kun x = %, joka on néin ollen yhtédlon ratkaisu.

o] ©
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2. Yksikkopuoliympyréin (eli puoliympyrén, jonka side
on 1) siséén piirretdén kaksi nelioté siten, ettd molem-
pien neliéiden yksi sivu on puoliympyrin halkaisijalla
ja yksi kirki on puoliympyralla sekd yksi kummankin
nelion sivuista sijaitsee samalla suoralla (katso alla ole-
va kuva). Ympyran keskipisteestd nelididen puoliym-
pyralla sijaitseviin kédrkiin piirrettyjen janojen vélinen
kulma on suora. Osoita, ettd ndin piirrettyjen nelididen
pinta-alojen summa on aina sama.

Ratkaisu 1. Merkitddn nelididen puoliympyralld olevia
karkia P ja @ sekd puoliympyrdn halkaisijalla olevia
karkida R, S ja T. Ympyréan keskipiste on K ja nelion
sivut ovat a ja b (katso alla oleva kuva).

Q b
a P
«
1 1
b a
11—« @ »
T KR S

Merkitdédn o = ZKQT, jolloin ZQKT = 90° — a. Kos-
ka ympyréan keskipisteestd K nelididen puoliympyralla
sijaitseviin kéarkiin P ja @) piirrettyjen janojen véalinen
kulma on suora, niin ZPKS = 180°—90° — (90° —«) =
«. Néin ollen suorakulmaiset kolmiot QKT ja PKS
ovat yhtenevit, koska kummankin kolmion hypote-
nuusan pituus on 1. Téstd seuraa Pythagoraan lauseen
perusteella, ettd a2 + b2 = 1, joten nelididen pinta-
alojen summa on aina vakio 1.

Ratkaisu 2. Ratkaisun 1 alussa esiteltyjen merkintojen
lisiksi merkitddin K.S = x ja KT = y.

Q b
a NP
1 1
b a
|1 [
T Yy KR z 8§

Suorakulmaisille kolmioille QKT ja PK.S on Pythago-
raan lauseen mukaan voimassa

a4+ 2% =1=10"+y?%

joten

a2 — b = y? — 42

eli
(a+d)(a—0b)=(y+z)(y—x).

Liséksi tieddmme, etté
r+y=a+b,

joten
a—b=y—ux.

Laskemalla edelliset kaksi yhtdlod puolittain yhteen
saadaan
2a = 2y.

Téastéd seuraa, ettd y = a, ja niin ollen x = b. Ratkai-
sun loppu on samanlainen kuin ratkaisussa 1: Pytha-
goraan lauseen perusteella a? + b? = 1, joten nelididen
pinta-alojen summa on aina vakio 1.

Ratkaisu 3. Kdytetddn tassédkin ratkaisussa ratkaisun 1
alussa esiteltyjd merkintojd. Heijastetaan puoliympyra
ja neliot puoliympyran halkaisijan suhteen ja merki-
tadn saatuja ympyran kehilld olevia uusia pisteitd P’

ja Q.

Q
P
b a
|
K I
452
P/
Q/

Koska janat RP ja R(@ ovat vierekkiin olevien neliti-
den lavistdjat ja R on molempien nelididen kérki, niin
kulma ZPRQ@ on suora. Heijastuksen ominaisuuksien
perusteella kulma ZP’RQ’ on kulman ZPRQ ristikul-
ma. Niin ollen myos kulma ZP’RQ’ on suora. Erityi-
sesti saadaan, etta janat PQ’ ja QP’ ovat kohtisuoras-
sa toisiaan vastaan. Tasta seuraa, ettd ZRQ'Q = 45°
(katso kuva).

Ympyréan jinne PQ vastaa néin ollen 45° kehidkulmaa,
joten kehdkulmalauseen perusteella jinne P(Q) vastaa
2-45° = 90° keskuskulmaa Z/PK Q. Nain ollen jédnteen
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PQ pituus on side-v2 = 1-+v/2 = /2. Suorakulmai-
sesta kolmiosta PR(Q) saadaan nyt Pythagoraan lauseen

perusteella yhtalo
()" = (v

2
(a\/i) +
silla RP = a2 ja RQ = bv/2. Néin ollen a? + b =1,

joten nelididen pinta-alojen summa on aina vakio 1.

3. Ravintolassa tarjottava keitto osoittautui liian suo-
laiseksi. Kokki paétti laimentaa keittoa edellisenéd pai-
vana yli jadneelld keitolla, jossa ei ollut tarpeeksi suo-
laa. Suolaisen keiton suolapitoisuus on 5 prosenttia ja
edellisen péivéin keiton suolapitoisuus on 1,2 prosenttia.
Kuinka paljon kumpaakin keittoa tulee liséta, jotta se-
koitettua keittoa saadaan 72 desilitraa ja sen suolapi-
toisuus on 3,48 prosenttia?

Ratkaisu. Olkoon z dl sekoitettuun keittoon lisdtyn
suolaisen keiton maéérd, jolloin vihédsuolaisen keiton
méird on 72 — x dl. Sekoitetun keiton suolaisen keiton
osuudessa on suolaa 0,05 - dl ja vih&suolaisen keiton
osuudessa 0,012 - (72 — z) dl. Sekoitetussa keitossa tu-
lee olla suolaa 0,0348 - 72 dl = 2,5056 dl, joten saadaan
(ilman yksikoitd) yhtélo

0,05z + 0,012 - (72 — z) = 2,5056.
Sulut avaamalla ja termeja siirtamélla saadaan
0,038 -z =1,6416 eli x=432.

Sekoitettuun keittoon tulee siis lisatéd suolaista keittoa
43,2 dl = 4,32 litraa ja 72 dl — 43,2 dl = 28,8 dl = 2,88
litraa vdhasuolaista edellisen péivéin keittoa.

4. Suorakulmaisessa tasakylkisessé kolmiossa ABC ka-
teetin BC keskipiste on D ja hypotenuusalla AB 14~
hempéana kirked B oleva piste F jakaa hypotenuusan
suhteessa 1 : 2. Osoita, ettd janat AD ja C'E ovat koh-
tisuorassa toisiaan vastaan.

B

Dt

C » A

Ratkaisu 1. Olkoon a kolmion kateetin pituus, jolloin
hypotenuusan pituus on av/2. Merkitdén lisiksi F:114
janalla BC' olevaa pistettd, joka muodostaa pisteiden
B ja E kanssa suorakulmaisen kolmion BFE (katso
seuraava kuva).

D¢ a2

c » A

Suorakulmaiset kolmiot ACB ja EF B ovat yhdenmuo-

toiset, joten
BE EF EF

BA AC a
Koska ZE = 1

F4 = 3, niin saadaan EF' = 5. Koska BD = g,
niin kolmion EBD pinta-ala on

s)

BD'EF7%'§7(L2

2 T2 12

Agpp = (1)
Suorakulmaisen tasakylkisen kolmion ABC' pinta-ala

on Aapc = %, joten nelikulmion AEDC pinta-ala on

a’> a®> 5a?
A =A —A =— - —=— 2

AEDC apc —Appp =5 — 5= 5 (2)
Suorakulmaisista kolmioista CEF ja ADC saadaan

Pythagoraan lauseen perusteella

=5+ (5) =%

ja

joten

V&

C’E—a3 ja \[

> 3)

Janat CE ja AD ovat yksinkertaisen (konveksin) neli-
kulmion AEDC' lavistéjit, joten nelikulmion pinta-ala
on

AD = 4V°

CE-AD -sing

2 )
missd  on lavistdjien vélinen kulma. Téstéd saaadaan
kaavoja (2) ja (3) kidyttden

Asagpc =

5a2

“‘[ f - sin ¢ 5a2-sin<p
12 2 12

joten sinp = 1. Nain ollen ¢ = 90°, siis janat AD ja
CFE ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Ratkaisu 2. Kéytetddn samoja merkintojé kuin ratkai-
sussa 1. Ratkalstaan tehtéva kayttamalla vektoreita ja

merkitdan CA =djaC
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B

Vektorit a ja b ovat yhté pitkédt ja niiden pistetulolle
pitee @ - b = 0, koska ne ovat kohtisuorassa toisiaan

vastaan. Koska BA = @ — b, niin
ﬁ:%ﬂ:l(a—é’),

joten vektoreiden yhteenlaskusaéntojen perusteella

@:@+ﬁ:5+%(a—é’) =

1 2
—a -+ =b. 4
3a+3 (4)

Koska C"ﬁ = %5, niin
b—ad. (5)

Vektoreiden C@ ja E pistetuloksi saadaan kaavoja
(4) ja (5) kiyttden

silld @ - b = 0. Koska vektorit @ ja b ovat yhta pitkat,
niin niiden pituuksien neliét |@|? ja |b|? ovat yhtd suu-
ret. Néin ollen

CE.AD = 1 (16 ~ 1) = 0.

3

Tasta seuraa, ettd vektorit C@ ja E (tdten myos ja-
nat CE ja AD) ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Ratkaisu 3. Kaytetddn téssékin ratkaisussa samo-
ja merkint6ja kuin ratkaisussa 1. Sijoitetaan kolmio
(z,y)-koordinaatistoon niin, ettd piste C' on origossa
(katso seuraava kuva). Merkitaén pisteitd niin, etta kir-
jaimen peréssa on suluissa pisteen koordinaatit, esimer-
kiksi C(0,0).

“y
¢ B(0,a)
E(§,%)
D(0,2)4
(0,0) A(a,0)

Pisteiden A(a,0) ja D(0, 5) kautta kulkevan suoran
kulmakerroin on

vl

kap =

o
|
S
[\
)
[N}

ja pisteiden C(0,0) ja E(%, %“) kautta kulkevan suoran
kulmakerroin on

2a 2a
Zo_g 2 3.9
hop = 3 =3 2%y
3 0 3 3a
Koska kulmakertoimien tulo kap -kcp = —1 -2 = —1,
niin pisteiden A(a,0) ja D(0, ) kautta kulkeva suora

a 2a

on kohtisuorassa pisteiden C(0,0) ja E(3, %) kautta
kulkevan suoran kanssa. Néin ollen janat CE ja AD
ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

5. Tarkastellaan funktioita

fol@) = —— ja

1—x

fn(x) = fO(fnfl(‘T))’
kun n on positiivinen kokonaisluku. Laske fa023(2023).

Ratkaisu. Funktion fy méédritelmé vaatii, ettd x # 1.
Kun n =1, niin

fi(@) = folfi-1(@)) = fo(fo(z) = ——— = ;

missd x # 0. Kun n = 2, niin
Fa(2) = folfor()) = fola(a) = — 5 = 7 ==

Kun n = 3, niin
f3(x) = fo(fs-1(2)) = fo(fa(2)) = fo(z).
Kun n =4, niin
fa(x) = fo(fa-1(z)) = fo(f3(x)) = fo(fo(z)) = fi().
Kun n = 5, niin
f5(x) = fo(fs-1(z)) = fo(fa()) = fo(fi(z)) = fa().

Huomataan, ettd funktion f,, arvot toistuvat kolmen
jaksoissa, toisin sanoen

fors(@) = fn()
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24 siséllysluetteloon

Solmu 1/2024

kaikilla ei-negatiivisilla kokonaisluvuilla n. Néin ollen

fa023(%) = forazy1(w) = fi(x),
joten

2023 —1 2022

f2023(2023) = £1(2023) 2023 2023

6. Merkintd |z] tarkoittaa lattiafunktiota reaaliluvus-
ta x, jonka arvo on suurin kokonaisluku, joka ei ole
suurempi kuin z, siis

|z] =max{n € Z|n <z}
Esimerkiksi |2,5] =2, |—0,2] = —1 ja |10] = 10.
Tarkastellaan funktioita

f(z) =z +5,

olr) = =555,
h(z) = |z +3].

Maéarita funktioiden kuvaajien yhteiset pisteet.

Ratkaisu. Jos funktioiden kuvaajilla on yhteinen pis-
te, jonka ensimméinen koordinaatti on , niin f(x) =
g(z) = h(z). Ratkaistaan ensin yhtilo f(z) = g(x) eli

JT¥B= % (1)

Neli6imalld saadaan yht&lo

) 2 4p? 32 4
x+5—< x+8) _ A 32+ 6 @)

5 25

eli
25z + 125 = 422 — 322 + 64.

Termejé siirtelemélld ja yhdistamélla saadaan toisen
asteen yhtélo

422 — 57z — 61 = 0,

jonka ratkaisu on

_ —(=57) £ /(-H7)2 —4-4.(—61) 57+65
B 2-4 8
Yhtélon (2) ratkaisut ovat siis 3 = —1 ja x5 = 15,25.
Koska nelioimilla saatu yhtdlo (2) ei ole ekvivalentti
yhtdlon (1) kanssa, niin tarkistetaan ratkaisut: Koska

—2.(=1)+38
V-1t+5=2=—2+2T°
+ = :

X

niin zy = —1 on yhtélon (1) ratkaisu. Koska

—2.1525+8
/15,25 +5 =45 # —4.5 = %

niin x5 = 15,25 ei ole yhtalon (1) ratkaisu. Néin ollen
yhtélon (1) ainoa ratkaisu on x = —1.

Sijoittamalla = —1 funktion h lausekkeeseen saadaan
h(-=1)=[-1+3] =12] =2.

Koska my6s f(—1) = g¢g(—1) = 2, niin funktioiden
f, g ja h kuvaajilla on tdsmaélleen yksi yhteinen pis-
te (—1,2).

7. Olkoot a > 2, b ja c reaalilukuja. Tarkastellaan seu-
raavia kolmea vaittadmé&a.

(1) Yhtalollad ax? 4+ bz +c = 0 ei ole reaalisia ratkaisuja.

(2) Yhtélolld (a — 1)a? + (b— 1)z + (¢ — 1) = 0 on yksi
reaalinen ratkaisu.

(3) Yhtélolla (a —2)z% 4 (b—2)x + (¢ —2) = 0 on kaksi
reaalista ratkaisua.

(a) Jos viittamat (1) ja (2) ovat totta, niin onko myts
vaittdma (3) totta?

(b) Jos vaittamét (2) ja (3) ovat totta, niin onko myos
vaittama (1) totta?

Ratkaisu 1. Havaitaan, etta jokaisen kolmen véittdmén
yhtéléssd termin 22 kerroin on positiivinen ja erityises-
ti nollasta poikkeava, koska a > 2. Néin ollen kaikki
yhtélot ovat toisen asteen yhtéloité, jolloin ratkaisujen
maéadara riippuu diskriminantin suuruudesta: jos diskri-
minantti on positiivinen, niin ratkaisuja on kaksi, jos
diskriminantti on nolla, niin ratkaisuja on yksi, ja jos
diskriminantti on negatiivinen, niin yhtal6ll4 ei ole rat-
kaisuja.

Merkitddn A =a—1, B=b—1 ja C = ¢ — 1, jolloin
A > 1 ja viittdmét voidaan ilmaista diskriminantin
avulla seuraavasti:

(1) (B+1)% — 4(A+1)(C + 1) < 0,
(2) B? — 4AC =0,
(3) (B—1)% —4(A—1)(C — 1) > 0.

Ensimmaéinen ja kolmas vaittdmé voidaan uudelleen-
muotoilla

(1) (B* —4AC) + (2B —4A - 40) < 3,

(3) (B2 —4AC) — (2B — 44— 40C) > 3.

Jos vaittdmat (2) ja (3) patevét, niin

(B? —4AC) — (2B —4A —4C) = —2B +4A +4C > 3,

toisin sanoen 2B — 44 — 4C' < —3. Néin ollen 2B —
4A —4C < 3 ja viite (1) pétee. Vastaus kohtaan (b) on
siis kylla.

Jos vaittdmat (1) ja (2) patevét, niin

(B* —4AC) + (2B — 4A — 40) = 2B — 4A — 4C < 3.
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Nyt pitdd selvittad, ettd pateeko vaittdma (3) eli 2B —
4A — 4C < —3. Jos ehdot —3 < 2B — 4A — 4C < 3,
B?2—4AC = 0ja A > 1 voivat olla voimassa yhté aikaa,
niin silloin 2B —4A4 — 4C' < —3 ei pidde, mutta muuten
se pitee. Toisen véittaman perusteella B = +2v/AC,
joten pitda selvittdd, onko olemassa arvoja A > 1 ja
C >0, joilla

—%gi\/AC—A—C<Z. ()
Koska —v AC — A—C < —1, niin vain +v AC on mah-

dollinen. Kerrotaan epdyhtaloketju () talldin luvulla
—1, jolloin saadaan

—Z<A+C—\/AC§%
Koska
1 2 3 3
A+C—VAC=(VC-VA) +34> 7,

niin epayhtéloketju (x) ei voi toteutua vaadituilla A:n
ja C:m arvoilla. Néin ollen myos kohtaan (a) vastaus on
kylli.

Ratkaisu 2. Oletetaan, ettd yhtalolld A’x? 4+ B'z+C' =
0 on korkeintaan yksi reaalinen ratkaisu joillakin A" >
0, B’ ja C’. Tama on yhtapitavaa sen kanssa, ettd
A'x? + B'x + C' > 0 kaikilla reaaliluvuilla z, koska
x +— A'2? + B’z + C' on yloéspéin aukeava paraabeli.

Tarkastellaan sitten yhtaloa
(A +1)z*+ (B'+ 1)z + (C'+1) = 0. (1)
Koska nyt

(A + 12?4+ (B + Dz + (C'+1)
=(A2?+ Bz +C)+ @ +2+1)

>0+ (z+2 2+§>§
= 2 4= 4

niin yhtalolla (1) ei ole ratkaisuja. Kun valitaan A’ =
a—1, B =b-1jaC" = c— 1, niin edella esitetyn
perusteella vaittdméastd (2) yksin seuraa vaittdma (1).
Vastaus kohtaan (b) on néin ollen kyll.

Valitaan sitten A’ = a — 2, B’ = b— 2 ja C' =
¢ — 2. Jos vaittdma (3) ei nyt toteudu (eli yhtalolla
(a—2)2% + (b — 2)x + (¢ — 2) = 0 on korkeintaan yk-
si reaalinen ratkaisu), niin myoskdén vaittdméa (2) ei
voi toteutua, koska ylla esitetyn perusteella yhtélolla
(a—1)2%2+(b—1)x+ (c—1) = 0 ei olisi reaalisia ratkai-
suja. Néin ollen, josa véittdma (2) toteutuu, niin myos
viittdmén (3) on toteuduttava, joten vastaus kohtaan
(a) on kyll4.

8. Onko totta, ettd jos kolmion jokaisen kulman sini
on rationaalinen, niin myos jokaisen kulman kosini on
rationaalinen?

Ratkaisu. Merkitdéan tavalliseen tapaan kolmion kulmia
a, B ja v sekd naiden vastakkaisia sivuja a, b ja c. Ko-
sinilauseen mukaan

& =a® +b% — 2abcosn,

joten sinilauseen perusteella

a2+ b -2 1 a+b c c
cosy=——— ~ —_ (242 _Z.Z
v 2ab 2\b a a b
1 /sina  sin sin sin
_ Lo sinf_siny sing o
2 \sinf  sina sina sing

Jos kolmion jokaisen kulman sini on rationaalinen, niin
lauseke (1) on rationaalinen, joten cos+y on rationaali-
nen. Néin ollen, jos kolmion jokaisen kulman sini on
rationaalinen, niin my6s jokaisen kulman kosini on ra-
tionaalinen.

9. Osoita, ettéd jos 0 < a,b < 1, niin

(a4 b—ab)(a® +b*) > a +b.

Ratkaisu. Todistuksessa tarvitaan painotetun aritmeet-
tisen keskiarvon ja painotetun geometrisen keskiarvon
valistd epayhtdlod, jonka mukaan

W1x] + Woko + ... wWnpTy

> @ (Ewl .’L'WQ .. xl;l)n
w = 1 T2 )
kun luvut z1,29,...,2, ja painot wi,ws,...,w, ovat

ei-negatiivisia ja w = w1 +wa + - - - + wy, > 0. Epdyhta-
16ssd patee yhtalo tdsmaélleen silloin, kun kaikki luvut
x) painoilla wy > 0 ovat samoja. Sovelletaan epayhta-
164 luvuille 1 ja a painoilla b ja 1 — b, jolloin saadaan

a+b—ab=b-1+1-b)-a>1°-a'"b =4al"".
Kertomalla puolittain luvulla a® saadaan epéyhtild
(a4 b—ab)a® > a'~ba’ = a,

jossa péatee yhtélo vain, jos a = 1. Tehtdvinannon mu-
kaan a < 1, joten (a + b — ab)a® > a. Vaihtamalla a:n
ja b rooleja saadaan samanlaisella pédttelylld, ettd
(a +b—ab)b® > b. Niin ollen

(a+b—ab)(a®+b") = (a+b—ab)a’ + (a+b— ab)b®
> a+b. O

10. 5 x 5-ruudukko taytetddn satunnaisessa jarjestyk-
sessd kirjoittamalla jokaiseen ruutuun luku. Ruutuun
kirjoitettava luku maéraytyy sen mukaan, kuinka mo-
ni vieressd olevassa ruutu on jo taytetty. Vierekkain
olevia ruutuja ovat ne, joilla on yhteinen sivu. Esimer-
kiksi alla oleva ruudukko on tédytetty luvuilla seuraa-
vassa jarjestyksessd: ad, bb, ¢, db, eb, e4, e3, e2, a4,
a3, a2, al, bl, cl, d1, el, b4, c4, b3, b2, c2, d2, d3, d4,
c3.
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51011(1f1]1
4111212141
31121421
21113[2(3]2
1{1|1f1]1(2

a b c d e

Taytéd ruudukko kahdella muulla tavalla séaéantojé nou-
dattaen. Osoita, ettd ruudukkoon taytettyjen lukujen
summa on aina 40 riippumatta siitd, missa jarjestyk-
sessd ruudukko on sddntoja noudattaen téytetty.

Ratkaisu. Esitetddn téssd vain yksi toisenlainen tapa
tayttdd ruudukko sddntoja noudattaen:

510121022
412213101
313[(0]3([1]3
210(3]14(3]0
1{1{2(0]1]2

a b c d e

Ruudukon 25 ruutua on erotettu toisistaan 2-4-5 = 40
vhteiselld sivulla. Jokainen naistd 40 sivusta lasketaan
ruudukon lukuihin tdsmalleen kerran: silloin kun vie-
rekkédisten ruutujen toinen ruutu tiaytetddn. Néin ollen
ruudukkoon téytettyjen lukujen summa on aina 40.

Lahde: K6MalL
Kadnnos ja sovitus suomeksi: Mika Koskenoja
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