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Solmun 3/2023 tehtdvien ratkaisut

1. Ratkaise yhtalo

|3 9
TH-—=7-2
v -

kun x on reaaliluku.

Ratkaisu. Yhtélon vasemman puolen arvo on positiivi-

nen, joten on oltava 7 — % >0eliz> % Talloin myo6s
3

termi 7z ja yhtalon vasen puoli on mééaritelty.

Sijoituksella a = 7 — % saadaan yhtalo

3
T+ —=a,

NI
missd a > 0. Nelioiméalla yhtdlo puolittain saadaan

3
2
——=T. 1
a NG 7 (1)
Koska )
BN 9
vr) o’
3

niin sijoittamalla b = aikaisempaan sijoitukseen

B

a="7-— % saadaan
a+b? =71, (2)
missa b > 0. Yhtéloista (1) ja (2) saadaan nyt
a’—b=ua+1%

josta seuraa
a—b*=a+b

ja edelleen
(a+b)(a—b)=a+b

eli
(a+b)(a—b—-1)=0. (3)

Koska a,b > 0, niin a+b > 0. Néin ollen yhtal6 (3) voi
toteutua vain, josa—b—1=0elia=5b+1.
Yhtélosta (2) saadaan nyt

b+1+b02=7,
toisin sanoen

b>+b—6=0.
Toisen asteen yhtélon ratkaisukaavalla

-1+

) 12-4.1-(—6) —1+5

2.1 2 7

joten b = —3 tai b = 2. Koska b > 0, niin ratkaisuksi

kelpaa vain b = 2. Tekeméastdmme sijoituksesta b = %

saadaan nyt
3 9 9

NG x
9

Tarkistetaan vield, ettd x = 7 on yhtilon ratkaisu:

3 3 3.2
T+ = = 7+:\/7+=\/§=3
N3 \/§ 3
4
ja
9 9 9-4
1 ——=7T—5=7T———=T7—-4=23.

x 2 9

4
Saatiin siis, ettd yhtdlon kummankin puolen arvo on 3,
kun x = %, joka on néin ollen yhtédlon ratkaisu.
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2. Yksikkopuoliympyréin (eli puoliympyrén, jonka side
on 1) siséén piirretdén kaksi nelioté siten, ettd molem-
pien neliéiden yksi sivu on puoliympyrin halkaisijalla
ja yksi kirki on puoliympyralla sekd yksi kummankin
nelion sivuista sijaitsee samalla suoralla (katso alla ole-
va kuva). Ympyran keskipisteestd nelididen puoliym-
pyralla sijaitseviin kédrkiin piirrettyjen janojen vélinen
kulma on suora. Osoita, ettd ndin piirrettyjen nelididen
pinta-alojen summa on aina sama.

Ratkaisu 1. Merkitddn nelididen puoliympyralld olevia
karkia P ja @ sekd puoliympyrdn halkaisijalla olevia
karkida R, S ja T. Ympyréan keskipiste on K ja nelion
sivut ovat a ja b (katso alla oleva kuva).

Q b
a P
«
1 1
b a
11—« @ »
T KR S

Merkitdédn o = ZKQT, jolloin ZQKT = 90° — a. Kos-
ka ympyréan keskipisteestd K nelididen puoliympyralla
sijaitseviin kéarkiin P ja @) piirrettyjen janojen véalinen
kulma on suora, niin ZPKS = 180°—90° — (90° —«) =
«. Néin ollen suorakulmaiset kolmiot QKT ja PKS
ovat yhtenevit, koska kummankin kolmion hypote-
nuusan pituus on 1. Téstd seuraa Pythagoraan lauseen
perusteella, ettd a2 + b2 = 1, joten nelididen pinta-
alojen summa on aina vakio 1.

Ratkaisu 2. Ratkaisun 1 alussa esiteltyjen merkintojen
lisiksi merkitddin K.S = x ja KT = y.

Q b
a NP
1 1
b a
|1 [
T Yy KR z 8§

Suorakulmaisille kolmioille QKT ja PK.S on Pythago-
raan lauseen mukaan voimassa

a4+ 2% =1=10"+y?%

joten
2

a® —b? :yQ—x
eli
(a+b)a—b)=(y+z)(y—a).

Liséksi tieddmme, etté
r+y=a+b,

joten
a—b=y—ux.

Laskemalla edelliset kaksi yhtdlod puolittain yhteen
saadaan
2a = 2y.

Téastéd seuraa, ettd y = a, ja niin ollen x = b. Ratkai-
sun loppu on samanlainen kuin ratkaisussa 1: Pytha-
goraan lauseen perusteella a? + b? = 1, joten nelididen
pinta-alojen summa on aina vakio 1.

Ratkaisu 3. Kdytetddn tassédkin ratkaisussa ratkaisun 1
alussa esiteltyjd merkintojd. Heijastetaan puoliympyra
ja neliot puoliympyran halkaisijan suhteen ja merki-
tadn saatuja ympyran kehilld olevia uusia pisteitd P’

ja Q.

Q
P
b a
|
K I
452
P/
Q/

Koska janat RP ja R(@ ovat vierekkiin olevien neliti-
den lavistdjat ja R on molempien nelididen kérki, niin
kulma ZPRQ@ on suora. Heijastuksen ominaisuuksien
perusteella kulma ZP’RQ’ on kulman ZPRQ ristikul-
ma. Niin ollen myos kulma ZP’RQ’ on suora. Erityi-
sesti saadaan, etta janat PQ’ ja QP’ ovat kohtisuoras-
sa toisiaan vastaan. Tasta seuraa, ettd ZRQ'Q = 45°
(katso kuva).

Ympyréan jinne PQ vastaa néin ollen 45° kehidkulmaa,
joten kehdkulmalauseen perusteella jinne P(Q) vastaa
2-45° = 90° keskuskulmaa Z/PK Q. Nain ollen jédnteen
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PQ pituus on side-v2 = 1-+v/2 = /2. Suorakulmai-
sesta kolmiosta PR(Q) saadaan nyt Pythagoraan lauseen

perusteella yhtalo
()" = (v

2
(a\/i) +
silla RP = a2 ja RQ = bv/2. Néin ollen a? + b =1,

joten nelididen pinta-alojen summa on aina vakio 1.

3. Ravintolassa tarjottava keitto osoittautui liian suo-
laiseksi. Kokki paétti laimentaa keittoa edellisenéd pai-
vana yli jadneelld keitolla, jossa ei ollut tarpeeksi suo-
laa. Suolaisen keiton suolapitoisuus on 5 prosenttia ja
edellisen péivéin keiton suolapitoisuus on 1,2 prosenttia.
Kuinka paljon kumpaakin keittoa tulee liséta, jotta se-
koitettua keittoa saadaan 72 desilitraa ja sen suolapi-
toisuus on 3,48 prosenttia?

Ratkaisu. Olkoon z dl sekoitettuun keittoon lisdtyn
suolaisen keiton maéérd, jolloin vihédsuolaisen keiton
méird on 72 — x dl. Sekoitetun keiton suolaisen keiton
osuudessa on suolaa 0,05 - dl ja vih&suolaisen keiton
osuudessa 0,012 - (72 — z) dl. Sekoitetussa keitossa tu-
lee olla suolaa 0,0348 - 72 dl = 2,5056 dl, joten saadaan
(ilman yksikoitd) yhtélo

0,05z + 0,012 - (72 — z) = 2,5056.
Sulut avaamalla ja termeja siirtamélla saadaan
0,038 -z =1,6416 eli x=432.

Sekoitettuun keittoon tulee siis lisatéd suolaista keittoa
43,2 dl = 4,32 litraa ja 72 dl — 43,2 dl = 28,8 dl = 2,88
litraa vdhasuolaista edellisen péivéin keittoa.

4. Suorakulmaisessa tasakylkisessé kolmiossa ABC ka-
teetin BC keskipiste on D ja hypotenuusalla AB 14~
hempéana kirked B oleva piste F jakaa hypotenuusan
suhteessa 1 : 2. Osoita, ettd janat AD ja C'E ovat koh-
tisuorassa toisiaan vastaan.

B

Dt

C » A

Ratkaisu 1. Olkoon a kolmion kateetin pituus, jolloin
hypotenuusan pituus on av/2. Merkitdén lisiksi F:114
janalla BC' olevaa pistettd, joka muodostaa pisteiden
B ja E kanssa suorakulmaisen kolmion BFE (katso
seuraava kuva).

D¢ a2

c » A

Suorakulmaiset kolmiot ACB ja EF B ovat yhdenmuo-

toiset, joten
BE EF EF

BA AC a
Koska ZE = 1

F4 = 3, niin saadaan EF' = 5. Koska BD = g,
niin kolmion EBD pinta-ala on

s)

BD'EF7%'§7(L2

2 T2 12

Agpp = (1)
Suorakulmaisen tasakylkisen kolmion ABC' pinta-ala

on Aapc = %, joten nelikulmion AEDC pinta-ala on

a’> a®> 5a?
A =A —A =— - —=— 2

AEDC apc —Appp =5 — 5= 5 (2)
Suorakulmaisista kolmioista CEF ja ADC saadaan

Pythagoraan lauseen perusteella

=5+ (5) =%

ja

joten

V&

C’E—a3 ja \[

> 3)

Janat CE ja AD ovat yksinkertaisen (konveksin) neli-
kulmion AEDC' lavistéjit, joten nelikulmion pinta-ala
on

AD = 4V°

CE-AD -sing

2 )
missd  on lavistdjien vélinen kulma. Téstéd saaadaan
kaavoja (2) ja (3) kidyttden

Asagpc =

5a2

“‘[ f - sin ¢ 5a2-sin<p
12 2 12

joten sinp = 1. Nain ollen ¢ = 90°, siis janat AD ja
CFE ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Ratkaisu 2. Kéytetddn samoja merkintojé kuin ratkai-
sussa 1. Ratkalstaan tehtéva kayttamalla vektoreita ja

merkitdan CA =djaC
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B

Vektorit a ja b ovat yhté pitkédt ja niiden pistetulolle
pitee @ - b = 0, koska ne ovat kohtisuorassa toisiaan

vastaan. Koska BA = @ — b, niin
ﬁ:%ﬂ:l(a—é’),

joten vektoreiden yhteenlaskusaéntojen perusteella

@:@+ﬁ:5+%(a—é’) =

1 2
—a -+ =b. 4
3a+3 (4)

Koska C"ﬁ = %5, niin
b—ad. (5)

Vektoreiden C@ ja E pistetuloksi saadaan kaavoja
(4) ja (5) kiyttden

silld @ - b = 0. Koska vektorit @ ja b ovat yhta pitkat,
niin niiden pituuksien neliét |@|? ja |b|? ovat yhtd suu-
ret. Néin ollen

CE.AD = 1 (16 ~ 1) = 0.

3

Tasta seuraa, ettd vektorit C@ ja E (tdten myos ja-
nat CE ja AD) ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Ratkaisu 3. Kaytetddn téssékin ratkaisussa samo-
ja merkint6ja kuin ratkaisussa 1. Sijoitetaan kolmio
(z,y)-koordinaatistoon niin, ettd piste C' on origossa
(katso seuraava kuva). Merkitaén pisteitd niin, etta kir-
jaimen peréssa on suluissa pisteen koordinaatit, esimer-
kiksi C(0,0).

“y
¢ B(0,a)
E(§,%)
D(0,2)4
(0,0) A(a,0)

Pisteiden A(a,0) ja D(0, 5) kautta kulkevan suoran
kulmakerroin on

vl

kap =

o
|
S
[\
)
[N}

ja pisteiden C(0,0) ja E(%, %“) kautta kulkevan suoran
kulmakerroin on

2a 2a
Zo_g 2 3.9
hop = 3 =3 2%y
3 0 3 3a
Koska kulmakertoimien tulo kap -kcp = —1 -2 = —1,
niin pisteiden A(a,0) ja D(0, ) kautta kulkeva suora

a 2a

on kohtisuorassa pisteiden C(0,0) ja E(3, %) kautta
kulkevan suoran kanssa. Néin ollen janat CE ja AD
ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

5. Tarkastellaan funktioita

fol@) = —— ja

1—x

fn(x) = fO(fnfl(‘T))’
kun n on positiivinen kokonaisluku. Laske fa023(2023).

Ratkaisu. Funktion fy méédritelmé vaatii, ettd x # 1.
Kun n =1, niin

fi(@) = folfi-1(@)) = fo(fo(z) = ——— = ;

missd x # 0. Kun n = 2, niin
Fa(2) = folfor()) = fola(a) = — 5 = 7 ==

Kun n = 3, niin
f3(x) = fo(fs-1(2)) = fo(fa(2)) = fo(z).
Kun n =4, niin
fa(x) = fo(fa-1(z)) = fo(f3(x)) = fo(fo(z)) = fi().
Kun n = 5, niin
f5(x) = fo(fs-1(z)) = fo(fa()) = fo(fi(z)) = fa().

Huomataan, ettd funktion f,, arvot toistuvat kolmen
jaksoissa, toisin sanoen

fors(@) = fn()
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kaikilla ei-negatiivisilla kokonaisluvuilla n. Néin ollen

fa023(%) = forazy1(w) = fi(x),
joten

2023 —1 2022

f2023(2023) = £1(2023) 2023 2023

6. Merkintd |z] tarkoittaa lattiafunktiota reaaliluvus-
ta x, jonka arvo on suurin kokonaisluku, joka ei ole
suurempi kuin z, siis

|z] =max{n € Z |n < z}.
Esimerkiksi |2,5] =2, |—0,2] = —1 ja |10] = 10.
Tarkastellaan funktioita

f(z) =z +5,

olr) = =555,
h(z) = |z +3].

Maéarita funktioiden kuvaajien yhteiset pisteet.

Ratkaisu. Jos funktioiden kuvaajilla on yhteinen pis-
te, jonka ensimméinen koordinaatti on , niin f(x) =
g(z) = h(z). Ratkaistaan ensin yhtilo f(z) = g(x) eli

JT¥B= % (1)

Neli6imalld saadaan yht&lo

) 2 4p? 32 4
x+5—< x+8) _ A 32+ 6 @)

5 25

eli
25z + 125 = 422 — 322 + 64.

Termejé siirtelemélld ja yhdistamélla saadaan toisen
asteen yhtélo

422 — 57z — 61 = 0,

jonka ratkaisu on

_ —(=57) £ /(-H7)2 —4-4.(—61) 57+65
B 2-4 8
Yhtélon (2) ratkaisut ovat siis 3 = —1 ja x5 = 15,25.
Koska nelioimilla saatu yhtdlo (2) ei ole ekvivalentti
yhtdlon (1) kanssa, niin tarkistetaan ratkaisut: Koska

X

—2.(=1)+38
V-1t+5=2=—2+2T°
+ = :

niin zy = —1 on yhtélon (1) ratkaisu. Koska

—2.1525+8
V1525 5= 45 4 45— = 22018

5 )
niin x5 = 15,25 ei ole yhtalon (1) ratkaisu. Néin ollen
yhtélon (1) ainoa ratkaisu on x = —1.

Sijoittamalla = —1 funktion h lausekkeeseen saadaan
h(-=1)=[-1+3] =12] =2.

Koska my6s f(—1) = g¢g(—1) = 2, niin funktioiden
f, g ja h kuvaajilla on tdsmaélleen yksi yhteinen pis-
te (—1,2).

7. Olkoot a > 2, b ja c reaalilukuja. Tarkastellaan seu-
raavia kolmea vaittadmé&a.

(1) Yhtalollad ax? 4+ bz +c = 0 ei ole reaalisia ratkaisuja.

(2) Yhtélolld (a — 1)a? + (b— 1)z + (¢ — 1) = 0 on yksi
reaalinen ratkaisu.

(3) Yhtélolla (a —2)z% 4 (b—2)x + (¢ —2) = 0 on kaksi
reaalista ratkaisua.

(a) Jos viittamat (1) ja (2) ovat totta, niin onko myts
vaittdma (3) totta?

(b) Jos vaittamét (2) ja (3) ovat totta, niin onko myos
vaittama (1) totta?

Ratkaisu 1. Havaitaan, etta jokaisen kolmen véittdmén
yhtéléssd termin 22 kerroin on positiivinen ja erityises-
ti nollasta poikkeava, koska a > 2. Néin ollen kaikki
yhtélot ovat toisen asteen yhtéloité, jolloin ratkaisujen
maéadara riippuu diskriminantin suuruudesta: jos diskri-
minantti on positiivinen, niin ratkaisuja on kaksi, jos
diskriminantti on nolla, niin ratkaisuja on yksi, ja jos
diskriminantti on negatiivinen, niin yhtal6ll4 ei ole rat-
kaisuja.

Merkitddn A =a—1, B=b—1 ja C = ¢ — 1, jolloin
A > 1 ja viittdmét voidaan ilmaista diskriminantin
avulla seuraavasti:

(1) (B+1)% — 4(A+1)(C + 1) < 0,
(2) B? — 4AC =0,
(3) (B—1)% —4(A—1)(C — 1) > 0.

Ensimmaéinen ja kolmas vaittdmé voidaan uudelleen-
muotoilla

(1) (B* —4AC) + (2B —4A - 40) < 3,

(3) (B2 —4AC) — (2B — 44— 40C) > 3.

Jos vaittdmat (2) ja (3) patevét, niin

(B? —4AC) — (2B —4A —4C) = —2B +4A +4C > 3,

toisin sanoen 2B — 44 — 4C' < —3. Néin ollen 2B —
4A —4C < 3 ja viite (1) pétee. Vastaus kohtaan (b) on
siis kylla.

Jos vaittdmat (1) ja (2) patevét, niin

(B* —4AC) + (2B — 4A — 40) = 2B — 4A — 4C < 3.
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Nyt pitdd selvittad, ettd pateeko vaittdma (3) eli 2B —
4A — 4C < —3. Jos ehdot —3 < 2B — 4A — 4C < 3,
B?2—4AC = 0ja A > 1 voivat olla voimassa yhté aikaa,
niin silloin 2B —4A4 — 4C' < —3 ei pidde, mutta muuten
se pitee. Toisen véittaman perusteella B = +2v/AC,
joten pitda selvittdd, onko olemassa arvoja A > 1 ja
C >0, joilla

—%gi\/AC—A—C<Z. ()
Koska —v AC — A—C < —1, niin vain +v AC on mah-

dollinen. Kerrotaan epdyhtaloketju () talldin luvulla
—1, jolloin saadaan

—Z<A+C—\/AC§%
Koska
1 2 3 3
A+C—VAC=(VC-VA) +34> 7,

niin epayhtéloketju (x) ei voi toteutua vaadituilla A:n
ja C:m arvoilla. Néin ollen myos kohtaan (a) vastaus on
kylli.

Ratkaisu 2. Oletetaan, ettd yhtalolld A’x? 4+ B'z+C' =
0 on korkeintaan yksi reaalinen ratkaisu joillakin A" >
0, B’ ja C’. Tama on yhtapitavaa sen kanssa, ettd
A'x? + B'x + C' > 0 kaikilla reaaliluvuilla z, koska
x +— A'2? + B’z + C' on yloéspéin aukeava paraabeli.

Tarkastellaan sitten yhtaloa
(A +1)z*+ (B'+ 1)z + (C'+1) = 0. (1)
Koska nyt

(A + 12?4+ (B + Dz + (C'+1)
=(A2?+ Bz +C)+ @ +2+1)

>0+ (z+2 2+§>§
= 2 4= 4

niin yhtalolla (1) ei ole ratkaisuja. Kun valitaan A’ =
a—1, B =b-1jaC" = c— 1, niin edella esitetyn
perusteella vaittdméastd (2) yksin seuraa vaittdma (1).
Vastaus kohtaan (b) on néin ollen kyll.

Valitaan sitten A’ = a — 2, B’ = b— 2 ja C' =
¢ — 2. Jos vaittdma (3) ei nyt toteudu (eli yhtalolla
(a—2)2% + (b — 2)x + (¢ — 2) = 0 on korkeintaan yk-
si reaalinen ratkaisu), niin myoskdén vaittdméa (2) ei
voi toteutua, koska ylla esitetyn perusteella yhtélolla
(a—1)2%2+(b—1)x+ (c—1) = 0 ei olisi reaalisia ratkai-
suja. Néin ollen, josa véittdma (2) toteutuu, niin myos
viittdmén (3) on toteuduttava, joten vastaus kohtaan
(a) on kyll4.

8. Onko totta, ettd jos kolmion jokaisen kulman sini
on rationaalinen, niin myos jokaisen kulman kosini on
rationaalinen?

Ratkaisu. Merkitdéan tavalliseen tapaan kolmion kulmia
a, B ja v sekd naiden vastakkaisia sivuja a, b ja c. Ko-
sinilauseen mukaan

& =a® +b% — 2abcosn,

joten sinilauseen perusteella

a2+ b -2 1 a+b c c
cosy=——— ~ —_ (242 _Z.Z
v 2ab 2\b a a b
1 /sina  sin sin sin
_ Lo sinf_siny sing o
2 \sinf  sina sina sing

Jos kolmion jokaisen kulman sini on rationaalinen, niin
lauseke (1) on rationaalinen, joten cos+y on rationaali-
nen. Néin ollen, jos kolmion jokaisen kulman sini on
rationaalinen, niin my6s jokaisen kulman kosini on ra-
tionaalinen.

9. Osoita, ettéd jos 0 < a,b < 1, niin

(a4 b—ab)(a® +b*) > a +b.

Ratkaisu. Todistuksessa tarvitaan painotetun aritmeet-
tisen keskiarvon ja painotetun geometrisen keskiarvon
valistd epayhtdlod, jonka mukaan

W1x] + Woko + ... wWnpTy

> @ (Ewl .’L'WQ .. xl;l)n
w = 1 T2 )
kun luvut z1,29,...,2, ja painot wi,ws,...,w, ovat

ei-negatiivisia ja w = w1 +wa + - - - + wy, > 0. Epdyhta-
16ssd patee yhtalo tdsmaélleen silloin, kun kaikki luvut
x) painoilla wy > 0 ovat samoja. Sovelletaan epayhta-
164 luvuille 1 ja a painoilla b ja 1 — b, jolloin saadaan

a+b—ab=b-1+1-b)-a>1°-a'"b =4al"".
Kertomalla puolittain luvulla a® saadaan epéyhtild
(a4 b—ab)a® > a'~ba’ = a,

jossa péatee yhtélo vain, jos a = 1. Tehtdvinannon mu-
kaan a < 1, joten (a + b — ab)a® > a. Vaihtamalla a:n
ja b rooleja saadaan samanlaisella pédttelylld, ettd
(a +b—ab)b® > b. Niin ollen

(a+b—ab)(a®+b") = (a+b—ab)a’ + (a+b— ab)b®
> a+b. O

10. 5 x 5-ruudukko taytetddn satunnaisessa jarjestyk-
sessd kirjoittamalla jokaiseen ruutuun luku. Ruutuun
kirjoitettava luku maéraytyy sen mukaan, kuinka mo-
ni vieressd olevassa ruutu on jo taytetty. Vierekkain
olevia ruutuja ovat ne, joilla on yhteinen sivu. Esimer-
kiksi alla oleva ruudukko on tédytetty luvuilla seuraa-
vassa jarjestyksessd: ad, bb, ¢, db, eb, e4, e3, e2, a4,
a3, a2, al, bl, cl, d1, el, b4, c4, b3, b2, c2, d2, d3, d4,
c3.
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51011(1f1]1
4111212141
31121421
21113[2(3]2
1{1|1f1]1(2
a b c d e

Taytéd ruudukko kahdella muulla tavalla séaéantojé nou-
dattaen. Osoita, ettd ruudukkoon taytettyjen lukujen
summa on aina 40 riippumatta siitd, missa jarjestyk-
sessd ruudukko on sddntoja noudattaen téytetty.

Ratkaisu. Esitetddn téssd vain yksi toisenlainen tapa
tayttdd ruudukko sddntoja noudattaen:

510121022
412213101
313[(0]3([1]3
210(3]14(3]0
1{1{2(0]1]2

a b c d e

Ruudukon 25 ruutua on erotettu toisistaan 2-4-5 = 40
vhteiselld sivulla. Jokainen naistd 40 sivusta lasketaan
ruudukon lukuihin tdsmalleen kerran: silloin kun vie-
rekkédisten ruutujen toinen ruutu tiaytetddn. Néin ollen
ruudukkoon téytettyjen lukujen summa on aina 40.

Lahde: K6MalL
Kadnnos ja sovitus suomeksi: Mika Koskenoja
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