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Kertaus

Jatketaan téssd polynomien tarkastelua hieman eri
kontekstissa kuin aiemmissa kirjoituksissa [8, 9, 10, 11].
Jalleen suosittelen kirjaa [3] kaikille polynomeista kiin-
nostuneille. Témaén kirjoituksen laskut on helppo las-
kea SAGELLA [1].!

Helppoa polynomialgebraa

Kun lasketaan rationaalikertoimisilla polynomeilla,
niin pitkissé laskuissa helposti rationaalilukujen koko
kasvaa nopeasti; siis osoittajassa ja nimittéjéssé voi ol-
la hyvin suuria kokonaislukuja. Ei siis etukéteen tiede-
ta, kuinka monta bittid vastauksen ja vélitulosten esit-
tamiseen tarvitaan. Taméan takia tietokonetoteutuksen
pitda varautua siihen, ettd muistitilaa pitdd kasvattaa
laskun kuluessa. Olisikin paljon mukavampaa laskea si-
ten, ettd kertoimien koko ei kasvaisi. Korvataan siis ra-
tionaaliluvut &arelliselld joukolla seuraavasti.

Olkoon Zs = {0,1} ja méaéritellddn téassd joukossa
yhteen- ja kertolasku seuraavasti:
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Merkitédén f € Zs[x], jos

n

fZZCjiEj, CjGZQ.

j=0
Nyt voidaan esimerkiksi laskea

(z+1)* =zt +1,
(23 + 2+ 1) (2% +2?) = 2% + 2% 4 23 + 22

Jatédn harjoitustehtédvéksi sen pohtimisen, millé k:n ar-
voilla pitee (z + 1)k = 2% + 1.

Kaikki tavalliset polynomeihin liittyvat laskutoimituk-
set patevat, koska Z, on kunta. Tarkka maéritelma 1oy-
tyy Metsénkyldn ja Nédtdsen kirjasta [5], mutta kun-
nassa siis voidaan laskea yhteen, kertoa ja jakaa, ku-
ten rationaalilukujen tapauksessa on totuttu. Erityi-
sesti siis kirjoituksessa [8] esitelty jakolaskualgoritmi
toimii sellaisenaan myos renkaassa Zs|x]. Esimerkiksi
jos f =l + 28 +2* + 2 ja g = 2%+ 22 + 1, niin
jakolaskualgoritmi antaa

f=@ES+2a3+ g+t +28+ 22 + 2+ 1.

Toivoisin, ettd lukija laskisi tdmén jakokulman avulla
ja huomaisi, miten helppoa se on.

SAGEN avulla lasketaan seuraavasti.
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RO = PolynomialRing(GF(2), 'x");
x = R0.gen()

Ensimmaéiselld rivilld annetaan renkaan Zs[z] nimeksi
RO ja toisella rivilld kerrotaan, etté kirjain x on muut-
tujan nimi. GF(2) on kunnan Zy nimi.? Sitten voidaan
madritelld polynomit:

f=x"(11)4+x"64+x"4+x;
g=x"5+x"2+1

Nyt f voidaan jakaa tekijoihin komennolla f.factor(),
miké antaa

f=a(@+1)3" +25 +2° 2 +1).

Nolla on siis f:n yksinkertainen nollakohta, ja yksi on
kolminkertainen nollakohta. Tekijalld x74+25+23+2+1
ei ole nollakohtia ollenkaan.

Komennolla f.quo_rem(g) saadaan sitten osamééri ja
jakojéannos. Vastaus on lista, jonka ensimmaéinen alkio
on osaméara ja toinen on jakojadnnds.

Téasmélleen samoin voidaan laskea, jos on useampia
muuttujia:

h = (23 4 x120 + 22) (23 + x2)

= xi’ + m%x% + xlxg + mg @)
Skeptinen lukija kenties on samaa mielté siité, etté las-
kut helpottuvat, mutta hén voi epailld koko jutun hyo-
dyllisyytta ja/tai mielekkyyttd. On kuitenkin osoittau-
tunut, ettd polynomeja, joitten kertoimet ovat darelli-
sestd kunnasta, esiintyy monilla matematiikan aloilla.
Esimerkiksi:

(i) Asrellisii kuntia ja polynomeja kiiytetiin koodaus-
teoriassa [13].

(ii) Jos halutaan jakaa rationaalikertoiminen polynomi
tekijoihin, niin ensin suoritetaan tdmaé tekijoihinja-
ko &érellisessd kunnassa, koska se on helpompaa.
Taman avulla sitten 10ydetddn myos rationaaliset
tekijit [12].

Tassé kirjoituksessa katsotaan, miten polynomien avul-
la voidaan helposti analysoida monimutkaisia loogisia
lausekkeita. Ennen sitd pitdd kuitenkin katsoa, mité
eroa on polynomeilla ja funktioilla.

Polynomit ja funktiot

Olkoon sitten f € Zs[z]| jokin polynomi. Selvésti ndin
voidaan maéaritelld myos funktio f: Zo — Zs. Mutta
nyt on varsin selvdd, ettd polynomien ja funktioitten

vélilld ei ole bijektiota. Helposti 16ydetddn polynome-
ja, jotka eivit ole nollapolynomeja, mutta ne ovat nol-
lafunktioita, esimerkiksi f = z4a23+2*+27. Itse asias-
sa kun vahan pohtii asiaa, niin on vain 4 eri funktiota
Lo — Lo

fo(z) =0,  fi(z) =1,
fo(x) =2z, fi3(x)=x+1.

Huomaa, ettd ndma ovat tdsmélleen kaikki polynomit,
joitten aste on korkeintaan yksi.

(2)

Jos sitten annetaan jokin mielivaltainen polynomi f,
niin funktiona se vastaa jotain noista neljastéd funktios-
ta. Téssd tietenkin tarvitaan jakolaskualgoritmia. Ol-
koon g = x? + x; timi on yksinkertaisin polynomi, jo-
ka ei ole nollapolynomi, mutta on nollafunktio. Jaetaan
siis g:114, jolloin saadaan

f=aq9+rm,

missd r on jokin ensimméisen asteen polynomi, kos-
ka g on toisen asteen polynomi. Siis r = f; jollekin
0 < j < 3. Mutta koska g(z) = 0, niin

f(@) = q(2)g(x) + r(z) = r(z).

Funktiona f ja sen jakojddnnds r ovat samoja, vaikka
ne ovat eri polynomeja. Merkitdén téata jakojadnnostéa

NF(f).

Tama idea yleistyy sellaisenaan monen muuttujan ta-
paukseen. Olkoon = = (z1,...,,) ja olkoon edelleen
a=(ag,...,a,) € N" ja merkitdan

(0%

x =aft - ann

n -

Mielivaltainen f € Zsx1, ..
taa muodossa

., Tp] voidaan nyt kirjoit-

f= anxa, Ca € Zo.
«

Miten sitten loydettaisiin NF(f)? Huomaa, ettd funk-
tioina xf = x; kaikilla k¥ > 1, joten jokaisessa mono-
missa z% voidaan « korvata indeksivektorilla 5, missé

8 = {0’ =Y 3)

1, CYJZl

Siispd 8 € Z7%; huomaa, ettd erilaisia indeksivekto-
reita, ja vastaavia monomeja z”, on 2" kappaletta.
Téasté edelleen seuraa, etté kaikki mahdolliset funktiot
Zy — Zo ovat muotoa

f= Z csrP, s € Lo 4)

Bezy

Siisp# mahdollisia funktioita Z% — Z, on 22" kappalet-
ta, mikd antaa 4 kappaletta tapauksessa n = 1, kuten
jo ylla todettiin. Polynomeja, jotka ovat muotoa (4) on
tapana kutsua Zhegalkinin polynomeiksi [4].3

2 Adrellistd kuntaa (finite field) sanotaan myés Galois'n kunnaksi (Galois field).

3 Artikkeli [4] on kirjoitettu ven#jiksi, mutta siind oli ranskankielinen lyhennelmai, joten nimi kirjoitettiin ranskalaisittain Gégal-

kine.



Solmu 1/2024

Nyt vaikkapa polynomin (1) tapauksessa
NF(h) =T + T1T2 + X1T2 + To = T1 + xr9.

Kasin laskien on kétevé kdyttdd kaavaa (3), mutta tie-
tokoneella laskiessa on ndppéardmpéad edetd toisin. Ol-
koon g; = a:? + x; ja jaetaan vuorotellen jokaisen po-
lynomin g; suhteen:

f=qg +r,
1 = q292 + T2,

Tn—1 = qngn + Tn-

Nyt r, on Zhegalkinin polynomi ja voidaan kirjoittaa
rn, = NF(f). Esimerkiksi jos otetaan yht&loén (1) poly-
nomi, niin

h= (2} +a} + a3+ z1 + 1)gy + o1 + 23,
z1 + 75 = (22 + 1)ga + 21 + 72,

joten NF(h) = x1 + 2, kuten dsken jo nédhtiin.

Nyt voidaan sitten testata, milloin kaksi polynomia
ovat funktioina samoja: f ja g ovat funktioina samoja,
jos NF(f) = NF(g) tai ekvivalentisti, jos NF(f+g) = 0.
Zhegalkin péadtyi polynomeihinsa, kun hén tarkaste-
li loogisten lausekkeitten totuusarvoja. Katsotaan téata
seuraavaksi.

Logiikka 0

Lewis Carroll kuvaili logiikkaa seuraavasti [2]:

‘I know what you’re thinking about,” said Tweedle-
dum: ‘but it isn’t so, nohow.

‘Contrariwise,” continued Tweedledee, ‘if it was so,
it might be; and if it were so, it would be; but as it
isn’t, it ain’t. That’s logic.

Jatdn harjoitustehtévéksi sen pohtimisen, miten hyvin
Carroll on tuossa tavoittanut logiikan syvimmén ole-
muksen. Metsankyld ja Nadtianen [5] ovat ottaneet pe-
rinteisemman nakékulman logiikkaan. Kirjan luvussa
nolla on esitelty logiikan peruskésitteet, joten jos alem-
pana jokin termi tai merkinté ei ole ennestdén tuttu,
niin tuolta 16ytyy lisatietoa.

Merkitédn isoilla kirjaimilla joitain viitteitd, kuten X
on viite, ettd reaaliluku a > 1. TA&mén negaatio =X on
vaite a < 1. Tarkkaavainen lukija kenties huomaa, etta
tassa ollaan heti heikoilla jailld, koska voisihan ajatella,
ettd eradnlainen negaatio olisi vaite: a ei ole reaaliluku.
Viitteilla pitda tavallaan olla jokin konteksti, mutta té-
mé konteksti varmaankin on selvi esimerkeissé, ja joka
tapauksessa téata kontekstia ei puhtaan loogisesti edes
tarvita. Matematiikassahan voidaan maaritella tiettyja
asioita riippumatta niitten merkityksesta.

Kun esitetdéin jokin véite, niin se voi olla matematiikas-
sa joko tosi tai epdtosi. Todellisessa eliméssdhéin véiit-
teet ovat usein epdméadriisia ja/tai epéilyttavid, mutta
keskitytdan tdssd vain matemaattisiin véitteisiin.

Jos on siis annettu jokin véite X, joka voi olla tosi tai
epétosi, niin sehén on oikeasti jokin funktio, jonka ar-
vojoukko on Zs: funktion arvo on 0, jos X on epétosi, ja
1, jos se on tosi. Laitetaan siis véitettd X vastaamaan
muuttuja x, jolloin voidaan sanoa, ettd X méérittaa
funktion fs, joka oli yht&lossa (2).

Olkoon sitten E viite, joka on epétosi, ja T viite, joka
on tosi; talloin viitettd £ vastaa nollafunktio ja véitetta
T vastaa funktio, joka aina saa arvon yksi. Lopuksi vie-
14 negaatiota =X vastaa yhtdlon (2) funktio f3 = 1+=.
Voidaan siis kirjoittaa:

E +— 0,
T +— 1,
X — =z

-X <+ 1l+ux

Huomaa, ettd oikealla puolella on tdsmélleen yhtalossa
(2) annetut yhden muuttujan Zhegalkinin polynomit.

Logiikassa on kuitenkin tyypillisesti useampia véittei-
té. Jos on annettu viitteet X ja Y, niin liitetdén ndihin
vastaavat muuttujat x ja y. Kuten ylla todettiin, niin
on 22° = 16 eri kahden muuttujan Zhegalkinin polyno-
mia, joten miké tahansa kahden véitteen lauseke voi-
daan esittda naitten avulla. Koska yhden muuttujan ta-
paus on erikoistapaus kahden muuttujan tapauksesta,
niin jéljelle jaa vain 10 aidosti kahta viitettd kuvaavaa
funktiota.

Logiikassa on tapana kayttdd seuraavia merkint6ja
néille funktioille:

XVY +— zx+4+y+uzy,

XANY +— oy,
X =Y +— 1l+4+zx+ay, (5)
Y = X +— 1+4+y+ay,
X &Y +— 1l4+zx+y.

Kun otetaan vield néitten negaatiot, niin saadaan kaik-
ki 10 funktiota. TAma muuten selittda logiikassa kay-
tettdvien merkintojen lukumaéréin. Yhden véiitteen ta-
pauksessa on kétevia kiyttaa symbolia —, koska silloin
kaikki Zhegalkinin polynomeja vastaavat lausekkeet
voidaan esittdd lyhyesti. Kahden véitteen tapaukses-
sa lyhyet esitysmuodot Zhegalkinin polynomeille saa-
daan, kun otetaan kiyttoon liséksi V, A, = ja <. Puh-
taan loogisesti vihempikin symbolimaéra riittéisi, mut-
ta télloin lausekkeista tulisi paljon vaikeammin hahmo-
tettavia.

Nyt voidaan helposti laskea esimerkiksi, etta

=(XVY) «— l+z+y+ay=(1+2)(1+y)
+— "X AY.

(6)



Solmu 1/2024

Y14 esitellyt merkinnét on tapana lukea seuraavasti:

XVvY XtaiV,
XNY XijaY,
X =Y X :std seuraa VY,
X &Y X ja'Y ovat ekvivalentteja.
Sivupolku

René Thom eradssi kirjoituksessaan [7] analysoi muun
muassa logiikan soveltuvuutta luonnollisen kielen ana-
lyysiin, ja tekee siind mielestdni hauskan havainnon.
Thom antaa esimerkkeji tapauksista, joissa sanojen JA
ja TAI kidytto poikkeaa logiikan kédytannoista. Tarkas-
tellaan vaitetta:

Suomen lippu on sininen ja valkoinen.*

Luulisin, ettd kaikki pitavat vaitetta totena. Mutta lo-
gitkan mukaan talléin myo6s véite ”Suomen lippu on
sininen” on tosi. Kuitenkin jos joku esittdisi téllaisen
vaitteen, niin vastaus todennédkodisesti olisi: “ei se ole si-
ninen, sehén on sininen ja valkoinen”. Thomin ajatus
on, ettd lippu ajatellaan pintana ja sana JA ei viittaa
varsinaisesti logiikkaan, vaan siihen, etté siniset ja val-
koiset alueet ovat geometrisesti ldhekkéin.

Tavallaan téssé ollaan tilanteessa, joka on hyvin erilai-
nen kuin mité logiikassa normaalisti opetetaan. Yleen-
sihén ajatellaan, ettad JA tarkoittaa, ettd kaksi eri asiaa
on voimassa yhté aikaa. Lipun tapauksessa kuitenkin
vain jompikumpi asioista on voimassa: jokainen lipun
piste on joko sininen TAI valkoinen.

Joukko-opillisesti JA usein yhdistetddn leikkaukseen.
Lipun tapauksessa JA kuitenkin vastaa yhdistetté, kos-
ka Suomen lippu on yhdiste valkoisista ja sinisistd
alueista.

Jacques Prévertin runo Composition frangaise (ranska-
lainen ainekirjoitus) [6] alkaa néin:

Tout jeune, Napoléon était tres maigre et officier
d’artillerie.

Nuorena Napoleon oli hyvin laiha ja tykistoupseeri.

Tama taas on loogisesti (ja varmaankin mys historial-
lisesti) tdysin oikein, mutta kielellisesti véarin, koska
ei ole tapana yhdistdd adjektiivia ja substantiivia JA-
sanalla. Geometrisesti tdméan voisi ajatella niin, etta
adjektiivit ja substantiivit ovat kategorioina niin ”kau-
kana” toisistaan, etta niitten yhdistdminen télla tavalla
ei ole mielekésta.

Alkeislogiikka on siis varsin hyédyton tyokalu luonnol-
lisen kielen analyysiin.

Logiikka 1

Palataan sitten logiikan kaavoihin. Zhegalkin sai idean
polynomien kayttdmisestd logiikassa lukiessaan Whi-
teheadin ja Russellin kuuluisaa kirjaa Principia Mat-
hematica [14].> Ensimméisen osan sivuilla 98-126 on
kymmenié ellei peréti satoja alkeislogiikan aputulok-
sia. Tarkkaa lukumééaraa on hiukan hankala méaarittaa,
koska lauseet on numeroitu niin epéloogisesti. Kirjan
ensimméisessé osassa my0Os luvun 5 jélkeen seuraa lu-
ku 9. Jotenkin tuntuisi, ettd tdméankaltaiset kdytadnnot
eivat olisi hyvad mainosta logiikkaa késittelevélle teok-
selle. Joka tapauksessa kaikki nuo logiikan kaavat voi-
daan helposti todistaa polynomien avulla, kuten Zhe-
galkin huomasi.

Ennen kuin katsotaan tétd tarkemmin tarvitaan viela
vksi késite: tautologia. Olkoon F' jokin looginen lause-
ke, jossa esiintyy véitteita X ja Y. F' on siis jokin miele-
kés kombinaatio merkinnoisté, jotka ovat yht&lossa (5)
vasemmalla puolella. Olkoon f vastaava polynomi, jo-
ka saadaan kiyttamalla yhtdlon (5) oikeaa puolta; siis
f € Zs|z,y]. Nyt sanotaan, ettd F' on tautologia, jos

NF(f) = 1.

Tarkastellaan lauseketta
F=(-(XVY))& (-XA-Y).

Yhtasuuruusmerkki tulkitaan téssa niin, ettd I’ on yh-
tasuuruusmerkin oikealla puolella oleva merkkijono, jo-
ka voidaan muuttaa polynomiksi f kayttamaélla vastaa-
vuuksia (5). Nyt F on muotoa F = Fy < Fj, joten
f =14 fo+ fi- Mutta yhtalossa (6) laskettiin, etta
fo = f1, joten f = 1 mista seuraa, ettd F' on tautolo-
gia.

Logiikan tulokset hyvin usein muotoillaan niin, etta
sanotaan, ettd jokin lauseke on tautologia. Esimerkik-
si suurin osa (tai ehki kaikki) Principian sivuilla 98-
126 olevista tuloksista on tautologioita. Yleisesti ottaen
loogisia lausekkeita voidaan sieventdd, kun lasketaan
lauseketta vastaava Zhegalkinin polynomi. Olkoon

F=(XV({¥=-X)A((Yv=X) = (X =)
:FO/\FIZ(_X\/FQ)/\(F?):FLL).

4Vaikka Thom ei puhu Suomen lipusta, hidnen esimerkissdin tosiaan on sinivalkoinen lippu.

5Nimé ovat myds netissi:
https://archive.org/details/dli.ernet.247278 /page/n1l/mode/2up
https://archive.org/details/PrincipiaMathematicaVol2/mode/2up
https://archive.org/details/in.ernet.dli.2015.220247 /mode/2up
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Vastaavat polynomit ovat

fo=1+y+ (1+2)y,

f3 =1+ xy,

fa=1+1+z+(1+2)y,

fo=x+ fotzfo,

Ji=1+fs+ f3fa,

f=rlh

— 248 4+ 2% + 23y + 22 + 2By o+
Nyt laskemalla jakojddnnokset tai kdyttamalld kaavaa
(3) saadaan NF(f) = x4 y+zy. Voidaan siis sanoa, et-
td F' sieveni muotoon X VY, ja tdmé voidaan ilmaista
niin, etta
F s XVY

on tautologia.

Jos sitten on enemmaén véitteitd, niin otetaan kiyttoon
enemmaéan muuttujia. Esimerkiksi pitéisi osoittaa, ettéa
seuraava lauseke on tautologia [5, s. 3, kaava (3)], [14,
vol. 1, s. 118, lause 4-4 |:

F=(XAYVZ) & (XAY)V(XAZ)).

Tata vastaa polynomi f € Zs[x,y, 2]; kiyttamailla kaa-
voja (5) saadaan

f=1+a(y+z+yz)+oy+az+2iyz
=1+ zyz + 2%yz.

Koska x? + x on nollafunktio, niin NF(f) = 1, joten F
on tautologia.

Todistus etenee aina samalla tavalla:

(i) Olkoon annettu jokin logiikan kaava F, joka sisil-
tHd vaitteitd X1, ..., Xn.

(ii) Muodostetaan kaavaa F' vastaava polynomi f €
Zslx1,. .., 2z, kiyttden vastaavuuksia (5).

(iii) Lasketaan polynomia f vastaava Zhegalkinin poly-
nomi NF(f). Jos NF(f) = 1, niin F on tautologia.

Tulkitaan tdmé vield hiukan toisin. Y1l4 mainittu po-
lynomi f on myo6s funktio Z5 — Zo, ja sitd vastaava
Zhegalkinin polynomi NF(f) on kanoninen muoto télle
funktiolle. Huomaa, ettéd logiikan oppikirjoissa ei kéy-
tetd sanaa funktio, vaan totuusarvotaulu(kko).

Katsotaan vield erds esimerkki [14, vol. 1, s. 113, lause
3-47 . Pitéisi osoittaa, ettd seuraava lauseke on tau-
tologia. Whitehead ja Russell sanovat, ettd tdmé tulos
on peréisin Leibnizilta.

F=(A= X)A(B =Y)) =>
(AANB = X AY).

Jaetaan taas lauseke osiin:

F:F0:>F1,
Fo=(A = X)A(B = Y),
FF=AANB = XAY.

ja lasketaan vastaavat polynomit:

fo=04+a+azx)(1+b+by),
fi=1+ab+ abzxy,
=1+ fo+ fofi,
— 202222 + 2202y + a2b2ay? + a2bay+
ab’zy® + b’z + a’b*y + a’bay + ab®zy+
a®b? + a®bx + ab®y + abzy + a®b + ab® + ab + 1.

Laskemalla jakojadnnokset ndhdéaan, ettd NF(f) = 1,
joten F' on tautologia. Tama& esimerkki oli jo hiukan
tyolds kasin laskien, mutta SAGEN avulla hyvin help-

po:

R1 = PolynomialRing(GF(2), 'a, b, x,y');
a,b,x,y = Rl.gens();
f0=(1+a+a*x)*(1+b-+b*y);
fl=1+a*b+a*b*x*y; f=1-+f0+f0*f1;
g0=a"2+a; gl=b"2+b;

g2=x"2+x; g3=y"2+y;
gr=f.quo_rem(g0);r1=qr[1];
gr=rl.quo_rem(gl);r2=qr[1];
gr=r2.quo_rem(g2);r3=qr[1];
qr=r3.quo_rem(g3);r4=qr[1];

Polynomi r4 on NF(f), ja ylld olevat laskut antavat
NF(f) = 1.

Metsénkylan ja Nadtdsen kirjassa [5] on sivulla 3 lue-
teltu 12 tautologiaa. Lukija voi harjoitustehtévéina tar-
kistaa, ettd todistukset polynomien avulla ovat hyvin
helppoja.

1+1=2

Jos googlettaa hakusanoilla ”principia mathematica
14+1=2" niin saa yli 300000 osumaa. Tall4 viitataan
usein kuvassa 1 olevaan lauseeseen 54-43, jossa ei kui-
tenkaan vield varsinaisesti todisteta, ettd 1 + 1 = 2,
vaan vasta pohjustetaan tata.

#6443, F:ioBel.dianB=A.=.auBe2

Dem.
F.o#5426.DFa=tz. B=1"y.D:avBe2.=.a4y.
[%51-231] = tfanty=A.
[#1312] =.anfB=A (1)

Fo(1).%11111:85.D
Fr(ga,y).a=tw.B=1y.D:avfBe2.=.anB=A (2)
F.(2). %1154 . %521 .2 F . Prop

From this proposition it will follow, when arithmetical addition has been
defined, that 1 +1=2.

Kuva 1: Whiteheadin ja Russellin kuuluisa lause.
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Oleellisesti lause sanoo, ettd jos A = {p}, B = {q} ja
p # g, niin joukossa AU B = {p,q} on kaksi alkiota.®

Kyseinen lause on sivulla 362, ja koko kirjassa on yli 700
sivua, mutta Lauseeseen 110-643, jossa 141 = 2 sitten
lopulta todistetaan, padstddan kuitenkin vasta kirjasar-
jan toisessa osassa, sivulla 83. Tarkkaan ottaen merk-
kid + ei kdytetd, vaan jostain syystd on valittu muoto
1+, 1 = 2. Kirjoittajat huomauttavat lauseen todis-
tuksen jalkeen:

The above proposition is occasionally useful.

En tiedd, missd vaiheessa kertolasku mééritelldan, vai
paastdaanko edes niin pitkalle.
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