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Mita matematiikan kirjoissa on?

Padkirjoitus

PISA-tulosten julkistamisen jdlkeen on kaikilla ollut
mielipiteité siitd, miten matematiikkaa pitéisi opettaa,
mutta jopa siitd, miten tdarkedd matematiikka oikeas-
taan on. Téssa lehdessa en koe tarpeelliseksi argumen-
toida sen puolesta, ettd matematiikka todellakin on
tarkedd. Itse en myoskadn usko, ettd on yhté oikeaa to-
tuutta tai helppoja ratkaisuja siithen, mita ja miten pi-
taisi opettaa. Téastd huolimatta haluan kirjoittaa muu-
taman sanan alakoulun matematiikasta.

Olen kuullut hyvin ristiriitaisia kommentteja siitd, mi-
té alakoulussa tehdédn. Toinen dérilaita on viite siité,
ettd tehtédvit ovat vain tylsid rutiinitehtavié, jotka ei-
vat kehitd ajattelua tai joustavuutta, ja joiden kanssa
on todella hankala saada ketddn kiinnostumaan ma-
tematiikasta. Toinen &déarilaita taas on vaite siitd, ettéa
tehtévat ovat niin avoimia, ettd edes aikuinen ei tajua,
mité pitdisi tehda.

Olen viime vuosina tuijotellut lasteni matikan kirjo-
ja. En kommentoi sitd, mitd luokassa tapahtuu, vaan
ainoastaan kirjojen sisiltoja, silld vaikka tietdisin mi-
td lasteni luokissa tapahtuu, ei se tieto yleisty muual-
le. Kirjojen sisdllot sen sijaan ovat samat kaikissa kou-
luissa, joissa naité kirjoja kdytetdédn, jolloin tarkastelen
mielellani niitd. Kirjat edustavat kahta eri kirjasarjaa.
Kirjoista 16ytyy sekd niitd tylsid rutiinitehtévia, etta
niita tehtavid, joissa joutuu miettimédn, mita pitaisi
tehdéd. Minusta tdma ei ole ongelma, silla tasapaino on
vaikuttanut fiksulta. Lisdksi nékisin, ettd kumpaakin
tehtavatyyppia tarvitaan. On tietysti makuasia, miten
paljon kummankinlaisia tehtavia pitéisi olla. Péattely-
tehtévia ja ongelmatehtdvid on hankala ratkaista, jos

peruslaskutoimitukset eivit suju ja laskurutiinia ei ole
lainkaan. Toisaalta pelkilla rutiinitehtévilla tylsistyy,
eikd myoskadn opi soveltamaan taitoja.

Muutama vuosi sitten kuuntelin esitelméa, jossa ruo-
dittiin sitd, miten tietynlaiset arviointitehtdvéit puut-
tuvat tdysin: tehtavit on tosi usein rakennettu niin, et-
td vain yksi vastaus on oikein. Pointti téssd oli siis se,
etta kirjasta voisi 16ytya esimerkiksi tehtéva, joka oli-
si vaikka jotain téllaista: Omenapiirakkaan tarvitaan 3
isoa omenaa. Yksi iso omena on yhtd iso kuin 2 pientd
omenaa. Miten monta pientd omenaa tarvitaan ome-
naptirakkaan? Sen sijaan tallaista tehtavda ei 16ytyi-
si: Omenapiirakkaan tarvitaan 8 isoa omenaa. Yksi iso
omena on yhtd iso kuin 2 pientd omenaa. Anna halu-
aa tehdda omenapiirakan ja lisdksi ostaa jonkin verran
omenoita kotiin syotavaksi. Anna esimerkki siitd, mi-
ten monta pientd omenaa Anna voisi ostaa kaupasta.

Ymmarran kritiikin liilan vaikeista tai avoimista tehta-
visté silloin, jos ihmisell4 ei ole minkédanlaista kokemus-
ta paattelytehtavista tai ongelmatehtavien ratkaisusta.
Jos aina on sovellettu matematiikkaa vain tuttuihin ja
turvallisiin tilanteisiin, niin jopa alaluokkien tehtévét
voivat yllattad. Alaluokkien tehtéavissd nékisin itse, et-
td oleellista on uskaltaa kokeilla ja testata sitd, mika
toimii. Jotkut tehtdvit ovat myos sellaisia, jotka voisi-
vat olla rutiinitehtdvid jossain muualla, mutta alaluo-
killa ne ovat ongelmatehtivia. Téllaisia ovat minusta
esimerkiksi alakouluun sopiviksi tehdyt yhtaléryhmét.
Naiissd minusta jujuna on se, ettd pitdd ndhda se koh-
ta, josta lahtemalld tehtava ratkeaa paljon helpommin
kuin muualta ldhtemalla. Jos yhtaloryhmé on vaikkapa
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tallainen: taa, ettd olen l6ytdnyt kaikki yhtdlon toteuttavat lu-
*+A+0O=6 vut? Onko télla vélid tehtdvinannon kannalta?
A+A+O=T7

* + *x + * =3,

niin jarkevintéd on ldhted liikkeelle viimeisesté yhtélos-
td, eikd jostain muualta. Minusta on hyodyllistd oppia
tarkastelemaan tehtévia niin, ettd etsii helppoja aloi-
tuskohtia, eiké vain etene ylhaélta alas, vaikka mité tu-
lisi vastaan. Tadma luultavasti kehittdéd vahitellen kou-
lulaisten joustavuutta.

Osa tehtévistéd taas on sellaisia, joissa téllaista helppoa
aloituskohtaa ei ole. T4ll6in testaaminen, mahdollises-
ti jotkut vaihtoehdot poissulkien, on hyvéi strategia.
Testaamiseen oma suhtautumiseni on hiukan ristirii-
tainen: toisaalta se on joskus erinomainen tyokalu. On
kuitenkin huolestuttavaa, jos esimerkiksi lukiolainen ei
osaa ratkaista yksinkertaista yhtdal6d muuten kuin tes-
taamalla. Oleellista on ndhdé, milloin testaaminen on
hyvé tyokalu tai hahmottaa se, ettd usein se on hyva
ensimmaéinen askel. Jos tehtdva vaikuttaa hankalalta,
niin on fiksua testata, mitd tapahtuu pienilla luvuilla.
Samaan aikaan tdytyy kuitenkin ymmaértad, ettd tes-
taaminen vailla systemaattisuutta ja logiikkaa harvoin
antaa varmuuden siitd, ettéd kaikki ratkaisut on l6ydet-
ty. Tata pohdintaa soisin olevan paljon enemmaénkin:
jos loydéan yhtalon toteuttavat luvut, niin voinko luot-

Asken katsellessani toisen luokan kirjaa, 16ysin siel-
td my6s johdattelua kombinaatioihin. Eri asioita piti
vhdistdd eri tavoin ja listata kaikki vaihtoehdot. Pi-
tadd myontaa, ettd itsedni luultavasti olisi koululaisena
jossain vaiheessa alkanut puuduttaa vaihtoehtojen lis-
taaminen. Toisaalta tdmé on hyvin konkreettinen tapa
johdatella kombinaatioihin ja mahdollisesti huomata it-
se sddntd kombinaatioiden lukuméérissa.

Ehka oma johtopéditdkseni onkin se, ettéd kirjoissa on
yllattavan paljon erilaisia ja monipuolisia tehtavia.
T&ysin toinen asia on tietysti se, ehtivitko kaikki kou-
lulaiset tekemédén kaikki mielenkiintoisimmatkin tehté-
véit, samoin se, miten naihin tehtéviin johdatellaan, tai
autetaanko koululaisia ndkeméaédn sddnnénmukaisuuk-
sia. Ne sdannonmukaisuudet eivat nimittain valttaméat-
ta loydy samoista kirjoista. Peruskoulun opetussuun-
nitelma 1. ja 2. luokalle sanoo néin: ”Oppilaille tar-
jotaan mahdollisuuksia 10ytda yhtéldisyyksid, eroja ja
sdannonmukaisuuksia.” Tadma on minusta hyva tavoi-
te. Menisin kuitenkin itse vield hiukan kunnianhimoi-
sempaan suuntaan, enka ainoastaan tarjoaisi mahdolli-
suuksia 16ytaé néité, vaan toivoisin, ettéd tarpeen tullen
néihin myos johdateltaisiin.

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
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Neuroverkot ja koneoppiminen

Joonas von Lerber
Otaniemen lukio

Johdanto

Tekodly mullistaa maailmaa monilla eri tavoilla. Teko-
dlya voi pyytdd kirjoittamaan romaaneja, koodia, ru-
noja tai luomaan maalauksia. Lihes lukematon méara
erilaisia malleja on luotu eri tehtévia varten. Neurover-
kot ovat yksi varhaisimmista tekodlyn malleista, joilla
voidaan ratkaista hankalia regressio- ja luokitteluon-
gelmia. Neuroverkot koostuvat pienemmisté tekoneu-
roneista, jotka ovat yksinkertaisia malleja biologisista
hermosoluista.

Tekoneuronit ja perseptronit (Percept-
ron)

Tekoneuroni on neuroverkon pienin osanen, sen yksin-
kertaisin solu. Tekoneuroni on algoritmi, joka pyrkii ar-
vioimaan biologisen neuronin kayttaytymista. Persept-
roni on tietynlainen tekoneuroni, joka pystyy luokitte-
lemaan datan kahteen eri kategoriaan, eli se on bindé-
rinen luokittelija. Naméa kategoriat voivat olla vaikka
ristit ja nollat tai 1 ja 0, tai vaikka hymynaama ja su-
runaama [9].

Perseptronimallia voidaan kayttdd luokitteluun, jos
hermoverkon data eli sen késittelema tieto on lineaari-
sesti separoituvaa eli kategorioiden raja voidaan kuvail-
la suorana. Jos ehto ei tayty, perseptroni ei voi oppia
dataa kunnollisesti [9].

Tekoneuronin idean alkuperd on biologisessa hermoso-
lussa ja sen kéyttdytymisessé, joskin myohempi tutki-
mus [5] on osoittanut hermosolujen olevan huomatta-
vasti monimutkaisempia kuin tekoneuronit.

Tekoneuroni-algoritmi ottaa sydtteend yhden data-
alkion, laskee sen painotetun summan ja syottda
sen aktivointifunktioon (perseptronin tilanteessa askel-
funktioon). Perseptronilla askelfunktion ulostulo on sit-
ten klassifikaatio kahden eri luokan vélilla. Kaava 1
on kaksiulotteiselle perseptronille, joka ottaa syottee-
ni pisteen (r1,22) ja antaa ulos luokan

H(wixy + waxe +b) =0 tai 1,

H(z) = 1, jos x > 0, (1)
N 0, jos z < 0.

Tama lauseke voidaan yleistad n-ulotteiseen perseptro-
niin

Hb+ Y wx;). (2)
i=1
Yleisen tekoneuronin kaava saadaan muuntamalla kaa-

van 2 askelfunktio H yleiseksi aktivointifunktioksi
p:R—=R,

® (b + Z wizi) . (3)

siséllysluetteloon
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binary step function

Kuva 1: Perseptronin rakenne, lihde: [1].

Huomaamme, ettd voimme esittda pisteen ja persept-
ronin parametrit vektoreina, ja voimme tehda siita las-
kennallisesti helpomman hyodyntdamallé vektorien pis-
tetuloa

b 1

n w1y 1
=1

W, T

Taten saamme n-ulotteisen perseptronin yleisen kaa-
van

Hw-x+10b), x,weR" (4)

Voimme siis jirjestdd perseptronin parametrit vekto-
riin, jonka avulla saamme vastauksen kayttamélla pis-
tetuloa.

Geometrisesti perseptronin voidaan ajatella piirtdvéan
rajaviivan. Rajaviivan alapuoliset pisteet ovat ensim-
maéistd luokkaa ja yldpuoliset pisteet toista luokkaa.
Huomaamme, ettd perseptroni on lineaarinen avaamal-
la sen kaksiulotteista kaavaa

w1z + waxe +b=0.

Kuten huomaamme, yhtalé on sama kuin kaksiulottei-
sella viivalla suhteessa muuttujiin z1, 2. Sama geomet-
rinen intuitio patee my6s korkeampiin ulottuvuuksiin.
Yksi n-ulotteisen perseptronin raja on n-ulotteinen hy-
pertaso.

Perseptronin toimintaa voi ymmartad tarkastelemalla
muutamaa esimerkkia.

Kuvassa 2 ndemme datajoukon, jolla on kaksi eri ka-
tegoriaa, valkoiset ja mustat. Huomaamme, ettd data-
joukko on lineaarisesti separoituva, koska voimme piir-
tdd viivaimella suoran erottamaan luokat toisistaan.

Mutta hipsuliveisulat sentéédn! Taéméahin on juuri per-
septronin kayttotarkoitus. Jos sdédddmme perseptronin,
jolla kyseiset parametrit ovat w; =4, we = 3, b = -2,
voimme erottaa pisteet toisistaan. Asettamalla mustien

pisteiden ulostuloksi 0 ja valkoisten pisteiden ulostulok-
si 1 voimme sijoittaa kaavaan 1 pisteitd. Esimerkiksi
sijoittamalla pisteen (2,1) saamme ulostuloksi:

H(4-2+43-1-2)=H(@8+3-2)=H(9) =1.

Taman voimme tarkistaa katsomalla kuvaa, ja huo-
maamme, ettd perseptroni osasi kertoa oikean luokan.
Kokeillaanpa seuraavaksi joukkomme ulkopuolista pis-
tettd (—2,3):

H(4-(-2)+3-3-2)=H(-8+9—2)=H(—1) =0.

o o ©
° % o ©
o
o o
o
3 le} e}
° o
o
° r © © o
[ * > n o
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° [}
* ® (e}
.
1 o o)
o
° o
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. [ ' o
-4 -3 -2 -1 0 1 5 2 3 a4
°
° °
L] L] * o)
Y o]
° Q
3
° o o
L ] -2
o
[ °
(o]
® -3
o
. L) L] ° .
-4

Kuva 2: Erds lineaarisesti separoituva datajoukko A
koordinaatistossa.

Kuva 3: Datajoukon A rajaviiva piirrettynd.
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Tastd ndemme perseptronin kyvyn luokitella eri pis-
teitd eri luokkiin. Yhdistdmalld useita luokittelijoita
voimme piirtdd useita eri viivoja ja muodostaa mie-
livaltaisen méaéran luokkia.

Perseptronin opettaminen

Seuraavaksi voimme kysyé, miten saamme sopivat luo-
kittelun parametrit perseptronille?

Kéaytdmme tdhdn perseptronin opetuskaavaa [9)]
yj = H(w(t) - x;), )
w(t+1)=w(t)+r-(dj —y,)-xj,

missa

w(t) on painovektori ajankohdassa t,

x; on datajoukon alkio j,

d; on odotettu ulostulo datajoukon alkiolle j,

y; on laskettu ulostulo datajoukon alkiolle j,

r on askelkoko.
Kaavassa laskemme ensimmaiseksi, mikd on kyseisen
pisteen luokka, ja jos se on véérin, parametreja muu-
tetaan askelkoon suuruisesti. Askelkoko on meidén it-

se médrittelemdmme hyperparametri, joka on yleenséa
valilld ]0, 1]. Askelkoko voi olla my6s suurempi kuin 1.

Huomaamme vakiotermin b kadonneen, mutta todelli-
suudessa se on kiinnitettynd parametrivektorin indek-
siin 0. Olen samalla kiinnittdnyt datapisteen indeksiin
0 numeron 1, jotta se ei vaikuta vakiotermiin, silla

b 1
wq T1
wq Z1
= | : +b.
w x
wn xn n n

Kaavan 5 voi rakentaa vastavirta-algoritmin avulla, jo-
ta késittelen hieman luvussa Neuroverkkojen opettami-
nen.

Neuroverkot

Kuten mainitsin artikkelin alkupuolella, tekoneuronien
voidaan ajatella olevan neuroverkkojen rakennuspali-
koita. Neuroverkoissa kédytetddn aktivointifunktioina
"pehmeitd” funktioita, kuten Sigmoid-perheen- tai li-
neaarisen suoristimen mukaisia funktioita. Yksinkertai-
sin variaatio téllaisesta funktiosta on nimeltdan ReLLU
(Rectified Linear Unit), joka maaritelldan ReLU(z) =
max{0, z} [16].

Neuroverkot rakentuvat siis monista tekoneuroneista,
jotka voivat olla jarjestettyind riveihin tai olla jarjes-
teleméttoméssé asetelmassa. Eteenpdin syotettdvissa
neuroverkoissa neuronit ovat jarjestyneet riveihin, jois-
sa yhteydet kulkevat rivien vélissd, mutta eivit rivien
sisalla. Jokainen neuroni edelliselta riviltd on yhdistet-
ty jokaiseen neuroniin seuraavalla rivilld. Kuvassa 4
havainnollistetaan yksinkertaista eteenpédin kytkettya
neuroverkkoa. On my6s olemassa neuroverkkomalleja,
joissa neuronit eivit ole riveissd, vaan ne voivat olla
erilaisissa jarjestyksissa. Esimerkki téllaisesta on Hop-
fieldin verkko [10].

Neuroverkon ensimmaisté kerrosta kutsutaan syotteek-
si, seuraavaksi on yksi tai enemmén piilokerroksia, ja
viimeinen kerros on nimeltdan ulostulo. Kuvassa 4 syot-
t6 on vériltddn vaaleampi, piilokerrokset tummempia ja
ulostulo taas vaaleampi.

Kuva 4: Yksinkertainen eteenpdin syéttivd neuroverkko.
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Neuroverkot ovat erityisen hyvia regressio- ja luokitte-
luongelmissa, mutta niiden teoreettinen hyoty tulee nii-
den kyvysté toimia yleisend funktion approksimoijana.
Kaikki laskettavissa olevat funktiot voidaan approksi-
moida neuroverkolla [11]. Taméa kattaa esimerkiksi oi-
kean biologisen neuronin toiminnan arvioinnin, kuvien
luokittelun, talouden arvioinnin ja muut vastaavat so-
vellukset. Tadm&a mahdollistaa neuroverkkojen kéyton
moneen eri sovellukseen [6]. Neuroverkon ominaisuu-
desta approksimoida jokaista funktiota f: R®™ — R™
kerrotaan tarkemmin esitelméssa [12].

Eteenpéin syottavia neuroverkkoja kaytetédan yleisesti.
Monet modernit tekoélyt, kuten ChatGPT, perustuvat
GPT-4-malliin, jossa eteenpéin syottévd neuroverkko
on yksi osa monien muiden joukossa [17]. Eteenp&in
syottavia neuroverkkoja kaytetddn monissa muissa te-
kodlymalleissa, ja ne ovat yksi yksinkertaisimmista ja
parhaiten tutkituista malleista.

Puhun paljon arvoista, ulostuloista, painoista ja vakio-
termeisté. Arvo tarkoittaa tekoneuronin arvoa ennen
sen syOttamista aktivointifunktioon, kuten sigmoidiin,
ReLUun tai askelfunktioon. Sitd merkitdan téssd sym-
bolilla . Ulostulo on aktivointifunktion l&pi syotetty
arvo ja sen symboli on o. Paino on kahden tekoneu-
ronin valisen yhteyden eli synapsin kerroin, joka ker-
too yhteyden voimakkuudesta. Vakiotermi, englanniksi
bias, on tekoneuronin ominainen parametri, joka ker-
too, kuinka aktiivinen tekoneuroni on. Painon symboli
on w ja vakiotermin b. Painoa edellisen kerroksen ulos-
tulon 7 ja seuraavan kerroksen arvon j valilld merkitédan
Wi j-

Neuroverkko koostuu kerroksista. Jokainen kerros sisél-
tad rivin tekoneuroneita, joista jokainen liittyy jokai-
seen seuraavan kerroksen tekoneuroniin kuvan 4 mukai-
sesti. Jokaisella neuronilla on omat painot ja vakioter-
mit. Seuraavan kerroksen arvot lasketaan kayttéden te-
koneuronin kaavaa 3. Yliindeksit viittaavat kerroksen
indeksiin eli monesko kerros neuroverkossa on kysees-
sd. Alaindeksit taas viittaavat tekoneuronin indeksiin,
eli monesko neuroni kyseisessé kerroksessa on kyseessa:

L L L _ , L+1

by + > _wijol =it
=1 (6)

L+1\ _ L+1

x7 ) = 0; ",

missa

j,1 on neuronin indeksi,

L on kerroksen indeksi,

Z on neuronin arvo,

o on neuronin ulostulo,

w on kyseisen synapsin paino,

b on kyseisen neuronin vakiotermi,

©(z) on aktivointifunktio.

Siirrymme siis kerroksesta toiseen tietéden edellisen ker-
roksen ulostulon, painot ja vakiotermit. Algoritmi jat-
kuu, kunnes olemme saavuttaneet viimeisen kerroksen
eli neuroverkon ulostulon.

Kaava 6 on vektorimuodossaan

Z?:1 wiL,loiL bt _fo_
: + =1 |
Z?—l wl'L:mOz b#_ _m#—‘rl_
x{le '01L+1‘
¥ : = :
gL+l _OanH_

Yhden neuronin tapauksessa voimme jirjestdé sen pai-
not vektoriin ja laskea neuronin arvon pistetulona data-
pisteen kanssa. Monen neuronin systeemissi toimimme
samoin, joskin painot jarjestetddn matriisiin:

L L L L+1
Wiy Wi n % by Ty
R
L L L L L+1
wm,l wmm On b Tm

Huomaamme téssé esitetyn kaavan olevan saman kuin
aikaisemmin esitetty summaa kayttava kaava ja voim-
me kirjoittaa sen ytimekkadmmin

wWhol 4+ bl = xI+1 (7)

XL+1) _ 0L+1, (8)

o(
W e R™" o0ec R”, b,xeR™.

Kuten huomaamme, mystiset ja ihmeelliset tekodlyt
ovat oikeasti vain kasa matriiseja ja vektoreita ryydi-
tettynd epélineaarisilla aktivointifunktioilla.

Tiivistyksend: Eteenpdin syottdva neuroverkko muo-
dostuu riveistd tekoneuroneita, joista jokainen edelli-
sen kerroksen neuroneista on kytkoksisséd kaikkiin seu-
raavan kerroksen neuroneihin. Jokaisella yhteydelld on
paino, jotka voidaan esittdd painomatriisina. Tekoneu-
roneilla on myo6s vakiotermi. Voimme syottda neuro-
verkolle dataa, ja neuroverkko syottda dataa eteenpéin
kerrosten vélilla kdyttden annettuja kaavoja antaen lo-
pulta ulos haluamamme vastauksen.

Esimerkin avulla voimme saada paremman ymmarryk-
sen eteenpiin syoGttdvien neuroverkkojen toiminnasta.
Neuroverkkomme voisi olla vaikka tdméan muotoinen:

siséllysluetteloon
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Neuroverkkomme koostuu siis sisééntulosta, yhdesta
piilotetusta kerroksesta ja ulostulosta. Kerrosten vé-
lilld on painomatriisi ja vakiotermivektori. Piilotetun
kerroksen ja ulostulon aktivointifunktiona toimii yksi
sigmoidfunktioista nimeltddn logistinen funktio, joka
maédritelldan 1

Cl4e ]

Sen muoto koordinaatistossa muistuttaa S-kirjainta. Se
rajoittaa neuroverkkomme ulostulot vélille ]0, 1].

o(x)

Sy6tdmme sisddn vektorin [éﬂ . Ensimmaéisen kerrok-
sen arvot:
-12 -1.1 1.4
. 1.9 . —-0.6 1.0 ) 0.1
o = {0.4} , W =108 —=05|,b =1]-05
0.3 1.1 —-0.3
04 0.5 —0.5

Piilotetun kerroksen arvot x2? lasketaan edellisen ker-
roksen painomatriisin matriisitulosta ulostulojen kans-
sa kéyttéden kaavaa 7:

—1.2 —1.1 1.4
—0.6 1.0 |, 0.1
x?=108 —05 {0'4]+ -0.5
0.3 1.1 ' —0.3

| 04 05 —0.5
[—1.88 1.4 —0.48
—0.32 0.1 —0.22
=107 | +|-05| = | 0.26
0.80 —0.3 0.5

| 0.68 —0.5 1.18

Namaé ovat siis seuraavan kerroksen arvot. Kayttamalla
kaavaa 8 ja sijoittamalla funktion ¢ paikalle o:

—0.48 0.38
—0.22 0.45
o’=c| 026 | =~ |0.56
0.5 0.62
1.18 0.76

Voimme tdmédn nyt syottdd seuraavaan kerrokseen
kayttamalla kaavaa 7:

W?=[-03 08 -14 -14 15], b*>=[-0.3],

jolloin
0.38
0.45
x*=[-03 08 -14 -14 15]|0.56| +[-0.3]
0.62
0.76

—0.04 - 0.3 = —-0.34.

Pyo6ritdmme tdmén vield sigmoidin kautta ja saamme
neuroverkon ulostuloksi

0 = 0(—0.34) ~ 0.41.

Tamaé ulostulo ei kerro mitddn jarkevaa ja on ldhes sa-
tunnainen, silld neuroverkkoa ei oltu opetettu suoritta-
maan mitddn tehtdvia, vaan painomatriisit ja vakioar-
vot luotiin satunnaislukugeneraattorilla.

Neuroverkot luokittelijoina

Eteenpéin syottdvid neuroverkkoja kaytetdan luokit-
teluun perustuvissa ongelmissa kuten objektien tun-
nistaminen kuvista tai videosta. Yksi tunnetuimmis-
ta koneoppimisen ongelmista oli saada kone tunnista-
maan kokoa 28 x 28 olevista kuvista késin piirrettyja
numeroita kiayttden MNIST-datajoukkoa. Téta ongel-
maa ja datajoukkoa on jopa kutsuttu koneoppimisen
"Hello World!” -ongelmaksi. Nykytekniikoita kayttden
eteenpéin syottava neuroverkko pystyy luokittelemaan
10 000 uudesta kuvasta noin 99,65 %, ja konvolutionaa-
lisella neuroverkolla on saatu jopa 99,77 % oikein [18].
Nykyadn monia uusia malleja ja tekniikoita kokeillaan
ja mitataan talla datajoukolla.

Neuroverkon ulostulo luokitteluongelmissa on yleensa
One-Hot -muodossa, jossa luokat on jérjestelty vekto-
riin. Neuroverkolle annetaan jokin alkio datajoukosta
ja neuroverkon tulee antaa ulostulona vektoriin nollia,
mutta toivotun luokan kohdalla tulisi olla arvo 1. Ku-
vassa 5 on esimerkki One-Hot -muodosta véreilla.

Kuvien tunnistamisessa kiytetddn usein paremmin so-
veltuvia konvolutionaalisia neuroverkkoja, joissa yhdis-
telméa konvoluutio-operaatioita ja eteenpédin syottavia
neuroverkkoja kykenevat tunnistamaan ympyramaisia
muotoja, suoria viivoja ja monia muita kuvien muodol-
lisia ominaisuuksia [7].
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id color id color_red color_blue color_green
1 red 1 1 [¢] <]
2 blue One Hot Encoding > 2 o 1 o
3 green 3 o] 1
4 blue 4 0 1 <]

Kuva 5: One-Hot -koodaus vireilld, lGhde: [2].

Neuroverkot regressio-ongelmissa

Eteenpdéin syottaviat neuroverkot soveltuvat regressio-
ongelmiin mainiosti ja niitd sovelletaan monilla eri
aloilla arvioimaan tuotteiden hintoja, taloutta tai vaik-
ka biologisia neuroneita. Neuroverkkojen etu perintei-
seen lineaariseen regressioon on neuroverkon kyky ap-
proksimoida epélineaarista funktiota saaden tarkem-
man arvion suureesta [6].

Neuroverkkojen opettaminen

Koneoppiminen on laaja késite, joka kasittelee eri mal-
leja ja tapoja, joilla tietokoneet voivat “oppia”. Neuro-
verkot oppivat tietyn datajoukon kayttamalla gradient-
timenetelméd, joka on optimointimenetelmé kéyttien
gradienttioperaattorin ominaisuutta minimoimaan hé-
viofunktiota.

Gradienttimenelméa Gradient

Decent)

(Stochastic

Gradienttimenetelmé [4] on optimointialgoritmi, joka
voi 16ytdd funktion minimin kéyttden funktion gra-
dienttia. Gradientti on pinnalle piirretyn tangenttita-
son jyrkin muutossuunta. Kuvittele olevasi laskeutu-
massa vuorta alas ja tehtévasi on paisté laakson mata-
limpaan kohtaan. Tehtévadn on monia ratkaisuja, mut-
ta yksi yksinkertaisimmista tavoista on ensin 16ytaa
jyrkin suunta alaspéin ja ottaa askel tdhén suuntaan.
Téta jatketaan, kunnes jyrkin suunta alaspéin on vaa-
katasossa. Tama algoritmi varmistaa, ettd 16ydét aina
jonkinlaisen laakson. Algoritmi voidaan esittdd ma-
temaattisesti nain:

toista X411 = X, — aV f(xy), ©
R 9
kunnes ||V f(x5) — 0] <4,

missd 6 > 0. Algoritmi py6rii N kertaa. Algoritmin lo-
pussa x on funktion lokaali minimi tarkkuudella § eli

Je > 0 siten, ettd ||x — xy|| <e = f(xn) < f(x).

Edelld a on hyperparametri, joka kuvaa askeleen suu-
ruutta. Se kuvailee, kuinka suuren harppauksen otam-
me. Jos « on liian suuri, saatat hypétd koko minimin

yli.

Konvekseilla ja pseudokonvekseilla funktioilla algorit-
mi 16ytéd ldhes aina globaalin minimin [13], mutta ei-
konvekseilla funktioilla algoritmi yleensa tokkahtéda lo-
kaaliin minimiin. Lokaali minimi ei ole aina hyvé mi-
nimi, silld vuoren harjanteessakin on pienid kuoppia.
Huonojen lokaalien minimien lisdksi moniulotteisissa
ei-konvekseissa optimointiongelmissa ovat myos satu-
lapisteet merkittéva ongelma [8].

Neuroverkolle voidaan méaéaritelld haviofunktio, joka
maédrittelee suureen kuvaamaan neuroverkon vaaryyt-
td. Neuroverkon treenaamisen alussa se ei vield tun-
ne datajoukkoa, joten sen antamat ulostulot ovat lahes
sattumia. Neuroverkon h&vio on siis korkea, koska sen
ulostulot ovat roimasti viddrdssi haluamastamme ulos-
tulosta. Haviéfunktioita on monia ja yksi kdytetyim-
mistd on MSE (Mean Squared Error):

i=1 (10)

1+ -
:Ne e, missa e = o0 — t.

MSE on siis saadun ulostulon ja haluamamme ulostu-
lon erotuksien nelididen keskiarvo. Jos neuroverkkom-

me ulostulo olisi mutta haluaisimme ulostulon

2.3
0.5]’
{O] , olisi havio

(23-1)2+(0.5-0)?  1.69+0.25
2 o 2

=0.97.
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4 5

Kuva 6: Hivié kasvaa mitd kauempana odotetusta vek-

torista ulostulomme on, z = MSE <[ﬂ ’ [8} )

Neuroverkon hévio datajoukolle A mééaritellddn laske-
malla keskiarvo jokaisen datajoukon alkion héviosta.
Valitaan symboli E(#) 4 kuvaamaan téta héviota, 0 ku-
vaa neuroverkon parametreja.

Haviopinta maaritelldan laskemalla havio kaikille sa-
man muotoisille neuroverkoille ja merkitsemélld jokai-
nen havio koordinaatistoon, jossa muuttujina toimivat
neuroverkon parametrit. Saman muotoiset neuroverkot
ovat neuroverkkoja, joilla on sama maéra kerroksia ja
jokaisessa kerroksessa on sama maara neuroneita. Neu-
ronien painot ja vakioarvot voivat vaihdella.

Neuroverkon héviopinnan esittdminen ihmiselle ym-
marrettdviassd muodossa on vaikeaa, silld neuroverkon
parametrien mééraé voi olla miljoonia. Kuva 7b on vii-
pale neuroverkon haviopinnasta [14].

Kuvan 7a musta piste on neuroverkkomme téssi koor-
dinaatistossa. Musta nuoli voisi kuvata treenattavan
neuroverkon vaellusta vuoriston pohjalle. Kun havio-
funktio on mahdollisimman alhainen, on neuroverkko

IE&,

LT Wq
Iy
R A TN I
e 7
”' L7

[ I, "!f ¥
Wi

(a) Méykkyinen havicpinta, lihde: [3].

tarkimmissa parametreissa. Tall6in musta piste on al-
haisimmassa kohdassa ja neuroverkko on oppinut teh-
tavan. Kaytdnnossd emme laske havidpintaa, silla gra-
dienttimenetelméan ei tarvitse ndhda hévidpintaa toi-
miakseen.

Vastavirta-algoritmi (Backpropagation)

Neuroverkon gradientin tietylle pisteelle voi laskea eri
tavoilla. Numeerisesti laskettu gradientti voi olla jos-
kus hyodyllinen, mutta usein kéytetddn vastavirta-
algoritmia, jossa lasketaan héviéfunktion osittaisderi-
vaatat jokaisen parametrin kanssa kayttden apuna de-
rivaatan ketjusddntod ja matriisilaskennan tyokaluja
[4].

Jos neuroverkkojen opettaminen on herdttdnyt kiin-
nostuksesi, voit tutustua tarkemmin vastavirta-algorit-
miin. YouTube-kanava 3BluelBrown teki intuitiivisen
ja laskennallisen selityksen vastavirta-algoritmista sar-
jassaan Deep learning. Ehdotan néiden videoiden kat-
somista ymmartadksesi algoritmin toiminnan.

Gradienttimenetelmin optimisaatiota

Tutustumalla tarkemmin gradienttimenetelméaéin ja
koneoppimiseen saattaa tormétd gradienttimenetel-
mén optimisaatioalgoritmeihin. Optimisaatioalgorit-
missa muunnellaan gradienttimenetelmid paremman
minimin saavuttamiseksi nopeammin. Monet néisté al-
goritmeista hyddyntédvit vanhojen gradienttien muis-
tamista. Yksi intuitiivisimmista ja yksinkertaisimmis-
ta on gradienttimenetelmé litkemé&aralla (Momentum),
jossa kéytetddn edellisten gradienttien eksponentaali-
sesti vihenevdd summaa [15]:

v = Pu—1 + (1 = B)VOi(z),
9t+1($) = et(x) — Ut,

(b) Oikean neuroverkon havidpinta, lihde: [14], kuva 3.

Kuva 7: Esimerkkeji neuroverkkojen hdviépinnoista.
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missé S on lilkem&arén termi, joka on puoliaukinaisella
valilla [0, 1[. Mitd suurempi beta sitd paremmin algo-
ritmi muistaa vanhat gradientit ja kasvattaa gradientin
kokoa.

Algoritmi toimii paremmin kuin perinteinen gradient-
timenetelm4, ja se suppenee nopeammin minimiin kuin
perinteinen gradienttimenetelméa. Se saavuttaa mini-
min nopeammin, koska sithen on lisdtty nopeuden
tyyppinen termi. TAmé termi kasvattaa gradientin suu-
ruutta, jos gradientti on pitkdédn samaan suuntaan.

Intuitiivisesti Momentum-algoritmin voi ajatella olevan
pallo, jolla on kitkaa ja massaa ja joka pyorii haviopin-
taa alas. Kuten pallo, voi se pyorid minimin ymparilla,
kunnes hiljalleen osuu minimin kohdalle.

On myos monia muita tapoja kuten Adam (Adapti-
ve Moment Estimation), jotka lisddvat lisdd erilaisia
nopeus- ja arviointitermeja, minka avulla voidaan pois-
taa askelkoon sédatdminen.

Tiivistelma

Tekoneuroni on algoritmi, jonka idea syntyi tutkimalla
biologisia neuroneita. Perseptroni on eraénlainen teko-
neuroni, jonka aktivointifunktio on askelfunktio. Per-
septroni on binddrinen luokittelija, joka voi jakaa da-
tajoukon eri kategorioihin. Perseptronit saavuttavat téa-
maén laskemalla painotetun summan datapisteen kom-
ponenteista. Témaén jalkeen tulos syotetdan bindériseen
askelfunktioon, joka antaa ulos luokan. Voimme orga-
nisoida perseptronin painot vektoriin ja nopeuttaa pai-
notetun summan laskemista pistetulon kautta.

Neuroverkko on kasa tekoneuroneita jarjestettyné ker-
roksiin. Neuroverkkojen lapi syotetdén dataa laskemal-
la edellisestd kerroksesta seuraava kerros ja suoritta-
malla tatd, kunnes pédstddn viimeiseen kerrokseen.
Neuroverkkoja voi opettaa tunnistamaan ja klassifikoi-
maan kuvia, suorittamaan regressio-ongelmia ja teke-
méidn monenlaisia operaatioita, silld ne ovat pohjim-
miltaan universaaleja funktion approksimoijia.

Neuroverkkoja opetetaan gradienttimenetelmaélla, jossa
hypimme hévittasoa alaspdin gradientin suuntaan eli
siis minimoimme héviéfunktion. Haviéfunktio maarit-
telee, kuinka véérdssd neuroverkko oli nailld paramet-
reilla. Esimerkki téllaisestd funktiosta on vaikka MSE
(Mean Squared Error). Gradientti lasketaan vastavirta-
algoritmilla.

Gradienttimenetelmad voi optimoida lisddmalla no-
peus- ja arviointitermejé, joiden avulla neuroverkko
suppenee nopeammin minimiin.

Loppuajatukset

Toivon, ettd tdmén artikkelin avulla sain kiinnos-
tuksen herétettyd koneoppimisen ja erityisesti neuro-
verkkojen monimutkaiseen maailmaan. Tein itse Rust-
ohjelmointikielelld neuroverkkokirjaston, jossa pystyy
luomaan neuroverkkoja ja opettamaan niita kayttamal-
14 yksinkertaisia funktioita.

Lisdmateriaaleja (linkkejd) aiheista:

e Perseptronit: Samuli Siltasen sarja Tekodlyn Taikaa
o Neuroverkot: 3BluelBrownin sarja neuroverkoista

e Neuroverkot: StatQuestin with Josh Starmerin sarja
neuroverkoista

e Neuroverkot: Brilliantin kurssi neuroverkoista

Omia neuroverkkoja voi joko testailla omalla kirjastol-
lani tai kidyttdd Googlen omaa Tensorflow- tai Metan
Pytorch-kirjastoa. Nama kirjastot on optimoitu kéy-
tannollisyyteen ja nopeuteen, ja uskon kirjastojen omi-
naisuuksien olevan sinulle uusia oppimiskokemuksia.

Kuka olen?

Hei, olen Joonas. Olen toisen vuosikurssin oppilas Ota-
niemen lukiosta ja minulla herési kiinnostus neuroverk-
koihin vuoden 2022 lokakuussa, kun tein kaverini Py-
ry Jappisen kanssa Rust-ohjelmointikurssin projektiksi
pienen neuroverkkoesittelyn Rust-ohjelmointikielelld.
Jatkoin tdmén tekemistd ja projekti hiljalleen kehit-
tyi omaksi harrastukseksi. Olen ollut aina kiinnostunut
matematiikasta ja tietokoneista, ja aihe tuntui taydelli-
seltd yhdistelmélta. Pyrin jatkamaan tiedonjanoni tyy-
dyttdmistd ja oppimaan lisdd neuroverkoista ja erilai-
sista koneoppimisen malleista.

Jos herdd kysymyksia artikkelista ja sen aiheista, niita
voi ldhettdd sdhkopostiin

joonas.vonlerber@gmail.com

Minut 16ytda githubista, jossa voit seurata tulevaisuu-
den projektejani tai nykyistd neuroverkkoprojektiani.
Teen tatd omalla vapaa-ajallani ja kirjoittamani kir-
jasto voi muuttua ajan my6ta huomattavasti.
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Matematiikkadiplomit vuonna 2023

Marjatta Nddatanen

Uusia vastauspyyntoji on vuonna 2023 12.12.23 men-
nessé tullut 381 néistd 106 kunnastas:

Alavus, Asikkala, Espoo, Eurajoki, Forssa, Haapave-
si, Hamina, Helsinki, Hollola, Hyvinkda, Hameenkyrd,
Hémeenlinna, Ii, lisalmi, Ikaalinen, Imatra, Janakkala,
Joensuu, Joutsa, Jyvéskyld, Jamséa, Jarvenpad, Kaari-
na, Kajaani, Kangasala, Kankaanpéa, Karkkila, Kars-
tula, Kauhajoki, Kauniainen, Kaustinen, Keminmaa,
Kempele, Kerava, Kihnio, Kirkkonummi, Kokemaki,
Kokkola, Kolari, Kontiolahti, Koski tl, Kotka, Kouvo-
la, Kuopio, Kurikka, Kuusamo, Kéarkola, Lahti, Laiti-
la, Lapinlahti, Lappeenranta, Laukaa, Lempéélé, Lieto,
Lohja, Loimaa, Loppi, Masku, Mikkeli, Muonio, Musta-
saari, Muurame, Méantséild, Naantali, Nakkila, Nivala,
Nokia, Nurmijarvi, Oripda, Oulainen, Oulu, Parainen,
Petédjéivesi, Pirkkala, Polvijarvi, Pori, Porvoo, Pudas-
jarvi, Punkalaidun, Raahe, Raasepori, Raisio, Rauma,
Ristijarvi, Salo, Sauvo, Savitaipale, Savonlinna, Seiné-
joki, Siilinjérvi, Sipoo, Tampere, Turku, Tuusula, Urja-
la, Utsjoki, Uusikaupunki, Vaala, Vaasa, Valkeakoski,
Vantaa, Varkaus, Virrat, Ylivieska, Y16jarvi, &dnekos-
ki.

Laaja-alaisten tehtévipakettien vastauspyyntoja tuli 7,
néistd 5 kunnasta:

Haapavesi, Helsinki, Lempé&éld, Oulu, Rauma.

Solmun Matematiikkadiplomit ovat osoittaneet tar-
peellisuutensa, opettajien palaute on hyvin palkitse-
vaa: "Huippua, kun 16ysin matikkaankin diplomiteh-
tavat.” Lukudiplomitehtavilla on jo vuosia kannustettu

kirjastojenkin kautta oppilaiden lukuharrastusta, mut-
ta opettajan palautteen mukaan "matikka on jossakin
pimennossa ollut luonnonvara ®”. Media ei todellakaan
paljoa matematiikka-aihetta suosi, joten tietoa Solmus-
ta levittdvat opettajat toisilleen.

Osoitteessa
matematiikkalehtisolmu.fi/diplomi.html

on ohjeet ja kymmenen tulostettavaa diplomia tehtévi-
neen. Vastaukset koulun siahkopostiin voi opettaja pyy-
téé osoitteesta juha.ruokolainen (at) yahoo.com. Julki-
seen jakeluun vastauksia ei sijoiteta, eika niita ole tar-
koitus jakaa koulun ulkopuolelle.

Tehtédvien monipuolisuudesta ja siitd, ettd mukana on
my6s haastavia tehtévid, on tullut paljon kiitosta; sa-
malla luokallahan saattaa olla hyvinkin eri tasoisia op-
pilaita. "Ope nauttii helposta ylospéin eriyttdmisen
mahdollisuudesta.” ”Kiitos ihan valtavan paljon ma-
tikkadiplomista!” ”Téélta tulee viidennen luokan op-
pilaalta positiivista palautetta siité, ettd tehtévit ovat
kivoja kokonaisuuksia ja ihan erilaisia kuin nda meidan
omat matikan tehtédvat.” "Tehtévat kirvoittivat toivot-
tua ryhmétyota, ddneen pohtimista ja vastausten ver-
tailua. Taméa on kylla arvokas paketti, joten kiitos sii-
ta.”

Matematiikan tehtévid tekemalld saa hyvda harjoi-
tusta, paitsi matematiikassa, myos loogisessa ajatte-
lussa, ongelmanratkaisussa ja monenlaisessa kehittéa-
vassd puuhailussa. Aivoja pitédisi harjoittaa samoin
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kuin lihaksia. Hienomotoriikankin merkitys néyttaa pe-
ruskoulussa unohtuneen. Erityisesti kasvuifissd aivot
muokkautuvat nopeasti, joten silloin on tédrkeda har-
joittaa monipuolista toimintaa, koska luodaan pohja
koko eldmaé varten.

Diplomit eivdt ole tiukasti sidottuja vuosiluokkiin,
vaikkakin numerointi kertoo varsinkin alimmilla tasoil-
la etenemisestd suunnilleen vuosiluokkien mukaisesti.
Viimeisessd diplomissa padstdin myos hiukan kurkis-
tamaan sellaisiin matematiikan aloihin, joihin ei ehka
koulussa tormété. Ylimmaét diplomit voi suorittaa myos
osissa. IX diplomissa tarjotaan joitain lukiollekin sopi-
via yhteiskunnallisia aiheita ja X:ssd kdytetddn myos
GeoGebraa.

Matematiikan perustiedot ja asenteet syntyvat koulus-
sa. Matematiikkadiplomi antaa mahdollisuuden hyo-
dylliselle ja hauskalle harrastukselle, tarjoaa haastei-
ta ja monipuolista toimintaa jo ensimmaéaisesté luokasta
ldhtien. Diplomitehtévét sopivat myos kerhotoimintaan
ja kertaukseen. Tama toiminta ei ole oppilaiden vélista
kilpailua, vaan oppilas voi ottaa mittaa itsestdén, tar-
vittaessa kysyd neuvoa ja tehdé yhteistyotd. Harrastus
palkitaan ponnistelun jilkeisen onnistumisen ilolla, op-
pilaat huomaavat oppivansa ja ymmaértévansa matema-
tiikkaa. Diplomit toimivat matematiikan suppean sa-
naston takia myo6s kielikylpynd. Myos suuruusluokkien
arviointi on huomattu tarpeelliseksi. Tehtévilla tarjo-
taan lapsille kokemuksia matematiikan késitteista, jot-
ka tarkentuvat myOhemmin noustaessa portaita kon-
kreettisesta abstraktiin. Tehtdvéit ovat matemaatikko-
jen itsensa laatimia ja valitsemia, joten matematiikan
omaa rakennetta kdytetdédn pohjana ja tuloksena ra-
kentuu kestéva ja mielekds pohja jatkolle.

Vuonna 2023 havahduttiin Suomessa
PISA-tulosten selvaan alamakeen

Matemaatikoille tdmaé ei ollut yllatys; halytysta herdéa-
miseen on yritetty vuosikymmenié, huonolla menestyk-
sella. Vallitseva mielipide péaattajien taholta on vakaas-
ti ja horjumatta ollut, ettd koneet ja pelit ovat ny-
kyaikaa, perusmatematiikka voidaan vanhanaikaisena
unohtaa ihmisten aivoja kiusaamasta. On aika tehda
"matematiikkaa”, joka on hauskaa eiké vaadi ponniste-
lua, muistia eiké keskittymistéa. PISAn tehtavét ovat té-

hén suuntaan kehitettyjd, "matematiikan lukutaitoa”,
ts. jokseenkin sanomalehtien uutisten ja taulukoiden
ymmartdmiseen tdhtddvid — mutta edes télla tasolla
menestymisesséd ei Suomen peruskoulun matematiikan
yleinen osaaminen pysynyt.

Vuonna 2005 kirjoitti yli 200 yliopistojen, korkeakoulu-
jen ja ammattikorkeakoulujen matematiikan opettajaa
ja tutkijaa huolestuneina matematiikan osaamistason
heikkenemisesté — siis aikana, jolloin oltiin ns. PISA-
osaamisen huipuilla:

"PISA-tutkimuksessa jad siten tdysin avoimeksi, miten
hyvin osataan esimerkiksi laskea murtoluvuilla, ratkais-
ta yksinkertaisia yhtdloitd, tehdd varsinaisia geometri-
sia pddttelyitd, laskea kappaleiden tilavuuksia, kdsitelld
algebran lausekkeita. Algebra on kuitenkin matematii-
kassa peruskoulun jdilkeisten opintojen kannalta keskei-
sin yksittdinen osa-alue.

Peruskoulussa pitdisi oppia matematiikan perusasiat,
joiden varaan voidaan myéhemmin rakentaa lisdd. Las-
kimien kdayttékddn ei muuta tilannetta: vaikka las-
kin laskisikin murtoluvuilla, myéds kdsin laskeminen on
osattava, koska se on algebrallisten lausekkeiden kdisit-
telyn pohja. Jatko-opiskelu tulee mahdottomaksi ellei
perusta ole kunnossa. Yksi syy lisidntyvddn huonoon
osaamiseen ylioppilaskokeessa ja korkeakouluopintojen
alussa onkin ilmeisesti jo peruskoulussa saadun pohjan
heikkous. Uusia vatkeampia asioita ei kyetd omaksu-
maan, koska huomattava energia menee vield lukiossa
peruskoulutason asioiden pohdiskeluun. Kierre jatkuu
jatko-opinnoissa: lukion asioita ei hallita ja eteenpdin
meno vaikeutuu.

PISA-tutkimus tuo hyddyllistd tietoa arkieldmdssd tar-
peellisesta matemaattisesta lukutaidosta ja yksinker-
taisten ongelmien ratkaisukyvystd. Tdllainen taito ei
vain riitd yhd voimakkaammin matematiikkaa hyodyn-
tdvdssd maailmassa. Kunnollista matemaattista poh-
jaa tarvitaan etenkin teknillisilld ja luonnontieteelli-
silld aloilla, biologia mukaan luettuna. PISA-tutkimus
kertoo hyvin vihdan tdstd pohjasta, joka tulisi luoda jo
peruskoulussa. Sen vuoksi olisi ehdottoman tarpeellista,
ettd jatkossa Suomi osallistuisi myds niihin kansain-
védlisiin arviointeihin, joissa arvioidaan jatko-opintojen
kannalta keskeisten matematiikan taitojen hallintaa.”
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Kiehtovaa matematiikkaa, Cauchyn funktionaaliyhtalo

Lasse Pantsar

Additiivisuus ja lineaarisuus

Maaritelma 1: Funktio f: R — R on additiivinen, jos
se toteuttaa Cauchyn funktionaaliyhtilon

flz+y) = flx)+ fy) (1)
kaikilla z € R ja kaikilla y € R.
Helposti voidaan todistaa
Lause 1: Jos funktio f: R — R on additiivinen, on
flqz) = qf (z) (2)
kaikilla ¢ € Q ja kaikilla z € R.

Jokaisella additiivisella funktiolla f on siis ominaisuus
(2), mutta toteutuuko yhtdlo f(rx) = rf(x) kaikille
additiivisille funktioille f ja kaikille reaaliluvuille r ja
x? Tamén selvittdmiseksi otetaan kayttoon lineaarisen
funktion késite.

Maéritelma 2: Funktio f: R — R on lineaarinen, jos
on olemassa c € R siten, ettd

f(x) = cx 3)
kaikilla z € R.
Nyt voidaan todistaa:
Lause 2: Funktio f: R — R on lineaarinen, jos ja vain

jos

flrz) =rf(z) (4)

kaikilla r» € R ja kaikilla z € R.

Termi lineaarinen tulee siité, etta tallaisen funktion ku-
vaaja on origon kautta kulkeva suora.

Maaritelmasta seuraa valittémasti

Lause 3: Jokainen lineaarinen funktio f: R — R on
additiivinen.

Mutta onko jokainen additiivinen funktio lineaarinen?
Jaljempénd osoitetaan, ettd ei ole. Mutta sitd ennen
tutustutaan vahéan téllaisen additiivisen ei-lineaarisen
funktion ominaisuuksiin.

Additiivisen ei-lineaarisen funktion omi-
naisuuksia

Lause 4: Jos funktio f: R — R on additiivinen ja ei-
lineaarinen, sen kuvaaja on tihed koko tasossa.

Lause "kuvaaja on tihed koko tasossa” tarkoittaa, et-
td tason R? jokaiselle pisteelle (a,b) ja jokaiselle posi-
tiiviselle reaaliluvulle r on olemassa x € R siten, ettéd
funktion f kuvaajan pisteen (z, f(x)) etdisyys pisteestéd
(a,b)

d=/(z—a)? + (f(z) — )2
on pienempi kuin 7.
Lauseen 4 todistus: Valitaan mielivaltainen tason piste

(a,b) ja mielivaltainen positiivinen reaaliluku 7 ja ole-
tetaan, ettd funktio f on additiivinen eli silld on omi-
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naisuus (1), mutta se ei ole lineaarinen eli silli ei ole
ominaisuutta (3).

Pistetta (a,b) lihella olevan funktion f kuvaajan pis-
teen (z, f(x)) 1oytamiseksi todetaan aluksi, etta kaikil-
le rationaaliluvuille ¢; ja ¢o ja kaikille reaaliluvuille x;
ja xo on tason piste

PII1$1Q2$2 = ((hml + qox2, qlf(xl) + qu(xQ)) (5)

funktion f kuvaajan piste, silld lauseen 1 ja mééaritel-
méan 1 mukaan

(1 + g2, qu f(21) + g2 f (22))
= (121 + @222, f(q121) + f(qaz2))
= (171 + @2, f(121 + @22)).

Pitda siis 10ytdd reaaliluvut x; ja xo sekéd rationaa-
liluvut g1 ja go siten, ettd pisteen Py . goe. 2-koor-
dinaatti q1x1 + gax2 on ldhelld a:ta ja y-koordinaatti
q1f(z1) + g2 f (z2) 1ahelld b:ta.

Valitaan ensin mielivaltainen z; € R\{0}. Koska f ei
ole lineaarinen, on mééritelmén 2 mukaan jokaiselle
¢ € R olemassa = € R siten, ettd f(r) # cx. Koska
x1 # 0, voidaan valita ¢ = f(z1)/z1, jolloin on olemas-
sa xo € R siten, etté

jolloin

x1f(z2) — w2 f (21) # 0. (6)

Reaaliluvut z; ja o on nyt valittu. Pitaa vield loytaa
rationaaliluvut ¢; ja go, joille pisteen Py, 4, g,z, £-koor-
dinaatti ¢ux1 + gox2 on ldhelld a:ta ja y-koordinaatti
q1f(z1) + g2 f (z2) 18helld b:ta. Téssé tarkoituksessa et-
sitddn ensin reaaliluvut z ja y, joille

T + Yyro = a,
{ (7)

2f(@1) + yf(w2) = b

Koska (6):n mukaan x; f(x2) — x2f(x1) # 0, on talla
yhtéloparilla ratkaisu

. af(wa) — bro
x1f(22) — zof (1)’
Y= bry —af(xy)

w1 f(x2) — xof(x1)

Niéin saadut x ja y eiviat kuitenkaan ole valttamatta
rationaalilukuja, joten sijoittamalla yhtdloon (5) pis-
teen Py, 4, 4,2, koordinaatteihin g;:n paikalle = ja ga2:n
paikalle y ei aina saada funktion f kuvaajan pistetté.
Mutta nyt riittdadkin l0ytdéd rationaaliluku ¢; niin 18-
heltd x:44 ja rationaaliluku ¢o niin laheltd y:téd, etta
pisteen Py, 4, g.2, €tiisyys pisteestd (a,b) on pienempi

kuin alussa valittu mielivaltainen positiivinen reaalilu-
ku r.

Rationaalilukujen joukko on tihed reaalilukujen joukos-
sa, eli jokaisen reaaliluvun jokaisessa avoimessa ym-
péristossd on ainakin yksi rationaaliluku. Tamé& tar-
koittaa, ettd olipa § mikd tahansa positiivinen reaa-
liluku, niin on olemassa rationaaliluku g; siten, etté
lg1 — z| < 4, ja kun edelld oli valittu x; # 0, niin

lg1 — 2| |z1] < 6 |z4] . (8)
Talléin on myos

lqn — 2| [f ()] < 6[f(z1)]- (9)

Samoin on olemassa rationaaliluku ¢o siten, etté
lg2 — y| < 4, jolloin

g2 — yl |w2| < 6 a2 (10)

ja

g2 — yl|f (w2)] < 6[f(2)]. (11)

Kolmioepéayhtalona tunnetun reaalilukujen ominaisuu-
den mukaan kaikilla ¢ € R ja kaikilla b € R on
|a+ 0] < |a| +[b].

Yhtéloparin (7) ensimméistd yhtdlod, kolmioepayhté-

164 ja epéyhtaloitd (8) ja (10) kiyttden saadaan

|11 + gex2 — a] = |11 + Qa2 — xT1 — YT2
<lg —zl|z1] + g2 — yl |22
<6 |z1] + 6 |ze| = 6(|z1] + [22]).

Yhtéaloparin (7) toista yhtilod, kolmioepéayhtilod ja
epayhtaloitd (9) ja (11) kiyttden saadaan

lq1f(x1) + qof(x2) — b
=g f(x1) + g2 f (x2) — 2 f(x1) — yf(x2)]
<lar — [ [f(z1)] + la2 — y[ | f(22)]
< Oo[f()|+6|f(z2)] = 6(|f(z1)] + | f(z2)])-

Nain valituilla luvuilla ¢, 1, g2 ja z2 on piste

Powigaas = (qrz1 + g2, q1 f (1) + g2 f (22))

funktion f kuvaajan piste. Sen ja pisteen (a, b) vélinen
etaisyys

V(gzr + g2r2 — a)2 + (g1 f(21) + go.f (x2) — D)2
< 0/ (Joa] + [w2])? + (1 f (@) + | f(2)])2

on pienempi kuin edelld valittu pisteen (a,b) avoimen
ympaériston mielivaltainen sade r > 0, jos

- Ve[ + [z2))? + (1f (@)l + [f(@2))?

Lause 4 on néin todistettu. O
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On siis osoitettu, ettd jos funktio on additiivinen, sen
kuvaaja on joko origon kautta kulkeva suora tai piste-
joukko, joka on tihed koko tasossa.

Mielenkiintoista on erityisesti se, ettd tason jokaisen
pisteen jokaisesta avoimesta ympéristosta ei 16ydy ai-
noastaan yhtd, vaan itse asiassa &darettomén monta
funktion f kuvaajan pistettd, mikd voidaan todistaa
vastaoletusta kéyttéen.

Lauseesta 4 seuraa heti, ettd jos yhdelldkin tason pis-
teelld on avoin ympéristo, johon ei kuulu yhtdan addi-
tiivisen funktion f kuvaajan pistetta, niin f on lineaa-
rinen. Néin ollen esim. yhdelldkin avoimella vélilla yl-
haaltd (tai alhaalta) rajoitettu additiivinen funktio on
lineaarinen. Téstéd taas seuraa, ettd additiivinen funk-
tio on lineaarinen, jos se on yhdessékin pisteessé o € R
jatkuva.

Additiivisen ei-lineaarisen funktion ole-
massaolo

Nyt tiedetddn, millaisia additiiviset ei-lineaariset funk-
tiot ovat. Mutta onko sellaisia olemassa?

Yksi ns. valinta-aksiooman seurauksista on

Lause 5: On olemassa reaalilukujen joukon osajouk-
ko B siten, ettd jokainen reaaliluku x voidaan esittda
vksikésitteiselld tavalla dérellisen monen joukkoon B
kuuluvan luvun zq,...,z, rationaalilukukertoimisena
lineaarikombinaationa, siis muodossa

x:q1$1+...+qnxn7
»Qn} g@? {‘rlw'

Joukkoa B kutsutaan reaalilukujen Hamelin kannaksi
saksalaisen matemaatikon Georg Karl Wilhelm Hame-
lin (12.9.1877-4.10.1954) mukaan.

missa {qi, ... S Zn}t CB.

Lauseen todistus menee niin syville joukko-opin pe-
rusteisiin, ettd se joudutaan téssé yhteydessa sivuutta-
maan.

Kiusallista, mutta samalla erittdin viehdttdvad on se,
ettd tata joukkoa B ei voida konstruoida, joten ei tie-
detd, millainen esim. luvun 1 esitys on. Sen verran kui-
tenkin tiedetdén, ettd luku 0 ei kuulu kantaan, silla
jos se kuuluisi ja esim. luvun 1 esitys kannan B lukuja
kayttien olisi

1=qx1+ -+ gy,
niin olisi myG6s
L=qei 4+ gnzn +c-0

jokaiselle reaaliluvulle ¢ ja eri esityksié olisi siis aéret-
toman monta.

Tiedetddn myos, ettd kannassa B on vdhintddn kaksi
lukua, sillé jos siind olisi vain yksi luku z1, olisi jokai-
nen reaaliluku muotoa ¢z, missd ¢ on rationaaliluku.
Olisi siis oltava esim. 1 = g;z1 jollekin rationaaliluvul-
le ¢1 ja v/2 = gox1 jollekin rationaaliluvulle ¢o, misti
seuraisi, etta

2
\/izithﬂﬁqu

1 q1%1 q1

olisi rationaaliluku.

Itse asiassa kanta B on ylinumeroituvasti daretén lu-
kujoukko ja sen mahtavuus (kardinaliteetti) on sama
kuin reaalilukujen joukon R, eli on olemassa bijektio
g: B—R.

Oletetaan téasta alkaen, ettd z:n esityksestd jatetdan ai-
na pois kaikki termit, joissa on kertoimena 0. Toisin sa-
noen, oletetaan, ettéd jos x # 0jax = qrx1+- -+ GnTn,

niin {q1,...,q,} € Q\{0}.

Jostaas x =0 jax = qx1+ -+ gnTyn, niin esityksen
vksikésitteisyyden vuoksi ¢g1z1 + - - - + gnx,, = 0 toteu-
tuu vain, jos q¢1 = -+ = ¢, = 0, silld 0:lla on myos
esitys 0 = 0z + - - - + Oz,

Hamelin kantaa kéiyttden voidaan nyt todistaa

Lause 6: On olemassa funktio f: R — R, joka on ad-
ditiivinen mutta ei lineaarinen.

Todistus: Valitaan ensin mielivaltainen funktio h: B —
R ja sen jédlkeen funktio f: R — R seuraavasti

~ o, josx =0,
10 = {oone) + oot ot sz 0, 02

aQn} - Q\{O} ja

missi x = q1xy + - +ann7 {qlv"'
{z1,...,2,} C B.

Koska x:n esitys ¢ = q1x1 + - - - + g, on yksikéasittei-
nen, on myos f(z):n arvo yksikésitteinen ja f on niin
ollen funktio.

Néin maaritellylle funktiolle f pétee

f(x) = h(z)

jokaiselle z € B. Jos nimittdin x € B, niin z # 0 ja
koska x:n yksikésitteinen esitys kannan B lukujen line-
aarikombinaationa on 1z, niin f(z) = f(lz) = lh(x) =
h(z).

(13)

Melko suoraviivaisesti edeten voidaan todistaa, ettd f
on additiivinen.

Todistetaan nyt, ettd niiden funktioiden joukossa, joilla
on ominaisuus (12), on ei-lineaarinen funktio.

Kuten edelld osoitettiin, on kannassa B vahintaén kaksi
lukua, olkoot ne x; ja x5. Jotta f olisi lineaarinen, oli-
si madritelman 2 mukaan oltava olemassa ¢ € R siten,
ettd f(z) = cx kaikilla z € R.
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Siis f(x1) = cxy1 ja f(x2) = cxo jolloin

~ fl@)  f(w2)

T T2

)

silld kannan B lukuina z; # 0 ja xo # 0. Télléin on
yhtélon (13) mukaan

h(Il) _ f($1) _ f(IQ) h(xz).

I T T2 T2

Tama tarkoittaa, ettd f on lineaarinen vain, jos

h
h(zq) = (901)@’
1
joten jos valitaan
h(z
haa) # M0,
Tl

saadaan ei-lineaarinen funktio f, jolla on ominaisuus
(12) ja joka on néin ollen additiivinen. O

Tasta voidaan padtella kaksi mielenkiintoista asiaa.

Ensiksi se, ettd pienikin h(ze):n poikkeama luvusta
(EQ@ aiheuttaa sen, ettd f muuttuu lineaarisesta ei-
lineaariseksi. Koska f on additiivinen, tdmé tarkoittaa
lauseen 4 mukaan, ettd funktion f kuvaaja hajoaa ori-
gon kautta kulkevasta suorasta pistejoukoksi, joka on

tihe& koko tasossa.

Toiseksi se, ettd kun on vain yksi h(x2)m arvo, jolla f
on lineaarinen, ja ddrettomén monta, joilla ei ole, line-
aarisuus on harvinaista additiivisten funktioiden jou-
kossa. Jopa niin harvinaista, ettd umpimahkaén valit-
tu additiivinen funktio on lineaarinen todennékoisyy-
della 0.

Siitd, millaisia additiiviset ei-lineaariset funktiot ovat,
saa jonkinlaisen kasityksen, jos alkaa piirtda sellaisen

kuvaajaa. Tall6inhén on piirrettéva jokaiselle pystysuo-
ralle suoralle yksi kuvaajan piste ja jokaiseen sen avoi-
meen ympéristoon ddrettéméan monta kuvaajan pistet-
ta.

Fi siis ole ihme, jos additiivisia ei-lineaarisia funktioi-
ta kutsutaan joskus "hirviéfunktioiksi” ("monster func-
tions”).

Téasté kirjoituksesta on yksityiskohtaisempi versio Ma-
tematiikkalehti Solmun Oppimateriaalit-sivulla:
https://matematiikkalehtisolmu.fi/
oppimateriaalit.html
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Tarinoita polynomeista (osa 4)

Jukka Tuomela
Itd-Suomen yliopisto, Joensuu
jukka.tuomela@uef.fi

Kertaus

Jatketaan aiempien kirjoitusten polynomiteemaa [6, 7,
8]. Laskuissa viitataan jakolaskuun, jonka algoritmi on
esitetty kirjoituksessa [6]. Lukijalta oletetaan, ettd hin
tietdd, mité tarkoittaa polynomien yhteen- ja kertolas-
ku.

Erinomainen kirja polynomeista kiinnostuneille on [3],
ja erityisesti tdmén kirjoituksen asioista 10ytyy lisédtie-
toa kirjasta [2]. wxMaxima, jonka avulla esimerkkeji voi
helposti laskea, on vapaasti saatavilla oleva symbolisen
laskennan ohjelmisto.’

My6s Sage on ilmainen ohjelmisto, jolla voi laskea seké
symbolisesti ettd numeerisesti [1].? Jiljempéni olevat
tehtavit voi helposti laskea my6s Sagen avulla. Samoin
Wolfram Alphalla voi kitevisti laskea polynomeilla.3

Esimerkkeind on taas kaytetty matematiikkakilpailusi-
vun tehtivid.t

Epayhtialot

Aiemmissa kirjoituksissa on analysoitu polynomiyhté-
16ité, ja on havaittu, ettd muuttujien eliminointi, te-

Lhttps://wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/index.html
2https:/ /www.sagemath.org/index.html

3https:/ /www.wolframalpha.com/
4https://matematiikkakilpailut.fi/aiheet/

kijoihinjako ja jakolaskualgoritmi ovat tyokaluja, joi-
ta jatkuvasti on hyodyllista kayttda. Katsotaan tés-
sd epayhtaloita. Havaitaan, ettd jakolasku on edelleen
jopa yllattdvan hyodyllinen, mutta epayhtélotehtévat
johtavat my6s aivan uudenlaisiin ideoihin.

Koska tehtdvien polynomit ovat usein homogeenisia
ja/tal symmetrisid, niin palautetaan ensin mieleen, mi-
té néilla tarkoitetaan.

Funktio g on homogeeninen astetta k, jos pétee

gltxy, ... te,) =trg(ay, ..., z,).

Esimerkiksi jos x, y ja z ovat kolmion sivut ja A on
pinta-ala, niin selvésti

Altx, ty, tz) = 2 Az, vy, 2),

kun t > 0. A ei kuitenkaan ole polynomi, mutta kuten
kohta ni#hddin, niin A% on polynomi. Sen tiytyy siis
olla homogeeninen neljinnen asteen polynomi.

Geometrian tehtévit usein johtavat homogeenisiin po-
lynomeihin, koska klassisessa geometriassa ei ole mi-
tddn valittua skaalaa. Muistetaan my6s viime kerral-
ta [8], etta klassisen geometrian tehtivit voidaan aina
muotoilla polynomitehtévina.
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Tarkastellaan symmetriaa vain kahden ja kolmen
muuttujan tapauksessa. Kahden muuttujan funktio f
on symmetrinen, jos f(z,y) = f(y, z). Kolmen muuttu-
jan tapauksessa tulee erilaisia symmetrian asteita. Ol-
koon f muuttujien z, y ja z funktio. Muuttujilla on
kuusi permutaatiotas:

(y, 2,7)
(2,9, ).

(z,2,9),
(x7 Z? y)?

(x7y’ Z)?
(y7m’ Z)’

Madéritellddn nyt

(i) f on symmetrinen, jos

f(‘r7yaz) = f(z,x,y) = f(y,z,x) =
f(y,ac,z) = f(x,z7y) f(z,y,:c).

(ii) f on syklisesti symmetrinen, jos
[ y,2) = f(z,2,y) = f(y, 2, 2).

My6s symmetriaa esiintyy usein geometrian tehtévissa,
koska tyypillisesti geometrisesti mielekkéat asiat eivét
voi riippua siitd, miten eri asioita, kuten kolmion sivu-
ja, nimetaan.

Esimerkki 1. Asken jo huomattiin, ettd A on homogee-
ninen; sen taytyy olla myds symmetrinen, koska pinta-
ala ei voi riippua siitd, miten sivut on nimetty. Edelleen
pinta-ala on nolla, jos x + y = z, joten polynomin

g=@+y—2)z+z-y)y+z—x)

tiytyy olla A%:n tekiji. Siis
A’ =clz+y+2)g
jollekin ¢. Kutsutaan néin saatua polynomia Heronin
polynomiksi:®
ha=(z+y+2z)g

= 2(z%y? + 2222 + y22?) — ot — gt — 24

_ (332 _|_y2 + 22)2 _ 2($4 +y4 —|—Z4).
Koska tiedetdén, ettd A2 = 1/4, kun 2 = y = 1 ja

z = /2, niin ¢ = 1/16, joten A% = h,/16. Huomaa,
ettd ha ei ole positiivinen kaikilla muuttujien arvoil-
la. pAe
Esimerkki 2. Olkoot x, y ja z kolmion sivut ja A kol-
mion pinta-ala. Osoita, etta®

x> —|—y2 + 22 > 4/3A.

Taméa oli IMOn matematiikkakilpailuissa vuonna 61.
Matematiikkavalmennuksen 15. tehtéva kesalla 2022 oli
muuten sama, mutta vakion 4+/3 tilalla oli 6.

Shttps://www.wikiwand.com/en/Heron%27s_formula
STam4 tunnetaan Weitzenbickin epdyhtdlond.

Heronin polynomin avulla ndhdéén, etta

f= %((:ﬁ + 9% 4 22)% - 3hA)
3(1‘4 _|_y4 +Z4) _ (1‘2 _|_y2 + 22)2
({E2 o y2)2 4 (12 _ 22)2 + (yZ _ 22)2 > 0.

Selvéasti yhtdsuuruus pétee vain, jos © = y = 2. pAY

Esimerkin ratkaisussa tuli ilmi erds tédrked strategia:
pyritddn kirjoittamaan polynomi summana, jonka jo-
kainen termi on jotenkin selvésti positiivinen. On osoit-
tautunut, etta tuo nelidllinen tapaus on niin térkea, et-
té sille on annettu oma nimi:

f on sos-polynomi (sum of squares), jos on olemassa
polynomit g; siten, ettd

Kéaytdnnon laskuissa on katevampi vélttda neliojuuria
ja kirjoittaa chj?, missa ¢; > 0.

Joskus epdyhtdlo ikddn kuin ratkeaa itsestddn, koska
annettu polynomi on valmiiksi neli6; esimerkiksi IMOn
2. tehtéavéssa vuonna 2008 piti osoittaa, etta

(x?y? = 3zy +x +y)*> > 0.

Samoin matematiikkavalmennuksen 16. tehtavisséd
syyskuussa 2022 piti osoittaa, ettdi h2 > 0, kun z, y
ja z ovat erisuuria, missa

h=ayz—(x+y—z)(+z—y)y+z—1).

Esa Vesalaisen tehtévikokoelmassa 20. tehtévissa puo-
lestaan piti osoittaa, etté

(2 — 2z —1)(2* — 2)(2x — 1)® > 0,

kun 0 < z < 1. Tietenkin nidmé& kaikki tehtdvét oli
muotoiltu niin, ettei ratkaisua heti ndhnyt.

Epéayhtélotehtdvissd on usein joitain lisdrajoituksia.
Esimerkiksi voitaisiin haluta osoittaa, ettd f > 0, kun
lisdksi oletetaan, ettd g1 = 0 ja/tai go > 0. Téssd ta-
pauksessa strategiana olisi etsid esitysmuotoa

f=r+aqg + qg. (1)

Jos r > 0 ja g > 0, niin tdma todistaa véitteen. Huo-
maa, ettd tavallaan r on jakojdénnds ja g; ovat osa-
méirid, joten varmaankin jakolaskualgoritmi on téssa
hy6dyllinen.
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Esimerkki 3. Osoitetaan ideaa (1) kiyttden, ettd
h=ays— (@ +y—2)e+z—y)y+z—2) >0,

kun z > 0, y > 0 ja z > 0.7 Koska h on selvisti sym-
metrinen, voidaan olettaa, ettd z > = > y. Jaetaan
ensin polynomilla z — x:

h=q(z—x)+ylz—y)>,
g=z(z—y) - (x -y

Jakojddnnds on positiivinen; jaetaan sitten osamaira
polynomilla z — y:

¢=W+z—z)(z—y) +2(z -
Siis osamaéérékin on positiivinen, joten h > 0.

Jos z, y ja z ovat jonkin kolmion sivujen pituuksia,
niin jakamalla polynomilla g = (z — z)(z — y) saadaan
yhdella jakolaskulla

h:zg+(x—y)2(x+yfz)>0

Toisaalta taméan voi todistaa tavallaan ilman mitddn
laskuja jérjestdmalld h:n termit uudelleen:

h=(z-2)(2(z —y) —z(z —y) +y(z —y)(z — y).
Selvasti h > 0, kun z > = > y.

Tamén avulla voidaan ratkaista pohjoismaitten mate-
matiikkakilpailuissa vuonna 2004 ollut geometrian teh-
tava. Siind piti osoittaa, ettd jos x, y ja z ovat kolmion
sivut ja r on kolmion kérkien kautta kulkevan ympyran
séde, niin

f=(@+y+2)r?—ayz>0.
Muistetaan geometriasta, ettd®

4Ar = zyz,

missé A on kolmion pinta-ala. Kéytetdan taas Heronin
polynomia h,4 ja sitd, ettd hy > 0, kun z, y ja z on
kolmion sivut. Tastd saadaan

haf = J:yz((x+y+z)xyz— hA)
=zyz(x +y+ z)h > 0.

Epayhtélo h > 0 ratkaisee myds IMOn toisen tehtédvén
vuodelta 2000 ja pohjoismaisen matematiikkakilpailun
toisen tehtdvan vuodelta 2005. PAY

Esimerkki 4. IMOn tehtdava vuodelta 1983. Oletetaan,
ettd x, y ja z ovat kolmion sivut; osoita, etté

f=ya?(@—y)+ 27y —2) + 22 (z —2) > 0. (2)

f on syklisesti symmetrinen, joten riittda tarkastella
kahta tapausta: (i) z >z >y ja (ii) y > = > 2.

Tapauksessa (i) jaetaan kiyttamalld tuttua polynomia
g=(z—2)(z—y):
2

f=(@z+ylr—y))g+azylr—y)~

Taméa on selvésti positiivinen. Téssé ei siis tarvittu si-
ta tietoa, ettd kyseessd on kolmion sivut. Tapauksessa
(ii) jaetaan polynomilla z + z — y, jolloin saadaan

f=qlz+z—y) +2z(y —z)>

Siis jakojadnnds on positiivinen. Jaetaan sitten osa-
madara polynomilla x — z, mistd saadaan

¢=(yly —2) +a(x —2))(x—2) +a(y —2)* 20,
joten f > 0 téssdkin tapauksessa. PAd

Esimerkki 5. Pohjoismaitten matematiikkakilpailuissa
vuonna 1987 piti osoittaa, etta

=2yt + 922" + 220" — zyz(ay? +y2® 4 22%) >0,

kun muuttujat ovat positiivisia. f on syklisesti sym-
metrinen, joten periaatteessa pitéisi tarkastella kahta
tapausta: (1) z > = > y ja (2) z > y > x. Kuitenkin
molemmissa tapauksissa ongelma ratkeaa, kun jaetaan
polynomilla g = (z — z)(z — y):

f=q9+m,

q=y*2(z+y) +y* — 2y + a2,

r=(z—y)>*y? +ay+2?)(yz +az — ay).
Selvasti ¢ > 0 ja r > 0.

My6s IMOn 4. tehtéva vuodelta 1963, Baltian tie kil-
pailun 5. tehtdvd vuodelta 1991 ja Vesalaisen tehté-
vat 17, 27, 28 ja 49 ratkeavat jakamalla polynomilla

g=(-2)(z-y)

f voidaan symmetrisoida sijoituksella 3 = zy?, 9> =

yz? ja 23 = zx?, jolloin saadaan symmetrinen polynomi

F=a%+95+2° — 292(2° + 9° + 2%).
Vesalaisen tehtavéssa 27 puolestaan piti osoittaa, etta
fo=at+yt + 24 —ayz(z+y+2)>0.

Itse asiassa f ja fo ovat sos-polynomeja, joten ne ovat
positiivisia kaikilla arvoilla. Katsotaan tata kohta. ¥

Tuntuu silté, ettd yleispolynomi g = (z —x)(z — y) rat-
kaisee monet ongelmat. Tama oli minullekin yllétys:
ajattelin, ettd laskemalla kuten kaavassa (1) voisi rat-
kaista joitain tehtévid; kuten edelld ndhtiin, niin osoit-
tautui kuitenkin, ettd monet kilpailutehtavét ratkea-
vat ndin. Liséksi ei ollut mitenkaén vaikea keksid mil-
14 polynomilla jakaa; pdinvastoin voisi sanoa, ettd nuo

"Taméi on erikoistapaus Schurin epdyhtdldstd: https://www.wikiwand.com/en/Schur%27s_inequality

8https://www.wikiwand.com/en/Circumscribed_circle
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kéytetyt polynomit ovat sellaisia, mitkd ensimméisend
tulevat mieleen.

Paallisin puolin ei ndytd olevan mitdén selkedd syyta
sille, ettd jakojadnnos ja osamééra osoittautuivat posi-
tiiviseksi. Periaatteessahan voisi yhté hyvin kdyda, ettéa
osamédra (jakojadnnos) on sopivasti positiivinen, kun
jakojddnnos (osamédrd) on negativiinen. Jos siis lih-
tee laskemaan kiyttden jakolaskua ja yhtéloa (1), niin
tietddkseni ei ole mitddn lausetta tai edes jotain ideaa,
miksi tdmé valttamattd johtaisi ratkaisuun. Kuitenkin
nédin tuntuu usein kdyvéin, enkd osaa edes muotoilla
tasmallisesti, miké lause téssa pitéaisi todistaa.

Luonnollisesti ideaa (1) voidaan systemaattisesti sovel-
taa; tatd on tarkemmin kuvattu kirjassa [2, section 3.4].

Epiayhtalot ja optimointi

Jos halutaan osoittaa, ettd f > 0 joko koko avaruudes-
sa tai jossain sen osajoukossa, niin tdmé&hén on oikeas-
taan optimointitehtédvé, koska halutaan osoittaa, etta
fm minimi on einegatiivinen halutussa joukossa. Otta-
malla sitten kdyttoon tietyt differentiaalilaskennan tyo-
kalut tehtévé voidaan joskus néppérésti ratkaista tatéa
kautta. Tietenkin kilpailutehtévissa tehtdviat on muo-
toiltu niin, etté ne ratkeavat muutenkin, mutta yleisesti
ottaen kannattaa muistaa tamékin nédkokulma. Jatan-
kin harjoitustehtavksi seuraavan:

Olkoon h esimerkissd 3 ollut polynomi. Osoita dif-
ferentiaalilaskennan avulla, ettd h > 0, kun = > 0,
y > 0 ja z > 0. Ohje: kdyta hyvéaksi sita, ettd h on
homogeeninen.

SOS-polynomit

Palataan sitten algebrallisiin menetelmiin ja tarkastel-
laan tédssd vain tapausta, jossa haluttaisiin osoittaa, et-
td polynomi f > 0 kaikilla muuttujien arvoilla. Eras
idea olisi etsid f:lle sos-esitystd. Mutta onko jokai-
nen positiivinen polynomi sos-polynomi? Valitettavasti
néin ei ole kuin muutamassa tapauksessa.

Lause 1. Olkoon n polynomin muuttujien mdadrd ja d
polynomin aste. Positiiviset polynomit ovat aina sos-
polynomeja vain seuraavissa tapauksissa:

(i) n =1 ja d on mielivaltainen parillinen luku,

(ii) d = 2 ja n mielivaltainen,

(iii) n =2 ja d =4.

Kohdat (i) ja (ii) ovat varsin selkeitd tapauksia. Katso-

taan kohta (i) téssd esimerkin avulla ja palataan koh-
taan (ii) myohemmin.

Esimerkki 6. Jos f on positiivinen yhden muuttujan
polynomi, jolla on vain reaalisia nollakohtia, niin se on
jo valmiiksi neli6. Katsotaan siis vain kompleksinen ta-
paus esimerkin avulla. Muistetaan identiteetti

(a® +0)(c? + d?) = (ac + bd)? + (ad — bc)®.  (3)
Tédmén avulla saadaan

f =t 4+ 623 + 392% + 66 + 58
= (2% + 2z + 2)(2? + 42 + 29)
= ((z+1)? +1)((z +2)* + 25)
= (2% 4+ 3z +7)% + (4 + 3)°.

Siis soveltamalla identiteettid (3) rekursiivisesti néh-
déén, ettd mikéd tahansa positiivinen yhden muuttujan
polynomi voidaan esittda korkeintaan kahden polyno-
min nelién summana.® PAY

Sen sijaan lauseen kohta (iii), ja se, ettd ndmé todella
ovat ainoat tapaukset, ei ole mitenkédan selvia. Hilbert
todisti tdmén 1800-luvun lopussa, mutta konkreettinen
esimerkki positiivisesta polynomista, joka ei ole sos-
polynomi 16ydettiin vasta paljon myohemmin. Helpoin
esimerkki 16ytyy tapauksessa n = 2 ja d = 6; tdma on
kuuluisa Motzkinin polynomi:

fm =ty + 2%y* — 3222 + 1. (4)

Katsotaan kohta, miksi tdmé& ei voi olla sos-polynomi,
ja osoitetaan sitten, ettd f,,, > 0 kuitenkin pétee.

Vaikka siis kaikki positiiviset polynomit eivét ole sos-
polynomeja, niin tilanne on kuitenkin parempi kuin
tuon lauseen perusteella voisi kuvitella. Katsotaan kui-
tenkin ensin, miten sos-esitysmuotoa voisi systemaatti-
sesti etsia.

Esimerkki 7. Askeisessi esimerkissi polynomin
f=a*+ 62> + 3922 + 662 + 58

sos-muoto 10ydettiin, koska nollakohdat tunnettiin.
Tyypillisesti nollakohtia ei tunneta, joten miten silloin
voisi edeta? Téssd tarvitaan joitain matriisilaskun ka-
sitteitd ja merkintdja, jotka on esitelty kirjoituksen lo-
pussa.

Jos f=>" y qu, niin g;:t ovat toisen asteen polynomeja.
Olkoot v = (1, z,2?) ja A symmetrinen 3 x 3 matriisi.
Yritetddn esittdd f muodossa

f = (v, Av).

Koska A:ssa on 6 vapaata parametria ja f:ssd on 5 ker-
rointa, niin voisi kuvitella, ettd yksi parametri voidaan

9Tissé on yhdistetty kahta hyvin yleisesti kiytettys todistustekniikkaa: proof by example ja proof by omission.

https://www.math.utah.edu/~cherk/mathjokes.html
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valita vapaasti. Kertomalla auki ja vertaamalla kertoi-
mia ndhdadnkin, etté

58 33 (39—c)/2
A= 33 c 3
(39-c)/2 3 1

Nyt pitaisi valita ¢ siten, ettd A olisi psd (positiivise-
midefiniitti). Lauseen 2 ja kriteerin (6) perusteella on
jarkevéia valita parametri niin, ettéd lavistdjaalkiot oli-
sivat mahdollisimman isoja ja lavistdjan ulkopuoliset
alkiot itseisarvoltaan mahdollisimman pienid. Tuntuisi
siis luonnolliselta kokeilla arvoa ¢ = 39.'° Saadaan siis

58 33 0
A=133 39 3
0 3 1

Lasketaan sitten A:n LDL-hajotelma A = LDLT (mé#é-
ritelmé 1 ja lause 3). Taméan voi laskea Sagessa seuraa-
vasti. Ensin méaritellédén

A = matrix(QQ, [[58,33,0],[33,39,3],[0,3,1]])
Tamaéan jalkeen hajotelma saadaan komennolla
[P,L,D] = A.block_ldIt()

missa P, L ja D ovat kuten lauseessa 3. Tama antaa
P =1, D =diag(58,1173/58,217/391) ja

1 0 0
L=1|3358 1 0
0  58/391 1

MATLABISSA'! sama hajotelma saadaan numeerisesti
komennoilla

A = [58,33,0;33,39,3;0,3,1]
[L.D,P] = IdI(A)

Miiritellisin nyt LTv = ¢, minki jilkeen

f = (v, Av) = (v, LDL"v)
= (L"v, DL"v) = 58q1 + 532 ¢} + 351 43

=58(1 + 332/58)% + LT3 (2 — 5827 /391)2 + 2T 24,

Kolmas yhtdsuuruus seuraa siis kaavasta (5). Huoma-
taan, ettd saatiin aivan erilainen sos-muoto kuin &as-
ken. Tamaé onkin tyypillistd: sos-esitys ei ole yksikésit-
teinen. PA

Téassé jo ndhtiin, miten sos-esitysté voisi etsia yleisessa
tapauksessas:

1. Laitetaan tarvittavat monomit vektoriin v.

2. Esitetdan annettu polynomi f muodossa
f= (v, Av),

missé A on symmetrinen.

3. Tyypillisesti joitain A:n alkioita voi valita vapaasti.
Pyritdén valitsemaan ndmé siten, ettd A on psd.

4. Lasketaan LDL-hajotelma A = LDL” ja asetetaan
g = LTv. T4std saadaan

f= Zdn(ﬁ

Jos A on psd, niin d;; > 0.

Tamén avulla voidaankin helposti todistaa &skeisen
lauseen kohta (ii). Jos x = (x1,...,2,) ja f on muuttu-
jlen z; toisen asteen homogeeninen polynomi, niin on
olemassa symmetrinen A siten, ettd f = (z, Az). Jos
f >0, niin A on psd ja sos-muoto saadaan kuten yll&
kohdassa 4.

Newton ja Motzkin

Askeisen menetelmén kohdassa 1 puhuttiin tarvittavis-
ta monomeista. Jos f on vaikkapa 8. asteen polynomi,
niin yleisesti ottaen polynomit g; ovat yleisid 4. asteen
polynomeja. Jos muuttujia on n, niin astetta d olevas-
sa polynomissa on (") eri monomia, joten monomien
maédara kasvaa varsin nopeasti seké d:n ettd n:n suhteen.
Joskus kuitenkin parjatdan paljon pienemmaélld maa-
ralld. Katsotaan tdma vain kahden muuttujan tapauk-
sessa, mutta idea yleistyy sellaisenaan n:n muuttujan

tapaukseen.

Liitetdin monomiin 2'y* tason piste (i, k). Kahden
muuttujan polynomiin f voidaan siis liittaé pisteet kai-
kista sen monomeista, ja Newtonin monikulmio N(f)
on pienin konveksi monikulmio, joka siséltda kaikki f:n
monomien pisteet. Jos nyt g on jokin toinen polynomi,
niin voidaan osoittaa, etta

N(fg) = N(f) +N(g).

Oikealla puolella olevaa summaa sanotaan Minkowskin
summaksi. Jos siis A, B C R™, niin naitten Minkowskin
summa on

A+B:{p€R"|p:a—l—b, aeA,beB}.
Tata hyviksi kdyttden voidaan edelleen osoittaa, etta
jos f =3, 47, niin

1
Ng;) € §N(f)~

Osoitetaan tdmén avulla, ettd Motzkinin polynomi (4)
ei ole sos-polynomi.

Kuvassa 8 on N (f,,,) ja sen "puolikas”. Jos siis patisi,
ettd fr, = ; q]2», niin g; olisi muotoa

2 2
qj = Cj,0 + Cj1TY + Cj 227y + ¢ 3TY".

10J4t4n harjoitustehtéviksi sen tutkimisen mitd tapahtuu, kun ¢ = 25 tai ¢ = 45, ja miksi ndma arvot ovat mielenkiintoisia.

M https://se.mathworks.com /help/matlab/ref/Idl.html
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Huomaa, ettd g; on kolmannen asteen polynomi, jo-
ten periaatteessa siind voisi olla 10 monomia ja siis 10
tuntematonta kerrointa. Newtonin monikulmion avulla
kertoimien ja monomien méara voidaan rajoittaa nel-
jaan, mikd on huomattava yksinkertaistus.

Mutta jos g; on edelld olevaa muotoa, niin
qJQ- = ilxzyQ + ...,

mutta toisaalta f,, = —3x2y? + ..., joten yhtdsuuruus
on mahdoton.

4 A
5L

2 ° . >
! ° °

I |

Kuva 8: Motzkinin polynomin Newtonin monikulmio.

Kun Hilbert oli osoittanut, ettéd yleensé positiiviset po-
lynomit eivat ole sos-polynomeja, hén pohti, voisivatko
kaikki positiiviset polynomit olla rationaalifunktioitten
nelioita. Hilbert selvésti piti tdtd mielenkiintoisena ky-
symyksené, koska tdmaé oli 17. ongelma, jonka hén esit-
ti kuuluisassa esitelméssidin vuonna 1900.'? Parikym-
mentd vuotta my6hemmin Artin osoitti, ettd sopivat
rationaalifunktiot aina 16ytyy. Artinin tulos voidaan
muotoilla seuraavasti:

Jos f > 0, niin on olemassa sos-polynomi ¢ siten,
ettd ¢ f on sos-polynomi.

Artinin lauseen takia siis sos-tekniikat ovat paljon hyo6-
dyllisempié kuin lauseen 1 perusteella voisi kuvitella.
Nyt voitaisiinkin yrittdd etsid jotain sos-polynomia ¢
siten, ettd qf,, olisi sos-polynomi. Jos téillainen ¢ 16y-
tyy, niin tdstdhén tietysti seuraa, ettd f,,, > 0.

Nyt osoittautuu, ettd riittdaa valita ¢ = 22 +y2. Olkoon
siis f = (22 + y?) fm. Kuvassa 9 on esitetty vastaavat
Newtonin monikulmiot; tarvitaan siis monomivektori

v = (z,y,zy, 2%y, zy?, 2%y, 2*y*, xy”).

Huomaa, etté ilman Newtonin monikulmiota voisi luul-
la, ettd monomivektoriin pitdé laittaa kaikki (2) =15
komponenttia.

12https://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert%27s_problems

s f

5|

4l * X

3 [ ]

2 & o [ ] * >
1 [ [ ) [ ] ®

or [ J ¥

0 : > 3 4 5 6
Kuva 9: Polynomia f,, vastaava Newtonin monikulmio.

Yritetddn nyt etsii symmetrinen A € R3%8 siten, etti
fm = (v, Av).

Periaatteessa A:ssa on 36 vapaata parametria. Sym-
metrian avulla voidaan kuitenkin heti pienentdd para-
metrien maardad. Olkoon

0= (y,z, 2y, e, ya?, yPe, 2%y?, ya®).
Koska f, ja siis fm ovat symmetrisia, niin taytyy patea
(v, Av) = (v, AD).

Toisaalta © = Pv, missé

OO DD OO O
O OO OO OO
OO O OO+ OO
[ NeNel e NN Nl
OO OO O OO
_ O OO oo oo
O OO OO oo
[=Nel o NeNeNoNe]

Siispé kaavan (5) perusteella
(9, AD) = (Pv, APv) = (v, PT APv)
= (v, PAPv) = (v, Av).

Taytyy siis patea, ettd A = PAP. Vertaamalla matrii-
seja ndhdéédn, ettd on endd 21 vapaata parametria:

ai1 a2 @13 a4 a1z Qaie A17 418
a12 a1 @13 Aais G4 Qaig A7 Q16
a1z a3 asz az4 az4 a3 a37 G36
A= A14 Q15 A34 Q44 Q45 Q46 Q47 A48
a15 Q14 Aa34 Q45 Q44 Q48 Q47 Q46
a1 A18 A36 A46 A48 (g6 A7 068
ai7 Qiy Aagy Q47 Q47 Gg7 Q77 A7
aig aie a3 A48 A46 A8 A7 066
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Yhtalostd f, = (v, Av) saadaan periaatteessa 24 ehtoa,
koska Newtonin monikulmiossa N(f,,) on 24 monomia
vastaavaa pistettd. Symmetrian takia saadaan kuiten-
kin vain 14 riippumatonta yhtélod. Kun vain kertoo
kaikki auki, niin havaitaan, ettd yhtédlot ovat lineaa-
risia ja vielapa hyvin yksinkertaisia. Kun ratkaistaan
namé yhtalot, niin jaljelle jaa viela 7 parametria:

A= (A1 : Az),

1 0 0 0
—ass
0 1 0
4
0 0 ass —aj7 — aig
—a
0 2 —ai7 —aig (44
Ay = | —as3 0 ,
—a17 — @18 —asy
—Aa44 3
- = 0
a1 9 2
air a7 asz aq7
—Aa44 3
ag 0 5 "3 —ayq7
—ass
0
1 air aig
0 aig air 0
—a44 3 —a44 3
—a17 — a18 B) - B asr B) - 5
A, — —asy 0 a7 —ay7
Q44 —Qaa7 a47 0
ary
—Qy7 1 0 1— 7
Q47 0 arr 0
ary
0 1—— 0 1
2

Nyt muistetaan lause 2 ja pyritdédn laittamaan lavis-
tdjan ulkopuoliset parametrit nollaksi, ja lavistdjdal-
kiot mahdollisimman isoiksi. Heti ndhd&én, ettd voi-
daan asettaa a17 = a18 = agy = aqry = 0. Taman jal-
keen 7. rivilld on enéé vain a7, joten valitaan sekin nol-
laksi. Nyt A:n ensimméinen rivi toteuttaa ehdon (6),
jos ass < 4, joten valitaan ags = 4. Lopuksi ehto (6)
patee neljannella rivilla, jos a4q > 1, ja kolmannella
rivilla, jos 0 < ayqq < 1 joten valitaan aqq = 1, jolloin

1P 0 o0 0 -1 0 0 O

0 1 0o -1 0 0 0 O
o 0 4 0 0 -2 0 =2
A 0 -1 0 1 0O 0 0 0
-1 0 0 O 1 0 0 O
0o 0 -2 0 O 1 0 1
o o0 0 0 o 0 0 0
0o 0 -2 0 O 1 0 1

Kun nyt lasketaan hajotelma A = LDL”, niin huo-
mataan, ettd D:ssd on vain kolme nollasta poikkeavaa

alkiota: dy; = doo = 1 ja d3z3 = 4. Kun merkitdén
q = L"v, niin voidaan lopulta kirjoittaa

fn = @+ 9% fn = & + 65 + 443,

¢ =y(l —a?),

g = x(1—y?),

g3 = wy(2® +y* —2)/2.

FEsimerkk: 8. Esimerkissd 4 mainitussa Vesalaisen teh-
tavissa 27 piti osoittaa, ettéd

fo=at+yt + 24 —ayz(z+y+2) >0.

Néaytetaan, ettd tdma on sos-polynomi. Kyseessé on ho-
mogeeninen neljinnen asteen polynomi, joten tarvitaan
monomivektori

— 2 2 2
V= (x S XY, T2, Y, Y2, 2 )

Newtonin monikulmion avulla ndhdéin, ettd kaikkia
niitd monomeja saatetaan tarvita. Nyt yhtdlossa fo =
(v, Agv) on periaatteessa 21 parametria, mutta sym-
metrian perusteella jéljelle jad vain 6 parametria:

Ch €1 €1 C2 C3 C2
C1 €4 C5 C1 C5 C3
Ci C5 €4 C3 C5 (1
Ca C1 C3 Cp C1 C2
€3 C C5 C1 C4 C
Ca €3 C1 C2 C1 O

A

Téamén jalkeen yhtalo fo = (v, Agv) kiinnittad 4 para-
metria, mistd saadaan Ay =

1 0 0 —674 C3 —%
0 C4 —%—63 0 —%—03 C3

0 —%—Cg Cq C3 —%—Cg 0
—< 0 c3 1 0 —%
c3 7%703 7%703 0 Cy4 0
-4 s 0 -5 0 1

Lopuksi valitaan lauseen 2 perusteella ¢4 = 1 ja c3 =0,
jolloin Ag on psd:

1 0o o -+ 0o -1
o 1 -+ 0o -1 o0
e R
2 2
0o -+ -+ 0o 1 o0
-3 0 0 -+ 0 1

Sitten lasketaan Ay = LDL”, ja havaitaan, ettd D:ssi
on 4 nollasta poikkeavaa alkiota, misté lopulta saadaan

fo=di+di+3d+ 14,
@ =2 —y?)2 - 2%/2,

G =xy —xz/2 —yz/2,

a3 =2(y — 2),

Q4=y2—22-
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Aivan samoin voidaan osoittaa, etté esimerkissé 3 ollut
polynomi

fr=a®+4° + 2% —ayz(a® + 47 + 2°)
on sos-polynomi. Nyt tarvitaan monomivektori:

3,2 2 2
V= (x YUY, T2, XY, LYZ,

2 .3 .2 2 .3
TZ5Y Y 2 Yz, 2 )

Yhtalon f; = (v, Ajv) matriisilla A; on periaattees-
sa 55 vapaata parametria, mutta symmetrian perus-
teella parametrien méaéra onkin vain 13. Yhtdsuuruus
f1 = (v, Ajv) kiinnittdd 7 parametria. Loput 6 para-
metria valitaan taas lauseen 2 mukaisesti. Kun vali-
taan lavistdjan ulkopuolella kaikki mahdolliset para-
metrit nolliksi, niin huomataan, ettid ehto (6) on voi-
massa. Kun sitten lasketaan A; = LDL”, niin nih-
déan, ettd D:n lavistdjalla on 8 nollasta poikkeavaa al-
kiota, joten f; voidaan esittdd kahdeksan polynomin
nelion summana. PA

Lopuksi

Sos-tekniikat eivit selvistikddn sovellu késin lasken-
taan, mutta ylld olevat laskut olivat helppoja sopivaa
ohjelmaa kéyttden. Tarvittiin vain matriisien kertolas-
kua ja yksinkertaisten lineaaristen yhtéloitten ratkai-
sua. Lisédksi tietysti piti laskea LDL-hajotelma. Monis-
sa sos-sovelluksissa on kuitenkin valttdmatonta kayt-
td4 numeerisia menetelmia. Téhan on olemassa MAT-
LABIIN tehty paketti sostools [5].

Matriisit

Olkoot & = (x1,...
toreita ja asetetaan

JTn) jay = (Y1,---,yn) € R™ vek-

() =251 + - + Tnn-
Neliomatriisi A on

aill N A1n,
A=

an1

e RTLXTL

ann

Matriisi maarittaa lineaarikuvauksen, kun méaaritellaan
matriisin ja vektorin kertolasku:

A: R - R,

n
y:AJ? — Y :Zaija:j.
j=1

Matriisin A transpoosi AT saadaan, kun indeksointia
vaihdetaan: siis jos A = (aij), niin AT = (aji). On
helppo tarkistaa, etté

(Az,y) = (2, ATy). ()

Matriisien A ja B kertolasku mééritellddn seuraavasti:
n
C=BA <+— Cij = Z bigagj.
=1

Huomaa, ettd yleensd AB # BA. Seuraavat matriisi-
luokat ovat tdssa oleellisia:

1. A on lavistdjamatriisi, jos a;; = 0 kun 4 # j. Yksik-
komatriisi I on sellainen lavistdjamatriisi, jossa 1a-
vistajaalkiot ovat ykkosid. Huomaa, ettd Al = [A =
A kaikille A. Jos lavistdjaalkiot ovat dy, ..., d,, niin
voidaan merkitd D = diag(dy,...,d,).

2. A on alakolmiomatriisi, jos a;; = 0, kun ¢ < j.
3. A on symmetrinen, jos A = AT.

4. Symmetrinen matriisi A on psd (positiivisemidefi-
niitti), jos

(x, Az) > 0 kaikilla z € R".

5. P on permutaatiomatriisi, jos jokaisella P:n rivilla
ja sarakkeella on yksi alkio ykkonen ja muut alkiot
nollia. '3

Olkoon sitten e; vektori, jonka j:s komponentti on 1 ja
muut nollia; tall6in

(ej,Aej> = Qjj.
Saadaan siis valttaméton ehto:
jos A on psd, niin aj; > 0 kaikilla j.

Tama ei kuitenkaan ole riittdva ehto. Tarkastelemalla
2 x 2 tapausta saadaan kuitenkin lisda kétevia valtta-
mattomia ehtoja:

Jos A on psd, niin ajjak, — af, > 0 kaikilla j ja k.
Erityisesti jos arr = 0, niin a;; = 0 kaikilla j.

Oletetaan sitten, ettd seuraava ehto pétee kaikilla j:

aj; > ag]- (6)

i#]

Talléin on tapana sanoa, ettd A on ldvistdjivaltainen
(diagonally dominant). Voidaan osoittaa:

Lause 2. A on psd, jos ehto (6) pdtee.

13Shakin pelaajat huomaavat, ettd jokainen 8 x 8 permutaatiomatriisi vastaa yhté torniongelman ratkaisua. Torniongelmalla on siis
8! = 40320 ratkaisua. Harjoitustehtévéksi jatdn sen pohtimisen, kuinka monta oleellisesti erilaista ratkaisua on, ja miten oleellinen

erilaisuus pitdisi méaritella.
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Tamaé ehto ei puolestaan ole valttaméaton. Erds tunnet-
tu esimerkki on Hilbertin matriisi H, jonka alkiot ovat
hij = 1/(i4+j—1). Baltian tie -matematiikkakilpailuissa
vuonna 1990 piti osoittaa, ettd H on psd.'* Olkoot

g=cot+cz+--+cpa”

jac=(co,...,cn). Nyt selvisti

1
(c,Hc) =/ g*dx > 0.
0

Ehto (6) on silti erittdin hyddyllinen, koska se on niin
helppo tarkistaa.

Tarvitaan vielé

Maaritelma 1. Olkoon A on symmetrinen. A:n LDL-
hajotelma on
A=LDL",

missd D on ldvistdjamatriisi ja L on alakolmiomatriisi,
ja lisdksi l;; = 1 kaikilla 3.

Kaikilla symmetrisilla matriiseilla ei ihan ole juuri tal-
laista LDL-hajotelmaa. Yleisesti ottaen voidaan osoit-
taa:

Lause 3. Jos A on symmetrinen, niin on olemassa P,
L ja D siten, ettd

PTAP=LDLY,

missd P on permutaatiomatriisi ja L on alakolmiomat-
riisi, ja lisiksi l; = 1 kaikilla i. D on lohkoldvistdjd-
matriisi, jossa lohkot ovat joko 1 x 1 tai 2 x 2.

Tarkka muotoilu 16ytyy Highamin kirjasta [4]. Vaik-
ka kirjan nimessd on numerical algorithms, niin LDL-
hajotelma on (my6s) symbolinen algoritmi siind mieles-
sé, ettd jos A:n alkiot ovat rationaalilukuja, niin myos
L:n ja D:n alkiot ovat rationaalilukuja.

Taté yleistysta ei téssa kirjoituksessa tarvita, vaan kai-
kissa esimerkeissd D on lavistdjamatriisi ja P on yksik-
komatriisi.
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MHilbertin matriisi on erikoistapaus Gramin matriisista, jotka ovat aina psd. https://en.wikipedia.org/wiki/Gram_matrix
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Rekonstruktiokonjektuuri verkkoteoriassa
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Matematiikan ja systeemianalyysin laitos, Aalto-yliopisto

milo.orlich@aalto.fi

Vapaasti kuvailtuna verkko (tai graaft) on jotakin, joka
néyttad talta:

Verkko koostuu siis solmuista (“paksuista pisteista”)
ja kaarista (“viivoista”). Kaksi solmua voi liittyd toi-
siinsa kaarella tai ei. Joissakin tilanteissa verkossa voi
olla “silmukka”, eli jokin solmu voi yhdistya itseensa,
tai kahden solmun vélilla voi olla enemmaén kuin yksi
kaari, tai jokaisella kaarella voi olla suunta, esimerkiksi

nain:

Emme ota huomioon néitd mahdollisuuksia tassa kir-
joituksessa.

Esimerkki 1. Koska verkon késite on niin yksinkertai-
nen ja abstrakti, sitd kdytetddn monella matematiikan
alalla ja muissa tieteissid. Verkkojen avulla voi mallin-
taa monimutkaisilta ndyttévid tosielamén tilanteita:

1. Facebookin kéyttajat ovat ison verkon solmut, ja
kaksi kéyttdjaa yhdistyy kaarella, jos he ovat
Facebook-kavereita.

2. Kaikki maailman asukkaat ovat vield isomman ver-
kon solmut, ja kaksi ihmistd yhdistyy kaarella, jos
he ovat jossakin vaiheessa kételleet.

3. Kartassa olevat valtiot ovat verkon solmut, ja kak-
si valtiota yhdistyy kaarella, jos niilld on yhteista
rajaa:

Seuraavaksi esitetadn verkon maaritelma.

Maiaritelmda 2. Verkko V'  on jarjestetty pari
(Sv, Kyv), jossa Sy on airellinen joukko, jonka alkioita
kutsutaan verkon V' solmuiksi, ja Ky on joukko jouk-
koja, jotka koostuvat tarkalleen kahdesta solmusta ja
joita kutsutaan verkon V' kaariksi.

Esimerkki 3. Jos V on ensimmaéisessa kuvassa oleva
verkko, niin

Sy ={a,b,¢,d,e, [},
Ky = {{a.b}. {a,c}. {a,d}, {b,d}. {d. e}, {e.f}}.
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Taméa vaivalloinen verkon méédritelmé voi vaikuttaa
hankalalta ja epéselviltd, mutta sen avulla suurien
verkkojen tutkiminen on mahdollista tietokoneella, ja
se on tasmallisempi kuin “piirustus” matemaatikon né-
kokulmasta. On tédrkedd huomata, ettd piirustus on
vain visuaalinen apu. Esimerkiksi ndmé kaksi piirus-
tusta esittidvit samaa verkkoa:

d d

Cc c

Syy on se, ettd “kunnon” verkko V' on pari (Sy, Kv).

Viitteet: Verkoista kirjoitettiin mm. Solmun artikkeleis-
sa [2] ja [3]. Hyvéa kirja on esimerkiksi [1], jota kiytetdan
Aalto-yliopiston verkkoteorian kurssilla oppikirjana.

Kun tutustuu uuteen matemaattiseen késitteeseen, voi
olla hyodyllista ajatella sitd kombinatorisesti, eli kysya
“Kuinka monta ... ?” -kysymyksié.

Esimerkki 4. 1. On olemassa vain yksi verkko, jolla
on tarkalleen yksi solmu a:

[ X0

Talla verkolla ei ole kaarta. (Mutta on olemas-
sa &ddrettoman monta yksisolmuista verkkoa, kos-
ka on olemassa ddrettéméan monta yksiota! Solmu-

joukko voi olla {a}, {b}, {c},...,{1}, {2}, {3},...,
{Helsinki}, {Uranus}, {Terésmies}, jne.)

2. On olemassa kaksi verkkoa, joiden solmujoukko on
S = {a,b}; toisella ei ole kaarta, ja toisella on tar-
kalleen yksi kaari:

°a \a
*bh b
3. On olemassa kahdeksan verkkoa, joiden solmujouk-

ko on S = {a,b,c}:

a a a a

A e

b c b c b c b c
W1 Va V3 Vi

b c b c b c b c
Vs Ve Vz Vs

4. Enté, jos S = {a,b,c,d}?

Tehtava 5. Kuinka monta kaarta voi korkeintaan olla
verkossa, jossa on n solmua?

Tehtava 6. Kuinka monta erilaista verkkoa on ole-
massa, jos solmujoukko on S = {s1,...,8,}7

Isomorfiset verkot

Kaksi verkkoa voi “néyttaéd samalta”, jos solmujen ni-
met unohdetaan. Esimerkin 4.3 verkot V5, V3 ja V ovat
samannékoisid: jokaisella on yksi kaari ja erillinen sol-
mu. Verkot V5, Vi ja V7 ndyttavat kaikki V-kirjaimelta.
Kuten jo huomattiin, on itse asiassa olemassa ddretto-
mdn monta verkkoa, jotka nayttédvat samalta, kun sol-
mujen nimet unohdetaan!

Taman koko tarinan tarkka nimi on verkkojen isomor-
fismi. (Isomorfismin tdsmaéllinen mééritelmd on alla.
Muuten sana “isomorfismi” tulee kreikasta: “isomor-
finen” on kirjaimellisesti “samanmuotoinen”.)

Esimerkki 7. 1. Kaikki yksisolmuiset verkot ovat
keskenédén isomorfisia. Toisin sanoen, jos solmun
nimi unohdetaan, niin ainoa yksisolmuinen verkko
nayttaa talta:

2. Jokainen kaksisolmuinen verkko on isomorfinen joko
ensimmaisen tai toisen seuraavassa kuvassa olevan
verkon kanssa:

e ~

Jos siis solmujen nimet unohdetaan, on olemassa
vain kaksi kaksisolmuista verkkoa.

3. Jos solmujen nimet unohdetaan, on olemassa vain
nelja kolmisolmuista verkkoa:

Y SV ANVAN

Tehtava 8. Kun solmujen nimet unohdetaan, kuinka
monta nelisolmuista verkkoa on olemassa? (Voit myos
tutkia tapausta, jossa solmujoukko koostuu viidestd
solmusta, mutta vastaus on > 30.)

Kuten verkon késite itse, verkkojen isomorfismi on mel-
ko intuitiivinen asia. Se on valitettavasti viela liian epé-
maédrainen: tietokone ei voisi tehdd mitddn “epaméa-
rdisen, mutta intuitiivisen” idean avulla, ja verkkojen
piirtdmisesta tulee nopeasti liian vaikeaa ihmisille, jo-
ten tarvitaan tietokonetta ja tédsméllistd méaédritelméaa.

Muista, ettd bijektio p: A — B, missd A ja B ovat
joukkoja, on sekéd injektio ettd surjektio, eli bijektio on
sellainen funktio, etté:

o jos a # d, niin (a) # ¢(a’),

« jokaisella alkiolla b € B on olemassa sellainen a € A,
ettd p(a) = b.
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Maaritelma 9. Verkkoja V' ja W kutsutaan isomor-
fistksi, jos on olemassa sellainen bijektio ¢: Sy — Sw,
etta kaikilla solmuilla s, s’ € Sy péitee

{s,s'} e Kv & {p(s),0(s)} € Kw.

Tallaista bijektiota kutsutaan verkkojen V ja W iso-
morfismiksi. Jos isomorfismi on olemassa, niin kirjoite-
taan V' = W. Jos ei, niin kirjoitetaan V' 22 W. Jouk-
ko, joka koostuu kaikista verkon V kanssa isomorfisista
verkoista, on verkon V' isomorfialuokka.

Esimerkki 10. Verkoille
ae—e) ja lo—e?2
1% w
on olemassa kaksi erilaista isomorfismia:

a < 2
b < 1.

a < 1 .
b + 2 ]
Tehtava 11. Kirjoita eksplisiittisesti edellisen esimer-
kin tapaan isomorfismi

a < o(a), b+ ¢(b), ¢+ ¢(c),
d<r p(d), e+ ple)
seuraaville kahdelle verkolle:
a 2
b d e 1 S 5
c %4 4 4

Kuinka monta erilaista isomorfismia on olemassa?
Enté, jos otetaan verkot

b d 2 4
ja

Vv’ w’

niin kuinka monta erilaista isomorfismia on olemassa?

Invariantit

Vaikka verkkojen isomorfismi mééritelladn huolellises-
ti, ongelma on se, ettd on vaikeaa saada selville, on-
ko olemassa kahden annetun verkon isomorfismi vai ei.
Joku voisi periaatteessa testata jokaisen mahdollisen
bijektion ja tarkistaa, onko se isomorfismi, mutta té-
mé on todella hidas algoritmi. Siksi verkkoteoreetikot
tutkivat mahdollisesti auttavia “invariantteja”. Verkon
invariantti on suure tai ominaisuus ¢, joka on sama iso-
morfisille verkoille. Eli jos V' =2 W, niin (V) = o(W).
Esimerkiksi solmujen tai kaarten maérdt ovat inva-
riantteja:

Jos verkot V' ja W ovat isomorfisia, niin niil-
14 on sama solmujen maaré ja sama kaarten
maara.

Péinvastainen lause ei pida paikkaansa:

Tehtdva 12. Etsi kaksi sellaista verkkoa V' ja W, joil-
la on sama solmujen midrd ja sama kaarten maéra,
mutta V ja W eivét ole isomorfisia.

Maiaritelma 13. Olkoon s verkon V' solmu. Solmun s
asteluku af(s) on solmuun s liittyvien solmujen luku-
madara. Verkon astelukujen jono koostuu kaikista aste-
luvuista, suurimmasta pienimpaén.

Esimerkki 14. Alla olevassa verkossa, af(d) = 3,
al(a) = al(b) = al(c) = 2 ja al(e) = 1.

Astelukujen jono on siten (3,2,2,2,1).
Huomaa, etté:

o asteluvuista voi laskea kaarten lukumaéaéaran:

5> atls) = Ky

seSy

e jos V= W niin verkkojen V' ja W astelukujen jonot
ovat samat.

Tehtava 15. Etsi kaksi verkkoa, joilla on sama solmu-
jen méara ja sama kaarten méara, mutta eri asteluku-
jen jonot.

Tehtava 16. Etsi sellaiset verkot V' ja W, joiden as-
telukujen jonot ovat samat, mutta V 2 W.

Verkon pakka ja konjektuuri

Multijoukko on sellainen joukon yleistys, jossa jokaisel-
la alkiolla on oma “toistoluku”, joka voi olla suurempi
kuin 1. Jokainen alkio voi siis esiintyd multijoukossa
enemman kuin yhden kerran.

Maaritelma 17. Jokaiselle solmulle s; € Sy =
{s1,..., sy} madritellddn verkko V —s; poistamalla sol-
mu s; ja kaikki solmuun s; liittyvat kaaret. Multijouk-
ko, joka koostuu verkkojen V' — s1,...,V — s, isomor-
fialuokista, on verkon V' pakka, ja sitd merkitddn sym-
bolilla P(V'). Pakan alkioita kutsutaan korteiksi.
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Esimerkki 18. Jos V on esimerkissé 14 oleva verkko,
niin saadaan

a

d e

c V-0
b e
c 'Y
V—-d

b d
c a

V—e

Siten verkon V' pakka P(V

el

On tarkedd muistaa, ettd jokaiselle verkolle V' — s; lai-
tamme pakkaan vain sen isomorfialuokan, eli emme tie-
dé, minka solmun poistamalla saimme tdmén kortin.

) on multijoukko

1x

Verkon pakka muistaa kuitenkin joitakin alkuperdisen
verkon tietoja. Esimerkiksi verkon V' solmujen méara
on sama kuin korttien maéara, tai myos jokaisen kortin
solmujen maara plus 1.

Tehtava 19. Todista, etta:

1. jos k; on verkon V — s; kaarten méara, niin

|Ky|=
n

2. verkon pakasta voi laskea sen astelukujen jonon,

3.V W = P(V)

riantti.

= P(W), eli pakka on verkon inva-

Seuraavaksi esitetddn vanha konjektuuri, eli avoin on-
gelma, jota verkkoteoreetikot ovat yrittdneet todistaa
jo 70 vuottal

Konjektuuri 20 (Kelly, Ulam).
PV)=PW) = V=W.

Jos m > 3, niin

Sanallisesti ilmaistuna konjektuuri sanoo, ettd pakka
maéaarad verkon isomorfialuokan: ei ole olemassa epéiso-
morfisia verkkoja, joilla on sama pakka. Tadmé on siksi
tunnettu myos "rekonstruktiokonjektuurina”.

Esimerkki 21. Osoitetaan eksplisiittisesti, ettd kon-
jektuurissa oleva implikaatio péatee, jos n = 3. Kaikki
mahdolliset kolmisolmuisten verkkojen pakat ovat

P(.'.):{gx.}, P(/.):{;; ’ fx'}
P(A):{?)/X}, P(/\):{I; ) 2/;}

Selvésti péatee: jos V 2 W, niin P(V') # P(W).

Tehtava 22. Tarkista samalla tavalla, ettd konjektuu-
rissa oleva implikaatio pétee, jos n = 4, mutta ei péade,
jos n = 2.

Implikaation patevyys on tarkistettu tietokoneella, kun
3 < n < 13. Konjektuuri on todistettu my6s muuta-
massa erikoistapauksessa, eli kun V' ja W kuuluvat joi-
hinkin tiettyihin verkkoperheisiin. Jos esimerkiksi V' ja
W ovat niin sanottuja “puita”, tai jos jokaisella sol-
mulla on sama asteluku, niin konjektuurin implikaatio
pitda paikkansa. Aiheesta voi lukea lisda verkkosivul-
ta [4].

Suuri kiitos arvokkaista kommenteista Pekka Alestalolle,
Tuomas Kelomdelle ja Teemu Lundstromille!

Viitteet
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N

Solmun tehtavia

Tehtavét sopivat lukiolaisten lisdksi myos edistyneille
yléakoululaisille.

1. Ratkaise yhtalo

kun z on reaaliluku.

2. Yksikkopuoliympyréan (eli puoliympyrén, jonka sdde
on 1) sisdédn piirretdan kaksi nelioté siten, ettd molem-
pien nelididen yksi sivu on puoliympyrédn halkaisijalla
ja yksi kirki on puoliympyralla sekd yksi kummankin
nelién sivuista sijaitsee samalla suoralla (katso alla ole-
va kuva). Ympyrdan keskipisteestd nelididen puoliym-
pyralla sijaitseviin kédrkiin piirrettyjen janojen vélinen
kulma on suora. Osoita, ettd ndin piirrettyjen nelididen
pinta-alojen summa on aina sama.

3. Ravintolassa tarjottava keitto osoittautui liian suo-
laiseksi. Kokki paédtti laimentaa keittoa edellisenéd péi-
vané yli jaaneelld keitolla, jossa ei ollut tarpeeksi suo-
laa. Suolaisen keiton suolapitoisuus on 5 prosenttia ja
edellisen péaivan keiton suolapitoisuus on 1,2 prosenttia.

Kuinka paljon kumpaakin keittoa tulee lisdta, jotta se-
koitettua keittoa saadaan 72 desilitraa ja sen suolapi-
toisuus on 3,48 prosenttia?

4. Suorakulmaisessa tasakylkisessé kolmiossa ABC ka-
teetin BC' keskipiste on D ja hypotenuusalla AB la-
hempané kiarked B oleva piste F jakaa hypotenuusan
suhteessa 1 : 2. Osoita, ettd janat AD ja C'E ovat koh-
tisuorassa toisiaan vastaan.

B

C » A

5. Tarkastellaan funktioita

fo(z) = !

1—x

ja fn(x) = fO(fn—l(z))v

kun n on positiivinen kokonaisluku. Laske fog23(2023).

6. Merkintd |z| tarkoittaa lattiafunktiota reaaliluvus-
ta x, jonka arvo on suurin kokonaisluku, joka ei ole
suurempi kuin x, siis

|z] = max{n € Z | n < z}.

Esimerkiksi |2,5] =2, |—0,2] = —1 ja |10] = 10.
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Tarkastellaan funktioita

fl@)=+vz+5,

o) = =22,
h(z) = |z +3].

Maérita funktioiden kuvaajien yhteiset pisteet.

7. Olkoot a > 2, b ja c reaalilukuja. Tarkastellaan seu-
raavia kolmea vaittdmaa.

(1) Yhtélslli ax?® +bx+c = 0 ei ole reaalisia ratkaisuja.

(2) Yhtélslld (a —1)z2 + (b—1)x + (¢ — 1) = 0 on yksi
reaalinen ratkaisu.

(3) Yhtdlolld (a—2)z? 4 (b—2)xz+ (c—2) = 0 on kaksi
reaalista ratkaisua.

(a) Jos viittaméit (1) ja (2) ovat totta, niin onko myos
vaittdma (3) totta?

(b) Jos véittdméit (2) ja (3) ovat totta, niin onko myés
vaittama (1) totta?

8. Onko totta, ettd jos kolmion jokaisen kulman sini
on rationaalinen, niin my6s jokaisen kulman kosini on
rationaalinen?

9. Osoita, ettd jos 0 < a,b < 1, niin

(a+b—ab)(a®+b*) > a+b.

10. 5 x b-ruudukko téytetdén satunnaisessa jarjestyk-
sessé kirjoittamalla jokaiseen ruutuun luku. Ruutuun
kirjoitettava luku méadrdytyy sen mukaan, kuinka mo-
ni vieressd olevassa ruutu on jo taytetty. Vierekkain
olevia ruutuja ovat ne, joilla on yhteinen sivu. Esimer-
kiksi alla oleva ruudukko on téytetty luvuilla seuraa-
vassa jirjestyksessd: ab, bb, ¢, db, eb, e4, e3, e2, a4,
a3, a2, al, bl, cl, d1, el, b4, c4, b3, b2, c2, d2, d3, d4,
c3.

51011 ]1]1(1
41112241
311(214(2]1
21131232
111f1f1]1]2

a b c d e

Taytd ruudukko kahdella muulla tavalla sdaantoja nou-
dattaen. Osoita, ettd ruudukkoon téytettyjen lukujen
summa on aina 40 riippumatta siitd, missi jarjestyk-
sessd ruudukko on sddntdjd noudattaen taytetty.

Tehtévien ratkaisut julkaistaan Solmun seuraavassa
numerossa.

Lahde: KoMaL

Kadnnos ja sovitus suomeksi: Mika Koskenoja
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