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11. Saannollisen 12-kulmion ABCDEFGHIJKL si-
sddn sivuille AB ja GH piirretddn neliot ABPQ ja
GHRS kuten alla olevassa kuvassa on esitetty. Osoi-
ta, ettd PQ ja RS ovat sdannoéllisen 6-kulmion vastak-
kaiset sivut.

H G
I F
J R S E
L C
A B

Ratkaisu. Saannollisen 12-kulmion kulmien summa on
(12 —2) - 180° = 10 - 180° = 1800°,
joten jokaisen kulman suuruus on

1800°

= 150°.
B 50

Kolmio LAQ on tasasivuinen, koska LA = LQ ja
/LAQ = 150° — 90° = 60°. Néin ollen ZKLQ =
150° — 60° = 90°, joten voidaan muodostaa nelio
KLQT (ks. seuraava kuva, johon 12-kulmion sisélle on
lisdtty piste T'). Nyt

ZPQT = 360° —90° — 60° — 90° = 120°

20 ratkaisut

ja PQ = QT. Vastaavasti saadaan TR =
ZQTR = 120°.

RS ja

Symmetrisesti 12-kulmion sisélle voidaan lisdté piste
V. Télloin muodostuu 6-kulmio QPV SRT, jonka sivut
ovat yhtd pitkid ja jokaisen kulman suuruus on 120°.
Néin ollen PQ ja RS ovat sddnnollisen 6-kulmion vas-
takkaiset sivut.

H G
I F
J R S E
T \%
K Qa P D
L a la_XcC
a
150° —90° =60 A ¢ B

12. Kahteen astiaan mahtuu kumpaankin 2 litraa
nestettd. Ensimméisessd astiassa on 2 litraa 100-
prosenttista appelsiinimehua ja toisessa astiassa on 1
litra vettéd. Puolet ensimmaisen astian appelsiinimehus-
ta kaadetaan toiseen astiaan, jossa on vetté, ja neste se-
koitetaan. Sekoitetusta nesteestd kaadetaan 1 litra ta-
kaisin ensimmaéiseen astiaan. Menettely toistetaan: En-
simméisesté astiasta kaadetaan 1 litra toiseen astiaan,
neste sekoitetaan ja 1 litra sekoitettua nestettd kaa-
detaan takaisin ensimmaédiseen astiaan. Kuinka monta
prosenttia kummankin astian nesteestd on appelsiini-
mehua?
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Ratkaisu. Ensimmaéisen kaadon jélkeen ensimmaéaisesséa
astiassa on jéljelld 1 litra appelsiinimehua ja toisessa
astiassa on 1 litra appelsiinimehua ja 1 litra vetta. Toi-
sessa astiassa olevassa sekoitetussa nesteessé, jota on
2 litraa, on néin ollen puolet appelsiinimehua ja puo-
let vettd. Kun nyt toisesta astiasta kaadetaan 1 litra
nestettd ensimmaéiseen astiaan, tulee ensimméiseen as-
tiaan 0,5 litraa appelsiinimehua ja 0,5 litraa vetta siella
jo olevan 1 litran appelsiinimehun lisédksi. Télloin sekoi-
tuksen jéalkeen ensimmaéaisessé astiassa on 1+ 0,5=1,5
litraa appelsiinimehua ja 0,5 litraa vetta. Toisessa as-
tiassa on 0,5 litraa appelsiinimehua ja 0,5 litraa vetta.

Taman jalkeen menettely toistetaan. Toisessa kaadossa
ensimmaéisestd astiasta toiseen astiaan siirtyy 0,75 lit-
raa appelsiinimehua ja 0,25 litraa vettd ja saman ver-
ran molempia jaa ensimméiseen astiaan. Tall6in toi-
sessa astiassa on 0,75 4+ 0,5 = 1,25 litraa appelsiinime-
hua ja 0,25 + 0,5 = 0,75 litraa vettd. Kun sekoituksen
jilkeen téstéd kaadetaan puolet takaisin ensimméiseen
astiaan, niin toisesta astiasta siirtyy ensimmadiseen as-
tiaan 1,25 : 2 = 0,625 litraa appelsiinimehua ja 0,75 :
2 = 0,375 litraa vettd. Saman verran eli 0,625 litraa ap-
pelsiinimehua ja 0,375 litraa vettéd ja& toiseen astiaan.
Nyt ensimmaéisessd astiassa on 0,75 + 0,625 = 1,375
litraa appelsiinimehua ja 0,25 + 0,375 = 0,625 litraa
vetta.

Néin ollen ensimmaéisen astian nesteesté appelsiinime-
hua on

1,375
1,375 + 0,625

1
<100 % = 375

-100 % = 68,75 %

ja toisen astian nesteestd appelsiinimehua on

0,625
0,6255 + 0,375

0,625

100 % = 100 % = 62,5 %.

13. Kolme vihkoa ja kaksi lyijykynda maksavat kirja-
kaupassa yhteensd 11,10 euroa. Viisi vihkoa ja nelja
lyijykyn&da maksavat yhteensd 20,10 euroa. Mitd ovat
yvhden vihkon ja yhden lyijykynin hinnat?

Ratkaisu. Merkitddn yhden vihkon hintaa V:11a ja yh-
den lyijykynén hintaa K:lla. Saadaan yhtdlopari

3V + 2K = 11,10 €,
5V + 4K = 20,10 €.

Kertomalla ensimmaéinen yhtdlé puolittain luvulla —2
saadaan yhtalopari

—6V — 4K = —22,20 €,
5V 4+ 4K = 20,10 €,

josta laskemalla yhtélot yhteen saadaan

—V=-210€ eli V=210¢€.

Nyt alkuperéisen yhtéloparin ensimmaéisestd yhtalosta
saadaan

2K = 11,10 € — 3V = 11,10 € — 3- 2,10 € = 4,80 €,

joten K = 240 €. Saatiin siis, ettd yhden vihkon hinta
on 2,10 € ja yhden lyijykynén hinta on 2,40 €.

14. Luvuista 1,2,3,4,5,6,7, 8 valitaan kolme eri lukua
ja lasketaan ne yhteen. Témaé tehdéan kaikilla mahdol-
lisilla kolmen luvun valinnoilla. Osa summista on pa-
rillisia ja osa on parittomia. Kumpi tulos on yleisempi,
parillinen vai pariton summa?

Ratkaisu. Seké parillisia ettd parittomia lukuja on nel-
ji. Kolmen luvun summa on parillinen, jos kaikki kol-
me lukua ovat parillisia tai luvuista yksi on parillinen
ja kaksi ovat parittomia. Kaikki kolme lukua ovat pa-
rillisia neljélla eri tavalla: (2,4,6), (2,4,8), (2,6,8) ja
(4,6, 8). Kaksi paritonta lukua voidaan valita kuudella
eri tavalla: (1,3), (1,5), (1,7), (3,5), (3,7) ja (5,7), ja
parillisia lukuja on neljd. Néin ollen tapoja valita kol-
me lukua niin, ettd luvuista yksi on parillinen ja kaksi
ovat parittomia, on 4 - 6 = 24. Yhteensé tapoja valita
kolme lukua niin, ettd lukujen summa on parillinen, on
siis 4 4+ 24 = 28.

Kolmen luvun summa on pariton, jos kaikki kolme lu-
kua ovat parittomia tai luvuista yksi on pariton ja kaksi
ovat parillisia. Kaikki kolme lukua ovat parittomia nel-
jalla eri tavalla: (1,3,5), (1,3,7), (1,5,7) ja (3,5,7).
Kaksi parillista lukua voidaan valita kuudella eri taval-
la: (2,4), (2,6), (2,8), (4,6), (4,8) ja (6,8), ja parit-
tomia lukuja on nelja. Nédin ollen tapoja valita kolme
lukua niin, ettd luvuista yksi on pariton ja kaksi ovat
parillisia, on 4 - 6 = 24. Yhteensd tapoja valita kol-
me lukua niin, ettd lukujen summa on pariton, on siis
4+24 =28.

Naéin ollen parillisia ja parittomia summia on yhta mon-
ta.

15. Shakkiturnauksessa oli viisi osallistujaa. Jokainen
osallistuja pelasi kerran jokaista muuta osallistujaa vas-
taan. Voitosta sai yhden pisteen, tasapelista 0,5 pistet-
téd ja héaviostd 0 pistettd. Turnauksen lopuksi havait-
tiin, ettd (i) turnauksen voittanut pelaaja ei pelannut
yhtééan tasapelid, (ii) toiseksi tullut pelaaja ei hévin-
nyt yhtadn pelid, (iii) kaikilla pelaajilla oli eri méaara
pisteitd. Kuinka monta pistettd pelaajat saivat?

Ratkaisu. Koska pelaajia oli viisi, niin jokainen pelasi
neljé pelid ja kaiken kaikkiaan peleja pelattiin

) 5!
(5) = a5 =10

Néin ollen turnauksessa jaettiin yhteensd 10 pistetta.
Ehtojen (i) ja (ii) perusteella turnauksen voittanut pe-
laaja hévisi toiseksi tulleelle pelaajalle. Nain ollen voit-
taja sai korkeintaan 3 pistettd. Koska hén ei pelan-
nut yhtaan tasapelid, niin hdnen pistemaédrénséa on ko-
konaisluku. 1 tai 0 eivat ole mahdollisia pistemaéria
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voittajalle, koska ehto (iii) ei voisi télléin toteutua. Jos
voittaja olisi saanut 2 pistettd, niin muut pelaajat olisi-
vat saaneet turnauksessa yhteensd 10 — 2 = 8 pistetta.
Tama ei ole mahdollista, koska ehdon (iii) perusteella
muiden pelaajien pistemaérét olisivat 1,5, 1, 0,5 ja 0,
eli yhteensé 3 pistettd. Néin ollen voittaja sai 3 pistetta
ja muut pelaajat saivat yhteenséd 10 — 3 = 7 pistetta.

Muiden pelaajien kuin voittajan oli mahdollista saada
yvhteensa 7 pistettd vain siten, ettd he saivat mahdolli-
simman suuret pistemaérat, eli 2,5, 2, 1,5 ja 1 pistetta.
Niin ollen pelaajien pisteméérat olivat paremmuusjér-
jestyksessé 3, 2,5, 2, 1,5 ja 1.

Tarkistetaan vield, ettd tdmé& on mahdollinen tulos.
Voittaja hévisi toiseksi tulleelle pelaajalle, mutta voitti
kaikki muut kolme pelaajaa, joten hédnen pistemaaran-
sé oli 3-140 = 3. Toiseksi tullut pelaaja voitti ensim-
méiseksi tulleen ja pelasi tasapelin muiden pelaajien
kanssa, joten hdnen pistemééréansa oli 1 +3-0,5 = 2,5.
Kolmanneksi tullut pelaaja héavisi voittajalle, pelasi ta-
sapelin toiseksi ja neljinneksi tulleiden pelaajien kans-
sa ja voitti viidenneksi tulleen pelaajan, joten hénen
pistemadransé oli 0 + 2 - 0,5+ 1 = 2. Neljanneksi tul-
lut pelaaja pelaaja héavisi voittajalle ja pelasi tasapelin
muiden pelaajien kanssa, joten hdnen pisteméaransa oli
0+3-0,5 = 1,5. Viidenneksi eli viimeiseksi tullut pelaaja
pelasi tasapelin toiseksi ja neljadnneksi tulleiden pelaa-
jien kanssa ja hévisi muille, joten hinen pistem&arinsa

oli2-0+2-05=1.

16. Positiivisen desimaaliluvun desimaalipilkku siirre-
tddn nelja paikkaa oikealle. Saatu luku on alkuperdisen
luvun kaénteisluku kerrottuna neljalla. Mika on alku-
perainen luku?

Ratkaisu. Merkitdan kysyttyd lukua n:ll&. Ehtojen pe-
rusteella

4
10000n = —,
n
joten
4
2 _
" = 100007
ja edelleen, koska luku n on positiivinen, saadaan

1 2
"=\ 10000 ~ 100 = "%

17. Ratkaise yhtédloryhma

a+d=29,

ad+b =38,
bd + ¢ = 74,
cd = 18,

kun a, b, ¢, d ovat kokonaislukuja.

Ratkaisu. Viimeisen yhtalon perusteella ¢ ja d ovat sa-
manmerkkiset, koska niiden tulo on positiivinen. Jos ¢

ja d ovat negatiivisia, niin kolmannen yhtélén perus-
teella myos

_Md—c

- d

on negatiivinen positiivisen luvun ja negatiivisen luvun
osamadrina. Talloin toisen yhtalon perusteella myos

8—b
d

on negatiivinen positiivisen luvun ja negatiivisen luvun
osamadrina. Nyt a + d on kahden negatiivisen luvun
summana negatiivinen, mika on ristiriita ensimmaéisen
yhtalon kanssa.

b

a =

Néin ollen c ja d ovat kummatkin positiivisia kokonais-
lukuja ja viimeisen yhtdlon perusteella luvun 18 teki-
joité, joita ovat 1, 2, 3, 6, 9 ja 18.

Tarkastellaan kaikki mahdolliset tapaukset erikseen.
Tapaustarkastelun alkuasetelma perustuu viimeiseen
yhtéloon ed = 18.

Tapaus 1: Luvut c ja d eivait voi olla 3 tai 6, koska silloin
viimeisen yhtalon perusteella jompi kumpi luvuista c ja
d on 3 ja toinen on 6. TAll6in bd + ¢ on jaollinen kol-
mella, mutta kolmas yhtélo bd+ ¢ = 74 ei voi toteutua,
koska luku 74 ei ole kolmella jaollinen.

Tapaus 2: Jos ¢ = 1, niin d = 18. Nama4 eivit kelpaa,
sillad kolmannen yhtélon perusteella
b 4-1 13 1

18 18 18’

joka ei ole kokonaisluku.

Tapaus 3: Jos ¢ = 2, niin d = 9. Talléin kolmannen
yhtélon perusteella

4—2 2
po M2 T2 g
9 9
ja toisesta yhtalosta saadaan
8—8 0
= — = - = O.
“TT9 T

Liséksi ensimméinen yhtalo
a+d=0+9=9
toteutuu.

Tapaus 4: Jos ¢ = 9, niin d = 2. Namaé eivét kelpaa,
silld kolmannen yhtélon perusteella

74-9 65 1
= — = :327)
2 2 2

joka ei ole kokonaisluku.

b

Tapaus 5: Jos ¢ = 18, niin d = 1. Nama4 eivit kelpaa,
silla vaikka kolmannesta yhtalosta

T4-18 56

b
1 1

56
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ja toisesta yhtélosté

saadaan kokonaisluvut, niin ensimmaéinen yhtalo ei to-
teudu:
a+d=—-48+1=—-47#09.

Ainoa kokonaislukuratkaisu yhtéléryhmélle saatiin ta-
pauksessa 3:

=0,
b=S8,
c=2,
d=9

18. Kirppu on lukusuoralla kohdassa 0 valmiina hyp-
paddméan. Jokaisella hypylldan kirppu liikkuu 3 tai 5
vksikkod joko vasemmalle tai oikealle. Kirpun tavoite
on kiydé jokaisen luvun 1,...,20 kohdalla. Etsi jono,
jossa on enintdan 22 hyppya ja joka toteuttaa vaaditun
tavoitteen.

Ratkaisu. Esimerkiksi jono 0,3,6,11,8,5,10,7,12,17,
20,15,18,13,16,19,14,9,4,1,4,7,2 tayttdd vaatimuk-
set.

19. Valitaan kuutiosta satunnaisesti nelja kirked. Kaik-
ki mahdolliset neljan kérjen valinnat ovat yhta toden-
nékoisid. Mikd on todenndkoéisyys, ettd valitut kér-
jet muodostavat tetraedrin? Entd mika on todennékoi-
syys, ettd valitut kidrjet muodostavat sddnnéllisen tet-
raedrin?

Ratkaisu. Kuutiossa on kahdeksan ja tetraedrissa on
nelja kérked. Néin ollen tetraedrin kérjet voidaan vali-
ta kuution kérjista

8 8 8765
(4)‘4!4!_4-3.2-1_70

Jos valitut nelja kérked sijaitsevat samassa tasossa, niin
ne eividt muodosta tetraedrid. Sellainen kérkinelikko
muodostuu, kun kaikki valitut kdrjet ovat kuution sa-
man tahkon kérkia. Téllaisia kdrkinelikoita on yhteen-
sd kuusi, joka on kuution tahkojen lukuméara. Vali-
tut neljd karkea sijaitsevat samassa tasossa myos sil-
loin, kun kérkien kautta kulkeva taso on kuution hal-
kaisija (ts. kuution kaksi vastakkaista sirméé sijaitse-
vat kuution halkaisevassa tasossa). Téllaisiakin nelikoi-
ta on yhteensd kuusi. Néin ollen 70 erilaisesta karkine-
likosta 646 = 12 on sellaisia, jotka eivit muodosta tet-
raedria. Saadaan siis, ettd kérkinelikoista 70 — 12 = 58
on sellaisia, jotka muodostavat tetraedrin. Neljan kér-
jen satunnaisella valinnalla on tetraedrin muodostumi-
sen todennakoéisyys ndin ollen

58 29

eri tavalla.

Sadnnollinen tetraedri on mahdollista muodostaa kah-
della eri tavalla. Valitaan ensin miké tahansa kérki. Sen
jilkeen valitaan jokaiselta kuution tahkolta, jonka kér-
kend ensin valittu kérki on, tahkonelion vastakkainen
karki. Nain valitut kolme kérked muodostavat yhdessa
ensin valitun kédrjen kanssa sddnnollisen teraedrin (ks.
alla oleva kuva, jossa tetraedrin kérjet ja sdrmét ovat
vaaleanharmaita). Tetraedri on séddnnollinen, koska sen
kaikki sdrmét ovat kuution tahkojen halkaisijoita kar-
jesta vastakkaiseen kérkeen ja néin ollen ne ovat yhta
pitkii.

Toinen sdénnéllinen tetraedri muodostuu valitsemalla
karjiksi loput kuution nelja karked, jotka jaivat valit-
sematta ensimméisen tetraedrin kérjiksi. Neljin kér-
jen satunnaisella valinnalla on sddnnéllisen tetraedrin
muodostumisen todenndkéisyys néin ollen

2 1

20. Nelion sivun pituus on 6 cm. Jokainen sivu on ym-
pyran halkaisija kuten alla olevassa kuvassa on esitetty.
Ison ympyrén keskipiste on nelion keskipisteessa ja sen
sdde on nelidn sivun pituinen. Laske alueiden I, II ja
IIT pinta-alat.

Ratkaisu. Ison ympyran side on 6 cm ja pienen ym-
pyrdn sidde on 3 cm. Ison ympyrén pinta-ala on néin
ollen 36w cm? ja pienen ympyrin pinta-ala on 97 cm?.

Nelién pinta-ala on 36 cm?.

Neljé pientd puoliympyrédd peittédvat nelion niin, ettd
alueen III muotoiset nelja aluetta peittyvat kukin kak-
si kertaa. Néin ollen alueen III pinta-ala on

4-0,5-9m — 36

1 em? = (4,57 — 9) cm? = 5,14 cm?.
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Pienten ympyréiden yhteenlaskettu pinta-ala on
497 em? = 36w cm2,

joka on sama kuin ison ympyrdn pinta-ala. Néin ollen
pienten ympyroiden pééllekkéaiset alueen ITT muotoiset
nelja aluetta ovat pinta-alaltaan tédsmélleen yhtd suu-
ret kuin ison ympyrén sisdlle pienten ympyroéiden ul-
kopuolelle jaavit alueen I muotoiset neljé aluetta. Saa-
daan siis, ettd alueen I pinta-ala on sama kuin alueen
II1 pinta-ala, eli (4,57 — 9) cm? ~ 5,14 cm?.

Alueen II pinta-ala saadaan laskettua esimerkiksi niin,

ettd nelion pinta-alasta vihennetddn kahden pienen
puoliympyrén pinta-ala ja saatu pinta-ala jaetaan kah-
della. Alueen II pinta-ala on siis

36—-2-0,5-9
% cm? = (18 — 4,57) cm? = 3,86 cm?.

Solmun 3/2022 tehtivien 1-10 ratkaisut julkaistiin
edellisessé numerossa.

Lahde: K6MaL
K&annos ja sovitus suomeksi: Mika Koskenoja
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