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Mikä opettajana on parasta?

Pääkirjoitus

Kouluihin liittyvistä ongelmista on puhuttu ja kirjoi-
tettu viime aikoina mediassa paljon. Osansa ovat saa-
neet ongelmien ja erityisen tuen tarpeen epätasainen
jakautuminen [1], oppimistulosten heikentyminen [2] ja
eriarvoistuminen ja sukupuolten väliset erot [3], kuten
monet muutkin aiheet. Ongelmiin on ehdotettu erilai-
sia ratkaisuja, jotka tyypillisesti ovat riippuneet siitä,
mikä nähdään pahimpana ongelmana.

Tulin itse kiinnostuneeksi siitä, mikä pitää opettajat
kouluissa. Kun ongelmista puhutaan, ja kun usein pu-
hutaan siitä, miten rankkaa opettajilla on, mutta opet-
tajat kuitenkin jatkavat kouluissa, tarjoavat hyvää ope-
tusta, ja ainakin osa heistä vaikuttaa uravalintaansa
tyytyväiseltä, niin halusin kuulla, mikä kouluissa on hy-
vää, mikä työssä on mukavaa, ja mikä saa jaksamaan
työssä.

Lisäksi mietin, miten uusia opettajia tai opeopiskelijoi-
ta on mahdollista saada, jos yleisesti puhutaan vain sii-
tä, mikä kaikki on pielessä. Osin oman kiinnostuksen
vuoksi ja osin siksi, että saataisiin positiivinen juttu
opettamisesta, päätin perehtyä aiheeseen lähettämällä
muutamalle tuntemalleni opettajalle kysymyksen, mi-
kä auttaa jaksamaan työssä ja mikä on kivaa, kun ko-
ko ajan kerrotaan, mikä on rankkaa. Sain erilaisia vas-
tauksia ja luvan käyttää niitä tässä jutussa.

Ville Tilvis Maunulan matematiikkalukiosta vastasi
seuraavasti: ”Opettaessa saa kertoa itselle rakkaista
asioista nuorille, jotka tutustuvat niihin ensimmäistä
kertaa. Kuin näyttäisi lempielokuvaansa ensikertalai-
selle: Nyt tulee hyvä kohta!”

Tarja Ylivuori, MAOL:n puheenjohtaja, lähetti pitkän
vastauksen, josta seuraavassa on palasia: ”Oppilaat,
jotka eivät alun perin olleet innostuneita, mutta joista
tuli sellaisia sinnikkään työn tuloksena. Se, että pienes-
säkin koulussa, kuten meillä, matemaattisten aineiden
opettajia on useita. On työryhmä, ei tarvitse olla yksin.
... Yläkoulu-lukion opena saa onnistumisen kokemuksia
oikeastaan aina, kun on esim. seiskojen ja abien tunnit
peräkkäin. Konkretisoituu se, että kyllä oppimista on
tapahtunut. ... Työn merkitys. Ei ole kertaakaan tullut
mieleen, etteikö lasten ja nuorten kasvattaminen olisi
tärkeää ja etteikö heidän olisi tärkeä osata matemaat-
tisia aineita. Teen työtä jolla on tarkoitus.” Tarja ko-
rosti myös MAOL-yhteisön tukea: ”Verkosto auttaa yl-
läpitämään sitä innostusta, joka itsellä matemaattisia
aineita kohtaan on nuoresta asti ollut. On tärkeää välil-
lä nousta arjen kahnauksien yläpuolelle ja keskustella
opetuksen sisällöstä.”

Otso Huuska Rauman lyseon lukiosta taas puolestaan
kirjoitti: ”Opiskelijoiden into elämää kohtaan. Toki
myös se, kun joskus joku opiskelija on aidosti kiinnos-
tunut juuri matematiikasta tai fysiikasta, mutta vielä
enemmän voimaa antaa, kun saa jutella nuorten kans-
sa, joiden elämää erilaiset käytännön rajoitteet eivät
ole vielä kahlinneet. Nuorten haaveista saa itselleenkin
energiaa.”

Piia Haapsaari Kastellin lukiosta lähetti myös pitkän
vastauksen. Hänkin kirjoitti kollegoiden, verkostojen ja
yhteistyön merkityksestä. Lisäksi hän kirjoitti esimer-
kiksi seuraavaa: ”Opetustyössä itseäni kiehtoo se, kun
opiskelija esittää sellaisen oman ratkaisun, mitä itse en
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ole aiemmin nähnyt. Ratkaisutavan tutkiminen yhdes-
sä opiskelijan kanssa on moniulotteinen prosessi: opis-
kelija saa merkitystä tekemälleen luovalle työlle ja par-
haimmillaan se sitouttaa ja innostaa opiskelijaa jatka-
maan ponnistelua opiskelun eteen. Opettajana puoles-
taan opiskelijan ajattelu- ja ratkaisutavasta voi oppia
sellaista, mikä laajentaa omaa näkökulmaa niin peda-
gogisessa kuin tiedollisessa mielessä. Sitä kautta voi
laajentua ikään kuin uusille ajattelun tasoille tässä am-
matissa. Minusta tuntuu, että tässä työssä ei ole kos-
kaan valmis.”

Hyvää kesän jatkoa!

Anne-Maria Ernvall-Hytönen

Viitteet

[1] Nämä Helsingin koulut ovat tutkijan mielestä häly-
tysmerkkejä: Ylen selvitys paljastaa, että vaikeim-
mat ongelmat painottuvat samoille alueille. Yle
31.10.2022, haettu 7.7.2023.
https://yle.fi/a/3-12638287

[2] Pihla Loula: Oppimistulokset romahtavat, eikä
kukaan tunnu tietävän miksi – Mitä kouluissa on
tapahtunut? HS 12.1.2023, haettu 7.7.2023.
https://www.hs.fi/kotimaa/art-
2000009322569.html

[3] Tytöt vastaan pojat – tässä tulokset. Yle 22.6.2022,
haettu 7.7.2023.
https://yle.fi/a/3-12502405

https://yle.fi/a/3-12638287
https://www.hs.fi/kotimaa/art-2000009322569.html
https://www.hs.fi/kotimaa/art-2000009322569.html
https://yle.fi/a/3-12502405
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Harrastaja keksi yhden kiven laatoituksen

Hannu Korhonen

Katu- ja seinälaatoitukset ovat jaksollisia. Jaksotto-
mat laatoitukset ovat olleet enemmän matemaatik-
kojen kuin rakentajien mielenkiinnon kohteina. Pit-
kään oli avoinna kysymys siitä, voidaanko taso laatoit-
taa jaksottomasti vain yhdellä laatalla. Pari sellaista
laattaa on keksitty aikaisemmin [1]. Uusimman keksi
englantilainen matematiikan harrastaja viime syksynä.

Uuden laatoituksen keksijä, matematiikan harrastaja,
eläkkeellä oleva tulostinhuoltaja David Smith julkaisi
tieteellisen artikkelin [2] kolmen matemaatikon kanssa
avoimen julkaisemisen jakelualustalla Arxiv Forumil-
la 20. maaliskuuta 2023. Matemaatikkojen mukanaolo
oli varmaan ehdottoman tarpeen, sillä artikkeli sisältää
geometrisen kuvailun lisäksi myös todistuksen sille, et-
tä tästä uudesta laatasta voidaan tehdä useita erilaisia
jaksottomia laatoituksia, mutta että siitä ei voida ra-
kentaa minkäänlaista jaksollista laatoitusta.

Smith kertoo pohtineensa asiaa kymmenen vuotta [3].
”Olen aina puuhastellut kaikenlaisten muotojen paris-
sa. Yhden kiven ongelmaan olen suorastaan hullaantu-
nut”, sanoo Smith. ”Pidin matematiikasta jo koulussa,
mutta en suoriutunut siitä mitenkään loistavasti.” Kek-
sintöä pidetään erityisen huomionarvoisena siksi, että
se ei pohjaudu mihinkään aikaisemmin tunnettuun laa-
toitusideaan, vaan tuo mieleen pikemminkin aineen si-
säisen rakenteen.

Alussa mainitun tiedeartikkelin kirjoittajat kutsuvat
Smithin laattaa ”hatuksi”. Hyvällä tahdolla sen muo-
dossa voikin olla näkevinään hatun kuvun ja lierit (ku-
va 1, ylempi). Laatta on 13-kulmio. Se rakentuu kah-

deksasta yhtenevästä pitemmän lävistäjänsä suhteen
symmetrisestä nelikulmiosta (kuva 1, alempi). Nämä
ovat vähän kapeampia kuin Penrosen ”leijat”, terävä
kulma on 60◦ ja kaksi muuta kulmaa suoria.

Kuva 1: Hattulaatta ja sen jako yhteneviin nelikulmioi-
hin.
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Suuret sanomalehdet tarttuivat aiheeseen nopeasti.
New York Timesin viikkolehti kirjoitti siitä jo runsaan
viikon kuluttua [3] sekä The Guardian [4] ja The Ti-
mes [5] kahden viikon sisällä. Esimerkiksi Guardian
luonnehti yhden kiven laatoitusta yhdeksi matematii-
kan kiehtovimmista mysteereistä. Median innostukseen
vaikutti varmaankin se, että laatoitukset ovat visuaa-
lisesti näyttäviä ja helposti ymmärrettävää tasogeo-
metriaa, sekä toisaalta se, että näinkin konkreettisel-
ta tuntuva ongelma oli askarruttanut matemaatikkoja
jo kymmenien vuosien ajan. Ja ehkä vielä se, että idean
keksijä oli maallikkoharrastaja eikä ammattimatemaa-
tikko.

Tiedeyhdistysten verkkolehdet ja varsinaiset tiedeleh-
det olivat vielä nopeampia kuin sanomalehdet. Tieteen
ja teknologian uutissivusto Phys.org kertoi artikkelista
jo kolmen päivän kuluttua [6]. Uutinen oli lyhyt ja si-
sälsi lyhyen yhteenvedon siitä, mitä tason laatoitus tar-
koittaa; muuten viitattiin alkuperäiseen tiedeartikke-
liin. Wolfram-yhteisö tarttui aiheeseen vajaassa viikos-
sa. Keskustelussa [7] analysoitiin tarkasti laatan muoto
ja laatoitusmahdollisuuksia [8].

Smithin laatta – hattu – ei ole vain yksittäinen kiinteä
geometrinen kuvio. Kuvion muotoa voidaan muuttaa
jatkuvasti hatusta koveraksi kuusikulmioksi (kuva 3).
IFLScience-uutissivuston artikkelin [9] mukaan ajatuk-
selliset yhteydet ulottuvat myös puhtaan matematiikan
ulkopuolelle. Esimerkiksi kvasikiteisten aineiden raken-
teissa voidaan havaita samoja ominaisuuksia kuin jak-
sottomissa laatoituksissa. Samoilla ideoilla on sovelluk-
sia myös käsipyyhkeiden kuvioinnista ja taittelusta häi-
vehävittäjiin ja tieteiselokuvien muotoaan muuttaviin
robotteihin.

Quanta Magazine kuvasi perusteellisesti sen, miten ta-
son peitto rakentuu hattulaatasta (kuva 4) [11]. Hattu
ei kuitenkaan ole ainoa mielikuva, jonka Smithin laat-
ta saattaa herättää tiedelehden toimittajassa [12] tai
twiittaajassa [13] (kuva 5).

Kuva 2: Laatoitusta voidaan alkaa rakentaa hattulaa-
toista monella tavalla. Ylempi kuva kirjoittajan, alem-
pi ote lähteestä [6].

Kuva 3: Vasemman osakuvan oikeassa ylänurkassa oleva sininen hattu muuttuu vähitellen oikeanpuoleisen osa-
kuvan vastaavassa kohdassa olevaksi symmetriseksi kuusikulmioksi (kuvakaappauksia videosta [10]).
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Kuva 4: Hattulaatoituksen pohjana voidaan nähdä kuusikulmioverkko.

Kuva 5: Smithin laatan voi kuvitella muuksikin kuin
hatuksi (ylempi kuva Science News, alempi Twitter).

Lähteet ja lisää luettavaa

[1] Korhonen, Hannu (2022): Yhden kiven laatoitus.
Solmu 2/2022 s. 4–6. Saatavissa myös
https://matematiikkalehtisolmu.fi/2022/2/
yhden_kiven_ongelma.pdf

[2] Smith, David ym. (20.3.2023): An Aperiodic Mo-
notile. Saatavissa osoitteesta
https://arxiv.org/pdf/2303.10798.pdf

[3] Roberts, Siobhan: Elusive ‘einstein’ solves a long-
standing math problem. New York Times Weekly
29.3.2023.
https://www.npr.org/2023/03/31/
1167297046/a-hobbyist-in-the-u-k-has-
come-up-with-a-new-13-sided-shape-
called-the-hat
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The Guardian 4.4.2023 osoitteessa
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https://www.thetimes.co.uk/article/
retired-yorkshireman-solves-elusive-
einstein-tile-maths-problem-vqw7xgt3p
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Kummia summia

Pekka Alestalo
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos
Aalto-yliopisto

Kaikkien lukujen summa

Solmun artikkeleissa [1] ja [2] tarkasteltiin käsitettä
”kaikkien luonnollisten lukujen summa”, jonka arvoksi
pääteltiin erilaisten temppujen jälkeen −1/12. Aihet-
ta käsitellään myös Wikipedian sivulla [3]. Tässä on
selvästi jotakin epäilyttävää, mutta ainakin ongelmas-
sa on se hyvä puoli, ettei tarvitse ottaa kantaa siihen,
kuuluuko luku nolla luonnollisiin lukuihin, vai ei.

Seuraavassa esitetään vaihtoehtoinen ”päättely”, joka
johtaa eri tulokseen, mutta en näe tässä varsinaista ris-
tiriitaa. Tehtäviä lukuun ottamatta en ole tätä itse kek-
sinyt, mutta luin helpoimman tapauksen jostakin epä-
määräisestä lähteestä, joka on päässyt unohtumaan.
Ehkä se kuuluu matemaattiseen kansanperinteeseen?

Tarkastellaan siis kaikkien luonnollisten lukujen sum-
maa

S = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + . . .

Ryhmitellään summan termit kolmen peräkkäisen lu-
vun lohkoihin ja käytetään ominaisuutta

(3k − 1) + 3k + (3k + 1) = 9k.

Näin saadaan

S = 1 + (2 + 3 + 4) + (5 + 6 + 7) + (8 + 9 + 10) + . . .

= 1 + 9 · 1 + 9 · 2 + 9 · 3 + . . .

= 1 + 9(1 + 2 + 3 + . . . )
= 1 + 9S.

Tästä seuraa, että −8S = 1, joten summan arvoksi saa-
daan S = −1/8.

Tehtävä 1. Osoita, että viiden peräkkäisen termin ryh-
mittelyllä saadaan sama tulos, kun jokaisen lohkon kes-
kellä on muotoa 5k oleva luku.

Tehtävä 2. Osoita, että seitsemän peräkkäisen termin
ryhmittelyllä saadaan sama tulos, kun jokaisen lohkon
keskellä on muotoa 7k oleva luku.

Tehtävä 3. Selvitä, mitä tapahtuu yleisellä (2n + 1):n
peräkkäisen termin ryhmittelyllä, kun jokaisen lohkon
keskellä on muotoa (2n + 1)k oleva luku.

Kysymys: Mikähän on näiden laskujen opetus?

Viitteet

[1] Markku Sointu: Juuso äärettömän äärellä.
Matematiikkalehti Solmu 1/2017.
https://matematiikkalehtisolmu.fi/2017/1/
aareton.pdf

[2] Markku Sointu: Juuson integraalikaava.
Matematiikkalehti Solmu 3/2017.
https://matematiikkalehtisolmu.fi/2017/3/
juuson_integraalikaava.pdf

[3] https://en.m.wikipedia.org/wiki/
1_%2B_2_%2B_3_%2B_4_%2B_%E2%8B%AF
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Oppituntisuunnitelmia luvuista, yhtälöistä ja
ongelmanratkaisusta
Neea Palojärvi
Tutkijatohtori ja yksi Integraalipäivien järjestäjistä, Helsingin yliopisto

Onko hakusessa valmiita oppituntisuunnitelmia mate-
matiikan tunneille tai matematiikkakerhoon? Integraa-
lipäivien kotisivuilta löytyy opettajien, tutkijoiden ja
opiskelijoiden yhdessä tekemiä oppituntisuunnitelmia∗

alakoulusta yliopistoon. Pääpaino on yläkoulun ja lu-
kion oppitunneissa. Lähes kaikki suunnitelmat on jul-
kaistu Nimeä 4.0 Kansainvälinen -lisenssillä, eli niitä
saa muun muassa jakaa ja muunnella, kunhan muistaa
muun muassa nimetä lähteen (ks. lisätietoa lisenssistä
viitteestä [3]).

Kuva 1: Oppituntien suunnittelua Integraalipäivillä.

Alla on esitelty kolme suunnitelmaa. Kaikki esiteltä-
vät oppitunnit sisältävät yläkouluun suunnatun koko-
naisuuden, kaksi viimeistä on suunnattu myös lukioon
ja viimeinen edellisten lisäksi ammatilliseen koulutuk-
seen.

Murtoluvuista ja äärettömästä

Merimies on kuollut ja perinnöksi on jäänyt aarreark-
kuja (ks. [7]). Kun perintö yritetään jakaa vainajan
toiveiden mukaisesti, se ei tunnu onnistuvan. Miten
aarrearkut onnistutaan jakamaan testamentin määrää-
mällä tavalla, kun mukaan lisätään yksi aarrearkku —
ja lisätty arkku voidaan jaon jälkeen palauttaa takai-
sin? Entä kuinka suuri on mahdollisimman suuri lukua
1 pienempi reaaliluku? Tai kuinka ”paljon” kokonais-
lukuja on rationaalilukuihin verrattuna?

Kuva 2: Oppitunnissa [2] oleva vihje kokonaislukujen ja
rationaalilukujen määrään. Kuva on alunperin Anne-
Maria Ernvall-Hytösen Integraalipäivien esityksestä
”Transkendenttisuus ja irrationaalisuus” 23.4.2022.

∗https://blogs.helsinki.fi/integraalipaivat/oppituntisuunnitelmia/

https://blogs.helsinki.fi/integraalipaivat/oppituntisuunnitelmia/
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Näitä kysymyksiä pohditaan oppitunnilla ”Kokonais-
luvut ja murtoluvut” [2]. Oppitunti (45 min) on suun-
nattu peruskoulun 7. luokan oppilaille, oppitunnille tai
matematiikkakerhoon. Tavoitteena on muun muassa,
että oppilas ymmärtää oppitunnin jälkeen paremmin
rationaalilukuja.

Vinkki: Kaipaisitko vielä haastavampaa materiaalia
lukujen ominaisuuksista yläkoululaisten ylöspäin eriyt-
tämiseen tai lukioon? Tutustu oppituntisuunnitelmaan
”Ketjumurtoluvut” [4].

Yhtälöitä ja yhtälöryhmiä

Toukolan tehtaalla kuuluu kummia: Raaka-aineiden
kulutus on lähtenyt käsistä. Onko tehtaan tuotan-
to vain kasvanut vai onko yövartija käyttänyt ainek-
sia salaa betoniporsaiden valmistukseen? Oppitunnissa
”Tonttutehdas lineaariyhtälöiden ratkaisussa” [5] sel-
vitetään mysteeri lineaaristen yhtälöryhmän ratkaise-
misen avulla! 

x + y + 2z = 130
x + 2y + z = 150
2x + y + z = 140

Tämän yhtälöryhmän avulla selvitetään, onko yövarti-
ja ollut luvattomissa töissä betoniporsaiden parissa.

Lukion (pitkä tai lyhyt matematiikka tai matematiik-
kakerho, ainakin 75 min) oppitunnin tavoitteena on, et-
tä oppilas motivoituu lineaaristen yhtälöryhmien rat-
kaisemisen opiskeluun, näkee ne tuoreesta näkökul-
masta, oppii niiden avulla ongelmanratkaisua, selven-
tää käsitystään yhtälönratkaisusta ja kehittää valmiut-
ta yleisten yhtälöryhmien ratkaisumenetelmien opiske-
luun. Oppitunti koostuu edellä mainitusta motivoinnis-
ta, yhtälöryhmien ratkaisumenetelmien esittelystä esi-
merkkeineen ja harjoitustehtävistä.

Oppituntisuunnitelma sisältää myös yksinkertaisem-
man yläkouluun suunnatun version, jossa tutkitaan
kahden yhtälön yhtälöpareja. Motivointina toimii yö-
vartijan toimien sijaan kysymys, kuinka paljon puutar-
hatonttuja ja -pukkeja annetuista aineksista voidaan
valmistaa.

Vinkki: Mikäli yhtälönratkaisusta kaipaa ylöspäin
eriyttävää materiaalia tai kerhomateriaalia oppilaille,
joille 2 × 2-matriisien kertolasku ja transponointi ovat
jo tuttua, niin kannattaa tutustua oppituntisuunnitel-
maan ”Matriisit ja antennit” [6].

Toiminnallisia pisteitä ongelmanratkai-
susta

Onko lukuvuoden loppuun hakusessa asteen verran
toiminnallisempi matematiikan oppitunti? Oppitunti-

suunnitelmassa ”Vaikeat ongelmat, riittävän hyvän rat-
kaisun etsiminen, löytäminen ja hyväksyminen” on rat-
kaisu tähän!

Oppitunti (n. 75 min) koostuu opettajan alustuksesta
aiheeseen, neljästä kiertopisteestä ja lopun yhteenve-
dosta. Oppimistavoitteena on muun muassa hahmottaa
ongelmien ratkaisuavaruuksien suuruutta, tutkia stra-
tegioita ongelmien ratkaisemiseksi ja kehittää ongel-
manratkaisutaitoja. Se on suunnattu yläkouluun, lu-
kioon tai ammatilliseen oppilaitokseen, käsittelyn sy-
vällisyys tapahtuu kohderyhmän mukaan. Materiaalis-
sa on myös mukana diat alun johdantoon, pisteiden
esittelyyn ja loppukoosteeseen.

Kuva 3: Oppitunnissa [8] tutkitaan muun muassa kaup-
pamatkustajan ongelmaa. Kuva on suunnitelman diois-
ta.

Vinkki: Olisiko hakusessa toiminnallisia elementtejä
ja oppiainerajat ylittäviä kokonaisuuksia sisältävä op-
pitunti? Tutustu oppituntiin ”Tartuntatautien mate-
matiikkaa” [1]!

Eikö vielä tärpännyt?

Eivätkö edelliset kuitenkaan olleet aivan sitä, mitä
haettiin? Saattaisiko jostain muusta Integraalipäivillä
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kehitellystä oppituntisuunnitelmasta∗ olla apua? Tar-
jolla on esimerkiksi useampia oppiainerajat ylittäviä
oppitunteja sekä oppituntisuunnitelmia matematiikka-
kerhoon.
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Solmun 3/2022 tehtävien 1–10 ratkaisut

1. Osoita, että jos reaaliluvut x, y ja z toteuttavat yh-
tälön

x

y + z
+ y

x + z
+ z

x + y
= 1,

niin
x2

y + z
+ y2

x + z
+ z2

x + y
= 0.

Määritä jotkin ehdon toteuttavat reaaliluvut.

Ratkaisu. Oletetaan ensin, että x + y + z = 0, jolloin
x + y = −z, x + z = −y ja y + z = −z. Tällöin osoitet-
tavan tuloksen ehto on

1 = x

−x
+ y

−y
+ z

−z
= −1 − 1 − 1 = −3,

mikä ei ole mahdollista. Näin ollen voidaan olettaa, et-
tä x + y + z ̸= 0.

Kun osoitettavan tuloksen ehdon yhtälö

x

y + z
+ y

x + z
+ z

x + y
= 1

kerrotaan nyt puolittain luvulla x+y +z, niin saadaan
ekvivalentti yhtälö

x + y + z

= x2 + x(y + z)
y + z

+ y2 + y(x + z)
x + z

+ z2 + z(x + y)
x + y

= x2

y + z
+ x + y2

x + z
+ y + z2

x + y
+ z.

Näin ollen

x2

y + z
+ y2

x + z
+ z2

x + y
= 0,

mikä pitikin osoittaa.

Olkoon esimerkiksi z = 1 ja x + y = − 1
5 , jolloin

y = − 1
5 − x. Tällöin

x
4
5 − x

+
− 1

5 − x

1 + x
+ 1

− 1
5

= 1,

josta saadaan

50x2 + 10x − 31 = 0 ⇐⇒ x = −1 ±
√

63
10 .

Valitaan näistä suurempi, jolloin saadaan

y = −1
5 − x = −1 −

√
63

10 .

Näin ollen on löydetty yksi ehdon toteuttava kolmikko
x = −1 +

√
63

10 ,

y = −1 −
√

63
10 ,

z = 1.

2. Opri kirjoitti 2022 luvun listan seuraavasti: Listan
kolmas luku on toinen luku jaettuna ensimmäisellä lu-
vulla, listan neljäs luku on kolmas luku jaettuna toisella
luvulla, ja niin edelleen, esimerkiksi listan 100. luku on
99. luku jaettuna 98. luvulla. Mikä on Oprin listan vii-
meinen luku, jos sen ensimmäinen luku on 20 ja toinen
luku on 22?

Ratkaisu. Oprin listan kolmas luku on 22
20 = 11

10 , neljäs
luku on 11

10 : 22 = 1
20 , viides luku on 1

20 : 11
10 = 1

22 ,
kuudes luku on 1

22 : 1
20 = 10

11 , seitsemäs luku on
10
11 : 1

22 = 20 ja kahdeksas luku on 20 : 10
11 = 22. Nyt
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havaitaan, että seitsemäs luku on sama kuin listan en-
simmäinen luku ja kahdeksas luku on sama kuin listan
toinen luku. Näin ollen listan luvut toistuvat kuuden
luvun jaksoissa. Koska 2022 = 6 · 337, niin listan 2022.
luku on ensimmäisestä luvusta lähtien kuuden luvun
jakson viimeinen luku eli 10

11 .

3. Nelikulmion ABCD sivut AD ja DC ovat yhtä pit-
kät. Kulman DAB suuruus on α, kulman ABC suu-
ruus on 2α, kulman BCD suuruus on 3α ja kulman
CDA suuruus on 4α. Osoita, että sivu AB on kaksi
kertaa niin pitkä kuin sivu AD.

Ratkaisu. Koska α + 2α + 3α + 4α = 10α = 360◦,
niin α = 36◦. Näin ollen nelikulmion kulmien suuruu-
det ovat 36◦, 72◦, 108◦ ja 144◦. Kulmien suuruuksia
ei tarvita tehtävän ratkaisussa, mutta ne auttavat alla
olevan kuvan hahmottelemisessa.

A B

CD

E GF

α 2α

3α4α

Koska 5α = 180◦, niin sivuille BC ja AD rajoittuvien
nelikulmion kahden kulman summa on kummassakin
tapauksessa 180◦. Tästä seuraa, että nelikulmion sivut
AB ja DC ovat yhdensuuntaiset. Tämän voi perustel-
la esim. piirtämällä pisteistä D ja C sivua AB vastaan
kohtisuorat janat DF ja CG, ks. kuva. Tällöin päätyi-
hin syntyneitä suorakulmaisia kolmioita AFD ja BGC
tarkastelemalla nähdään, että janat CG ja DF ovat
kohtisuorassa myös sivua DC vastaan.

Näin ollen nelikulmio ABCD on puolisuunnikas. Si-
joitetaan piste E sivulle AB niin, että sivut BC ja
ED ovat yhdensuuntaiset. Tällöin nelikulmio BCDE
on suunnikas. Koska kulma ∠EBC = 2α, niin myös
∠AED = 2α ja ∠CDE = 2α. Näin ollen ∠ADE =
4α − 2α = 2α. Tästä seuraa, että AD = AE. Koska
BCDE on suunnikas, niin EB = DC. Tehtävänannon
mukaan AD = DC, joten AE = AD = DC = EB.
Näin ollen AB = AE + EB = 2AD.

4. Olkoot x1 ja x2 yhtälön 15x2 − 21x + 7 = 0 reaali-
juuret. Määritä lausekkeen

x1

x2
+ x2

x1
+ 1

x1
+ 1

x2

tarkka arvo.

Ratkaisu. Toisen asteen yhtälön diskriminantti on

(−21)2 − 4 · 15 · 7 = 21,

joten yhtälöllä on kaksi eri suurta reaalijuurta. Kos-
ka yhtälön vasemmalla puolella oleva vakio ei ole nolla,

niin kumpikaan juurista x1 ja x2 ei ole nolla. Näin ollen
kaikki määritettävässä lausekkeessa olevat murtoluvut
on määritelty. Lasketaan juurten summa ja tulo Viéten
kaavoilla:

x1 + x2 = 21
15 = 7

5 , x1 · x2 = 7
15 .

Saadaan
x1

x2
+ x2

x1
+ 1

x1
+ 1

x2
= x2

1 + x2
2 + x1 + x2

x1x2

= (x1 + x2)2 − 2x1x2 + x1 + x2

x1x2

= (x1 + x2)(x1 + x2 + 1)
x1x2

− 2

=
7
5 · 12

5
7

15
− 2 = 36

5 − 10
5 = 26

5 .

5. Viisikulmion kaikki sivut ovat yhtä pitkiä ja kaksi
sen kulmista ovat suoria. Kuinka suuria muut kolme
kulmaa voivat olla?

Ratkaisu. Merkitään viisikulmion sivujen pituutta a:lla
ja sen kulmia A, B, C, D ja E, jolloin tarkasteltava vii-
sikulmio on ABCDE. Alla olevassa kuvassa on kaksi
mahdollista tapausta, jossa viisikulmion suorat kulmat
ovat vierekkäin kulmissa A ja B.

A B

CE

D

a a

a

a a

a

A B

CE

D

aa

a

aa

a

Molemmissa tapauksissa ABCE on neliö, joten EC =
a. Näin ollen kolmio CDE on tasasivuinen ja sen kul-
mien suuruus on 60◦. Vasemmanpuoleisessa viisikul-
miossa ABCDE tuntemattomien kulmien suuruudet
ovat ∠CDE = 60◦ ja ∠BCD = ∠DEA = 90◦ + 60◦ =
150◦. Oikeanpuoleisessa viisikulmiossa ABCDE huo-
mataan, että ∠BCD = ∠AED = 90◦ − 60◦ = 30◦.
Lisäksi viides tuntematon kulma on ∠CDE = 360◦ −
60◦ = 300◦.

Tasasivuinen viisikulmio ABCDE voidaan muodostaa
myös niin, että suorat kulmat eivät ole vierekkäin, ku-
ten seuraavassa kuvassa on esitetty.
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A B

CE

D

a a

F
a
2

a
2

a a

α

Kolmiot ADE ja BCD ovat tasakylkisiä ja suorakul-
maisia, joten AD = BD = a

√
2 ja ∠DAE = ∠ADE =

∠DBC = ∠BDC = 45◦. Merkitään α = ∠BAD =
∠ABD. Tällöin

cos α = AF

AD
=

a
2

a
√

2
= 1

2
√

2
,

joten α ≈ 69,295◦ ja ∠ADF = 90◦ − α = 20,705◦.
Näin ollen tuntemattomien kulmien suuruuksiksi saa-
daan ∠BAD = ∠ABC = 45◦ + α ≈ 114,295◦ ja
∠CDE = 2 · 45◦ + 2 · ∠ADF ≈ 131,410◦.

Kaikissa edellä esitetyissä kolmessa tapauksessa on
helppo tarkistaa, että viisikulmion kulmien summa on
540◦, kuten pitääkin olla. Muita mahdollisia tapauksia
ei ole, koska suorat kulmat ovat joko vierekkäisissä kul-
missa tai niin, että niiden välissä on yksi kulma, jolloin
toiseen suuntaan välissä on kaksi kulmaa.

6. Edel tekee puisia tikkuja, joiden pituus on kokonais-
luku. Mitkään kolme tikkua eivät saa muodostaa kol-
miota. Tikuissa on pituudeltaan 1 ja 10 olevat tikut ja
pisimmän tikun pituus on 100. Kuinka monta tikkua
Edel voi enintään tehdä?

Ratkaisu. Jotta kolmesta tikusta ei voi muodostaa kol-
miota, on pisimmän tikun pituuden oltava vähintään
kahden lyhemmän tikun pituuden summa. Näin ollen
tikkuja saataisiin eniten, jos niiden pituudet olisivat
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,. . . Koska yhden tikun pituu-
den on kuitenkin oltava 10, niin pituudeltaan 8 oleva
tikku on korvattava tikulla, jonka pituus on 10, sillä
3 + 5 < 10 < 5 + 8. Näin ollen tikkujen pituudet voi-
sivat olla 1, 1, 2, 3, 5, 10, 15, 25, 40, 65, 105,. . . Koska
pisimmän tikun pituuden on oltava 100, niin pituudel-
taan 65 oleva tikku on korvattava tikulla, jonka pituus
on 100, sillä 25 + 40 < 100 < 40 + 65. Tikkujen pituu-
det voivat siis olla 1, 1, 2, 3, 5, 10, 15, 25, 40, 100, ja
Edel voi näin ollen tehdä enintään 10 tikkua.

7. Kahden kolminumeroisen luvun keskiarvo on luku,
joka saadaan kirjoittamalla kyseiset luvut peräkkäin
ja erottaen luvut desimaalipilkulla. Mitkä nämä kaksi
lukua ovat?

Ratkaisu. Olkoot A ja B etsityt kolminumeroiset luvut
ja merkitään ne peräkkäin kirjoitettuna ja desimaali-
pilkulla erotettuna A,B. Tällöin

A + B

2 = A,B = A + B

1000 ,

joten
A + B = 2A + B

500 .

Koska A+B ja 2A ovat kokonaislukuja, niin myös luvun
B

500 on oltava kokonaisluku. Mutta koska B on kolmi-
numeroinen, niin ainoa mahdollisuus on, että B = 500.
Tällöin A = B − 1 = 500 − 1 = 499. Voidaan vielä
tarkistaa, että

499 + 500
2 = 999

2 = 499,500.

8. Yksikköneliön sisään piirretään neljä ympyrää kuten
alla olevassa kuvassa on esitetty. Kaksi suurempaa ym-
pyrää ovat samankokoiset ja samoin kaksi pienempää
ympyrää ovat samankokoiset. Ympyrät sivuavat toisi-
aan ja neliön sivuja. Mikä on ympyröiden keskipisteet
yhdistämällä muodostuvan vinoneliön pinta-ala?

Ratkaisu. Tarkastellaan alla olevassa kuvassa esitettyä
tilannetta, jossa suurempien ympyröiden säde on R ja
pienempien ympyröiden säde on r. Tehtävänannon pe-
rusteella CD = CL + LM + MD = 1.

A B

CD

E

F

G

H

M

N

K

R L r

R

rT
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Nelikulmio CLGK on neliö, jonka sivun pituus on r,
ja nelikulmio DNHM on neliö, jonka sivun pituus on
R. Nyt HT = R − r ja GH = r + R, sillä janassa GH
on pienen ja ison ympyrän säteet peräkkäin. Suorakul-
maisesta kolmiosta GTH saadaan

(R + r)2 = GT 2 + (R − r)2,

joten GT 2 = 4Rr. Näin ollen LM = GT = 2
√

Rr ja
saadaan

1 = r + LM + R = r + 2
√

Rr + R = (
√

r +
√

R)2.

Koska
√

r +
√

R > 0, niin
√

r +
√

R = 1.

Lasketaan ensin säde R. Koska BD =
√

2, BF =
DH =

√
2R ja FH = 2R, niin

2R + 2
√

2R =
√

2

ja näin ollen

R = 1
2 +

√
2

= 1 −
√

2
2 .

Nyt
√

r = 1 −
√

R = 1 −

√
1 −

√
2

2 ,

joten neliöön korottamalla saadaan

r = 1 − 2

√
1 −

√
2

2 + 1 −
√

2
2 = 2 −

√
2

2 −
√

4 − 2
√

2.

Huomataan, että suunnikkaan EFGH lävistäjien pi-
tuudet ovat FH = 2R ja EG =

√
2 − 2

√
2r. Koska lä-

vistäjät ovat kohtisuorassa toisiaan vasten, niin suun-
nikkaan pinta-ala saadaan kaavalla

ala = FH · EG

2 = 2R(
√

2 − 2
√

2r)
2 = R(

√
2 − 2

√
2r)

=
(

1 −
√

2
2

)(√
2 − 2

√
2

(
2 −

√
2

2 −
√

4 − 2
√

2
))

= 5 − 4
√

2 + 2
√

(2 −
√

2)3 ≈ 0,2398.

9. Määritä kaikki positiiviset reaaliluvut x, joille x + 1
x

on kokonaisluku ja x3 + 1
x3 on alkuluku.

Ratkaisu. Kun x + 1
x = n on positiivinen kokonaisluku,

niin myös sen neliö(
x + 1

x

)2
= x2 + 1

x2 + 2 = n2

on positiivinen kokonaisluku. Edelleen

x2 + 1
x2 = n2 − 2

on positiivinen kokonaisluku, joten n > 1. Kertomalla
nyt yhtälöt

x + 1
x

= n ja x2 + 1
x2 = n2 − 2

puolittain keskenään saadaan

x3 + 1
x3 + x + 1

x
= n3 − 2n,

joten
x3 + 1

x3 = n3 − 3n = n(n2 − 3),

joka on kahden positiivisen kokonaisluvun tulo. Se on
alkuluku täsmälleen silloin, kun toinen tekijä on 1
ja toinen on alkuluku. Koska n > 1, niin on oltava
n2 − 3 = 1 eli n = 2. Näin ollen x + 1

x = 2, joten x = 1.

10. Mitkä luvuista 1, . . . , 50 voidaan lausua vähintään
kahden peräkkäisen ei-negatiivisen kokonaisluvun sum-
mana?

Ratkaisu. Kaikki parittomat positiiviset kokonaisluvut
voidaan esittää kahden peräkkäisen ei-negatiivisen ko-
konaisluvun summana. Pariton luku jaettuna kahdel-
la ei ole kokonaisluku, mutta kun lasketaan osamää-
rää edellinen ja seuraava kokonaisluku yhteen, saadaan
tarkasteltavana oleva pariton luku:

1 = 0 + 1, 3 = 1 + 2, 5 = 2 + 3, . . . , 49 = 24 + 25.

Toisaalta positiivisia parillisia lukuja ei voida esittää
kahden peräkkäisen kokonaisluvun summana, koska
kahden peräkkäisen kokonaisluvun summa on aina pa-
riton luku.

Tarkastellaan seuraavaksi positiivisia parillisia koko-
naislukuja, joissa on tekijänä pariton positiivinen ko-
konaisluku n ̸= 1. Tällöin tarkasteltava luku voidaan
esittää tulona m · n, missä m on positiivinen kokonais-
luku. Asetetaan luvun toinen tekijä m summan kes-
kimmäiseksi yhteenlaskettavaksi ja lisätään siihen vuo-
rotellen m:ää pienempiä ja suurempia peräkkäisiä ko-
konaislukuja niin monta, että summaan tulee yhteensä
n yhteenlaskettavaa lukua. Tällöin summaksi saadaan
tarkasteltava luku. Esimerkiksi

42 = 7 · 6 = 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9.

Huomataan, että koska m:ää pienempiä lukuja lisätään
summaan m−1

2 kappaletta, niin kaikki summan luvut
ovat positiivisia. Tällöin siis löydetään aina summaan
vaadittavat peräkkäiset ei-negatiiviset kokonaisluvut.

Tarkastellaan sitten positiivisia parillisia kokonaisluku-
ja, joilla ei ole tekijänä paritonta positiivista kokonais-
lukua n ̸= 1. Tällöin kaikki tekijät ovat parillisia luku-
ja, jotka ovat luvun 2 potensseja 2k, k ∈ N. Tällaisia
lukuja ei ole mahdollista esittää enemmän kuin kahden
peräkkäisen kokonaisluvun summana.

Perustellaan tämä tekemällä vastaoletus, että vähin-
tään kolmen peräkkäisen kokonaisluvun summa on 2k.
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Oletetaan ensin, että yhteenlaskettavia lukuja on pari-
ton määrä n. Tällöin summan keskimmäinen luku on
yhteenlaskettavien lukujen keskiarvo, joten n on luvun
2k tekijä. Tämä on ristiriita, koska luvulla 2k on vain
parillisia tekijöitä luvun 1 lisäksi.

Oletetaan sitten, että yhteenlaskettavia lukuja on pa-
rillinen määrä 2n. Tällöin yhteenlaskettavien lukujen
keskiarvo ei ole kokonaisluku vaan ”puoliluku” m+0,5,
m ∈ N, jolloin

(m + 0,5) · 2n = 2k eli (2m + 1) · 2n = 2k+1.

Tämä on ristiriita, koska luku 2m+1 on pariton, mutta
luvulla 2k+1 ei ole parittomia tekijöitä.

Näin ollen lukuja 2, 4, 8, 16 ja 32 ei voida esittää vähin-
tään kahden peräkkäisen ei-negatiivisen kokonaisluvun
summana, mutta kaikki muut 45 lukua väliltä 1, . . . , 50
voidaan esittää.

Solmun 3/2022 tehtävien 11–20 ratkaisut julkaistaan
seuraavassa numerossa.

Lähde: KöMaL
Käännös ja sovitus suomeksi: Mika Koskenoja
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Tottumuksen tyrannia ja koululaisen matemaattinen
käsitteenmuodostus

Mikko Kotisaari
Matematiikan ja fysiikan aineenopettaja
mikko.kotisaari@edu.hel.fi

Jukka Liukkonen käsitteli mainiossa Suorakulmio-
artikkelissaan1 (Solmu 2/2022) matemaattisten käsit-
teiden, ennen kaikkea suoran kulman, nomenklatuuria
ja tematiikkaa. Moni meistä opettajista havahtuu toi-
sinaan vastaaviin harhaanjohtavuuden ja epätäsmälli-
syyden kiusalliselle alueelle kurottaviin käsitekyseen-
alaistuksiin, varsinkin vasta maahan muuttaneiden ja
suomen kieltä opettelevien opettamisessa. He muodos-
tavat mielissään käsitteitä ja opettelevat osin jo tun-
temiensa kuvioiden suomenkielisiä nimiä. Muiden kie-
lien tapaan suomen kielessä on tottakai vakiintunei-
ta käytäntöjä, totuttuja sinne päin -ilmaisuja ja ken-
ties alkuihmetyksen jälkeen muitta mutkitta hyväksyt-
tyjä ristiriitojakin. Totta, kai, tottakai. Kuinka paljon
sellaisia on silti hyväksyttävä matematiikan terminolo-
giassa? Mikä muu tieteenala pyrkii samalla tinkimät-
tömyydellä täsmällisyyteen?

Huomioni koskee tasogeometrian alkeita, joiden pääl-
le rakennetaan avaruusgeometria. Nyt ei ole tarkoitus-
kaan astua kauas kaareutuvien pintojen vinhaan viet-
telykseen, vaan viivähtää tovi koulun penkillä oppilaan
näkökulmasta. Liukkosen artikkelissa mainittiin neliön
kaksoismerkitys säännöllisenä nelikulmiona ja toisaal-
ta neliömetrin lyhenteenä. Nämä merkitykset kuiten-
kin ovat käsitteenmuodostuksessa ilmeisen rinnasteisia
ja järkeviä, onhan metri SI-järjestelmässä pituuden pe-
rusyksikkö. Kolmas, vähemmän ilmeinen merkitys ne-

liölle on asunnon koko: neljä huonetta ja keittiö. Sel-
vä, lasketaan siis huoneiden määrää: yksiö, kaksio, kol-
mio, neliö ja kenties arkikielessä harvinaisemmat viisiö,
kuusio, seitsiö jne.

Tasogeometriassa ei tunneta yksiötä eikä kaksiota,
mutta kolmio kyllä tunnetaan oikein hyvin: kolmikul-
mainen monikulmio. Useimmille oppilaille tämä on-
kin sanan ensimmäinen opittu merkitys. Tarkoittakoon
vain vapaasti kolmio samalla kolmikulmaista monikul-
miota sekä kolmihuoneista asuntoa; asiayhteys pelas-
taa.

Missä sitten piilee manaamani matemaattis-termino-
loginen ongelma? Varhainen, lapsena tapahtunut kä-
sitteenmuodostuksemme ja sen jälkeinen tottumuksen
tyrannia ovat piilottaneet sen alleen. Kun seitsemäs-
luokkalainen alkaa opetella monikulmioita, ensimmäi-
senä hänelle esitellään yksinkertaisin eli kolmio. Kol-
mioita sitten piirretään ja luokitellaan tylppien, suo-
rien ja terävien kulmien sekä sivujen tasamittaisuuden
suhteen. Kolmion säännöllisenä erikoistapauksena ope-
tellaan tasasivuinen kolmio. Jos tarina jatkuisikin ne-
liöihin, mutta ei jatku. Se jatkuu nelikulmioihin, joista
neliö on säännöllinen erikoistapaus. Tätä oppilaan voi
kestää sulatella jonkun aikaa, jos asia on uusi eikä jo
lapsuudesta tuttu. Millainen sitten olisi parempi nimis-
tö?

1https://matematiikkalehtisolmu.fi/2022/2/suorakulmio.pdf

https://matematiikkalehtisolmu.fi/2022/2/suorakulmio.pdf
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Monikulmion
kulmien määrä

Nykyinen nimitys Ehdotukseni

Yleinen muoto Säännöllinen
muoto

Yleinen muoto Säännöllinen
muoto

3 kolmio tasasivuinen
kolmio

kolmikulmio kolmio

4 nelikulmio neliö nelikulmio neliö

5 viisikulmio säännöllinen
viisikulmio

viisikulmio viisiö

6 kuusikulmio säännöllinen
kuusikul-
mio/kuusio

kuusikulmio kuusio

n n-kulmio säännöllinen
n-kulmio

n-kulmio säännöllinen
n-kulmio/n:iö

Täsmällisyydellä on toki hintansa. Lukija kenties kakel-
telee, kuinka kapulakieliseltä kolmikulmio kuulostaa-
kaan. Vaan kuulostaako sittenkään? Pitkältä kenties
kyllä. Entä alkusointu ja rytmi? Mikä nykyinen kol-
miomme on muilla kielillä? Triangel (ruots.), triangle
(engl.), Dreieck (saks.) – kolmikulmiohan se. Triange-
lista lisää musiikintunnilla. Suomen kielessä geometris-
ta kuusiota käytetäänkin jonkin verran, esim. työkalus-

sa kuusiokoloavain. Käytetäänkö jossain viisiötä?

Sikäli kun ehdotukseni on harkinnan arvoinen, herää
kysymys, kuka tällaisen muutoksen voisi tehdä. Ko-
timaisten kielten keskus? Vai onko todella, Liukkosta
mukaillen, geometrian luultavasti jumalallista alkupe-
rää oleva nomenklatuuri asia, johon matemaatikkokaan
ei pysty vaikuttamaan?
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Ymmärryksen tuolla puolen

Jukka Liukkonen
Mat. yo. evp.

Young man, in mathematics you don’t un-
derstand things. You just get used to them.

— John von Neumann

Moniulotteinen maailma

Liitin tuon epigrafin artikkelin alkuun siksi, että en
ymmärrä neliulotteista avaruutta, saati sitten useam-
piulotteista avaruutta. Kolmiulotteisen avaruuden luu-
len ymmärtäväni, mutta saatan olla Dunning-Kruger-
efektin eli ylivertaisuusvinouman uhri. Kun kolme
koordinaattiakselia laitetaan kohtisuoraan toisiaan vas-
taan, ja siihen pitäisi ängetä neljäs akseli, joka on koh-
tisuorassa kaikkia kolmea vastaan, niin en kyllä ym-
märrä, mihin suuntaan se neljäs akseli sojottaa. Kui-
tenkin pääsin yliopistossa esimerkiksi matriisilasken-
nan kurssista läpi, vaikka siellä käsiteltiin lineaarisia
kuvauksia m-ulotteiselta avaruudelta n-ulotteiseen ava-
ruuteen, missä m ja n voivat olla miten suuria positii-
visia kokonaislukuja tahansa. Jotain kummallista täs-
sä matematiikassa on. Sen avulla pystytään tunkeu-
tumaan ihmisen havaintomaailman ja käsityskyvynkin
tuolle puolen. Lisäksi tuo tunkeutuminen on aika usein
yhtä vaivatonta kuin omenoiden, banaanien ja appel-
siinien jaottelu eri koreihin.

Tiesitkö muuten, että kaikki solmut [4] aukeavat neli-
ulotteisessa avaruudessa? Tai oikeastaan ne ovat jo val-
miiksi auki sellaisen tarkkailijan mielestä, joka ei ole si-

dottu kolmeen ulottuvuuteen. Tätä aihetta käsitellään
artikkelin lopussa. Alkuosassa pohditaan eriulotteisten
kappaleiden mittaamista.

Moniulotteisen kuution pinta-ala ja tila-
vuus

Euklidinen avaruus R3 on pisteiden (x1, x2, x3) joukko

R3 =
{

(x1, x2, x3)
∣∣ x1, x2, x3 ∈ R

}
.

Kun avaruuden ulottuvuuksien määrää kasvatetaan,
jono (x1, x2, x3) pitenee jonoksi (x1, . . . , xn), ja yleinen
n-ulotteinen euklidinen avaruus on joukko

Rn =
{

(x1, . . . , xn)
∣∣ x1, . . . , xn ∈ R

}
.

Kahden pisteen a = (a1, . . . , an) ja b = (b1, . . . , bn) vä-
linen etäisyys lasketaan Pythagoraan lauseen yleistyk-
sen kautta kuten kolmiulotteisessa avaruudessa:

|a − b| =
√

(a1 − b1)2 + . . . + (an − bn)2.

Pituudesta, pinta-alasta ja tilavuudesta käytetään yh-
teistä nimitystä mitta tai täsmällisemmin 1-mitta,
2-mitta ja 3-mitta. Useampiulotteisessa avaruudessa
Rn puhutaan n-mitasta. Esimerkiksi n-ulotteisen suo-
rakulmaisen suuntaissärmiön{

(x1, . . . , xn)
∣∣ a1 ≤ x1 ≤ b1, . . . , an ≤ xn ≤ bn

}
n-mitta on särmien pituuksien tulo

(b1 − a1) . . . (bn − an).
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Muiden kappaleiden voidaan ajatella koostuvan pie-
nenpienistä suorakulmaisista suuntaissärmiöistä. Tä-
hän ajatukseen perustuu pinta-alan mittaaminen ne-
liösenttimetreissä tai tilavuuden mittaaminen kuutio-
senttimetreissä. Kun n-ulotteista kappaletta venyte-
tään niin, että etäisyydet r-kertaistuvat, kappaleen n-
mitta rn-kertaistuu, sillä

r(b1 − a1)r(b2 − a2) . . . r(bn − an)
= rn(b1 − a1)(b2 − a2) . . . (bn − an).

Moniulotteisen avaruuden olioita nimitetään hy-
perolioiksi: esimerkiksi n-ulotteisen avaruuden n-
ulotteinen kuutio on hyperkuutio [2], kolmiulotteises-
sa avaruudessa leijuvaa kaksiulotteista tasoa vastaa
n-ulotteisen avaruuden (n−1) -ulotteinen hypertaso [3]
jne. Origokeskisen hyperkuution

Cn
r =

{
(x1, . . . , xn)

∣∣ −r ≤ x1 ≤ r, . . . , −r ≤ xn ≤ r
}

n-mitta eli hypertilavuus V (Cn
r ) ja hyperpinta-ala

A(Cn
r ) ovat

V (Cn
r ) = (2r)n ja A(Cn

r ) = 2n(2r)n−1,

sillä hyperkuutiolla on jokaista koordinaattiakse-
lia kohti kaksi (n−1) -ulotteista hyperkuutiosivutah-
koa, joista kummankin (n−1) -mitta on V (Cn−1

r ) =
(2r)n−1. Hyperkuution lävistäjän pituus on

d(Cn
r ) =

√
n(2r)2 = 2r

√
n.

Origokeskiselle yksikköhyperkuutiolle r = 1/2, ja

V (Cn
1/2) = 1, A(Cn

1/2) = 2n ja d(Cn
1/2) =

√
n.

Huomaa, että yksikköhyperkuution hypertilavuus säi-
lyy vakiona, mutta hyperpinta-ala ja läpimitta kasva-
vat rajatta, kun avaruuden dimensio n kasvaa rajatta.
Jatkossa puhutaan kuutioista, pinta-aloista, tilavuuk-
sista jne. silloinkin, kun ulottuvuuksia on enemmän
kuin kolme. Ulottuvuuksien määrä ilmenee asiayhtey-
destä.

Moniulotteinen pallo ja kuula

Pallolla tai (n−1)-pallolla [5] tarkoitetaan tässä artik-
kelissa n-ulotteisen euklidisen avaruuden Rn pistejouk-
koa

Sn−1
r =

{
(x1, . . . , xn)

∣∣ x2
1 + . . . + x2

n = r2 }
.

Sen pisteet sijaitsevat tasan säteen r päässä origosta.
Pallo käsittää siis pelkän (n−1)-ulotteisen pallonkuo-
ren. Kun siihen yhdistetään kuoren sisäpuolelle jäävät
pisteet, saadaan kuula eli n-kuula

Bn
r =

{
(x1, . . . , xn)

∣∣ x2
1 + . . . + x2

n ≤ r
}

.

Pallon (n−1)-mittaa A(Sn−1
r ) sanotaan pallon pinta-

alaksi, ja kuulan n-mittaa V (Bn
r ) kuulan tilavuudek-

si. Yksikköpallon tapauksessa pinta-alaa ja tilavuutta
merkitään

An−1 = A(Sn−1
1 ) ja Vn = V (Bn

1 ).
Ne skaalautuvat r-säteisen pallon pinta-alaksi ja kuu-
lan tilavuudeksi:

A(Sn−1
r ) = rn−1An−1 ja V (Bn

r ) = rnVn .

Kuulan kuorimalli

Tilavuuden laskemiseksi kuulan ajatellaan koostuvan
sisäkkäisistä pallonkuorista kuin sipuli. Säteen pituu-
den lisäystä ∆r vastaa tilavuuden lisäys

∆V (Bn
r ) ≈ A(Sn−1

r ) ∆r,

joka on pallon pinta-ala kerrottuna pallonkuoren pak-
suudella. Kun säteen lisäys on hyvin pieni ja lähes-
tyy nollaa, perinteisen havainnollisen ajattelutavan mu-
kaan äärettömän pienille eli infinitesimaalisille erotuk-
sille tai differentiaaleille

dr = lim
∆r→0

∆r ja dV (Bn
r ) = lim

∆r→0
∆V (Bn

r )

saadaan tarkka yhtälö
dV (Bn

r ) = A(Sn−1
r ) dr.

Tämä on tietysti löysää puhetta, mutta se johtaa päte-
viin yhtälöihin

lim
∆r→0

∆V (Bn
r )

∆r
= dV (Bn

r )
dr

= A(Sn−1
r ),

joilla on täsmällinen merkitys: pinta-ala on tilavuuden
erotusosamäärän raja-arvo, toisin sanoen derivaatta.

r

dr

dV (Bn
r )

A(S n−1
r )

Kuva 1. Kuula origokeskisten pallonkuorien yhdisteenä. Kuulan
tilavuus saadaan summaamalla eli integroimalla ohuiden pallon-
kuorien tilavuudet.
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Muutoksen mallintaminen differentiaalien avulla on
paljon käytetty ja tehokkaaksi havaittu menetelmä eri-
laisten kaavojen ja yhtälöiden johtamiseen. Muodolli-
sesta yhtälöstä dV (Bn

r ) = A(Sn−1
r ) dr päästään muka-

vasti integraaliyhtälöön
R∫

0

dV (Bn
r ) =

R∫
0

A(Sn−1
r )dr,

toisin kirjoitettuna ja laskettuna

V (Bn
R) = An−1

R∫
0

rn−1dr = An−1

n

R/
0

rn = An−1

n
Rn.

Erityisesti

Vn = An−1

n
.

Kuulan siivumalli

Tilavuuksien Vn ja Vn−1 välille saadaan yhteys, kun
kuula siivutetaan ohuiksi siivuiksi xn-akselia vastaan
kohtisuorassa suunnassa kuvan mukaisesti.

θ

1
h

r

dh

xn

x1, . . . , xn−1

dVn(h)

Kuva 2. Siivutetun kuulan tilavuus saadaan summaamalla ohui-
den siivujen tilavuudet.

Korkeuden h muutosta dh vastaava tilavuuden muutos
on siivun pinta-alan ja paksuuden tulo

dVn(h) = V (Bn−1
r ) dh = rn−1Vn−1 dh

= Vn−1 cosn−1 θ d sin θ

= Vn−1 cosn θ dθ,

missä h = sin θ, r = cos θ ja yleisesti df(θ) = f ′(θ) dθ.
Siivun pinta-alalla tarkoitetaan (n−1) -ulotteisen kuu-
lan (n−1) -mittaa. Integroimalla saadaan

Vn = 2
1∫

0

dVn(h) = 2Vn−1

π
2∫

0

cosn θ dθ

= Vn−1

π
2∫

− π
2

cosn θ dθ = Vn−1In ,

missä on merkitty In =
π
2∫

− π
2

cosn θ dθ. Erityisesti I0 = π

ja I1 = 2. Siis

Vn = Vn−1In , In =

π
2∫

− π
2

cosn θ dθ.

Pallon siivumalli

Pallon pinta-ala voidaan laskea siivuttamalla samaan
tapaan kuin tilavuuskin. Pinta-alojen An ja An−1 väli-
nen yhteys saadaan integroimalla yhtälöstä

dAn(θ) = A(Sn−1
cos θ) dθ = An−1 cosn−1 θ dθ.

θ

dθ

cos θ

1

xn+1

x1, . . . , xn

dAn(θ)

Kuva 3. Siivutetun pallon pinta-ala on summa suikaleiden pinta-
aloista. Suikaleen pinta-ala on sen pituuden ja leveyden tulo. Pi-
tuus tarkoittaa tässä (n−1) -ulotteisen pallon (n−1) -mittaa.
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Toisin sanoen

An = An−1

π
2∫

− π
2

cosn−1 θ dθ.

An = An−1In−1 .

Kosinin potenssin integraali

Kehystetyistä kaavoista saadaan palautuskaava, josta
integraalin In arvot voidaan laskea:

In+1

In−1
= Vn+1

Vn

An−1

An
= n

n + 1
An

An−1

An−1

An
= n

n + 1 .

Täten parillisilla n

In+1 = n

n + 1 In−1 = n

n + 1 · n − 2
n − 1 · . . . · 2

3 I1

= n · (n − 2) · . . . · 2
(n + 1) · (n − 1) · . . . · 3 · 2,

ja parittomilla n

In+1 = n

n + 1 In−1 = n

n + 1 · n − 2
n − 1 · . . . · 1

2 I0

= n · (n − 2) · . . . · 1
(n + 1) · (n − 1) · . . . · 2 · π.

Matemaattisten laskelmien ja päätelmien tekemistä
voidaan verrata löytöretkeilyyn. Edellä esitetty kosi-
nin potenssin integrointikaavan johto hyperpallojen ja
-kuulien avulla muistuttaa purjehdusta Helsingistä Tal-
linnaan Kap Hornin kautta. Perille päästiin kuitenkin.
Puoli vuosituhatta sitten eräs purjehtija lähti etsimään
Intiaa, mutta päätyi Amerikkaan. Myös matemaatti-
sella matkalla löydetään kaikkea mielenkiintoista, eikä
aina sitä, mitä alun perin oli tarkoitus. Nyt kävi on-
nekkaasti.

Tehtävä 1. Johda palautuskaava In = n − 1
n

In−2 osit-
taisintegroimalla.

Tehtävä 2. Johda hyperoktaedrin

On
r =

{
(x1, . . . , xn)

∣∣ |x1| + . . . + |xn| ≤ r
}

tilavuuden lauseke. Vihje: Viipaloimalla saat palautus-
kaavan, jossa V (On

1 ) lausutaan tilavuuden V (On−1
1 )

avulla.

Gamma-funktio

Pallojen ja kuulien mittaamisessa on edistytty palau-
tuskaavojen tasolle, mutta lopullisten laskentakaavojen
aikaansaamiseksi pitää vielä tehdä töitä. Sitä varten
määritellään kertomafunktiota ℓ 7→ (ℓ−1)! muistutta-
va gammafunktio

Γ :
{

k
2

∣∣ k ∈ Z, k > 0
}

→ R,

Γ
(

k
2
)

=


√

π , k = 1 ,

1 , k = 2 ,(
k
2 − 1

)
Γ

(
k
2 − 1

)
, k > 2 .

Olkoon k parillinen. Kun palautuskaavaa (alin vaih-
toehto) sovelletaan k/2 kertaa, saadaan yhtälö

Γ
(

k + 2
2

)
= k

2 · k − 2
2 · . . . · 4

2 · 2
2 · Γ(1),

josta ratkeaa

k · (k − 2) · . . . · 4 · 2 =
2 k

2 Γ
(

k+2
2

)
Γ(1) = 2 k

2 Γ
(

k + 2
2

)
.

Parittomilla k sovelletaan palautuskaavaa (k+1)/2 ker-
taa, mikä johtaa yhtälöön

Γ
(

k + 2
2

)
= k

2 · k − 2
2 · . . . · 3

2 · 1
2 · Γ

(
1
2

)
.

Siitä ratkaistaan

k · (k −2) · . . . ·3 ·1 =
2 k+1

2 Γ
(

k+2
2

)
Γ

( 1
2
) = 2 k+1

2
√

π
Γ

(
k + 2

2

)
.

Parillisilla n on täten

In+1 =
2 n

2 Γ
(

n+2
2

)
2

n+2
2√
π

Γ
(

n+3
2

) · 2 =
Γ

(
n+2

2
)

Γ
(

n+3
2

) √
π .

Parittomilla n pätee

In+1 =
2

n+1
2√
π

Γ
(

n+2
2

)
2 n+1

2 Γ
(

n+3
2

) · π =
Γ

(
n+2

2
)

Γ
(

n+3
2

) √
π .

Yllättäen saatiin samannäköinen tulos parillisilla ja pa-
rittomilla n. Kun n korvataan erotuksella n−1, saadaan
yleinen kaava

In =
Γ

(
n+1

2
)

Γ
(

n+2
2

) √
π .

On vaivatonta tarkistaa, että se pätee myös tapauksissa
n = 0 ja n = 1.
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Huomautus. Erillisissä pisteissä k/2, missä k on
positiivinen kokonaisluku, määritelty funktio Γ voi-
daan laajentaa kompleksimuuttujan kompleksiarvoi-
seksi (meromorfi)funktioksi

Γ : C \ {0, −1, −2, . . .} → C, z 7→ Γ(z).

Tällöin puhutaan Eulerin gammafunktiosta [1]. Sen ra-
joittumana saadaan jatkuva funktio

Γ : ]0, ∞[ → R,

jolle Γ(ℓ) = (ℓ − 1)! = 1 · 2 · . . . · (ℓ − 1) kaikilla positii-
visilla kokonaisluvuilla ℓ.

Pallon pinta-ala ja kuulan tilavuus

Palautuskaavaa toistamalla saadaan pallon pinta-
alaksi

An = An−1In−1 = An−2In−2In−1 = . . .

= A1I1 . . . In−2In−1 = 2πI1 . . . In−2In−1.

Tulolla I1 . . . In−1 on lauseke

I1 . . . In−1 = π
n−1

2
Γ (1)
Γ

( 3
2
) Γ

( 3
2
)

Γ (2)
Γ (2)
Γ

( 5
2
) . . .

Γ
(

n
2

)
Γ

(
n+1

2
)

= π
n−1

2

Γ
(

n+1
2

) .

Siis

An = 2π
n+1

2

Γ
(

n+1
2

) , An−1 = 2π
n
2

Γ
(

n
2

) ,

ja edelleen

Vn = An−1

n
= 2π

n
2

n Γ
(

n
2

) .

Vn = 2π
n
2

n Γ
(

n
2

) , An−1 = 2π
n
2

Γ
(

n
2

) .

Oheen on taulukoitu avaruuden Rn yksikköpallojen
pinta-alat An−1, yksikkökuulien tilavuudet Vn ja suh-
teet Vn/An−1 dimensioissa n = 1, . . . , 20. Pallon pinta-
ala on suurimmillaan, kun n = 7. Kuulan tilavuus on
suurimmillaan, kun n = 5. Miettikääpä tätä! Onko edes
järkevää vertailla eriulotteisia mittoja?

n An−1 Vn Vn/An−1
1 2,000000 2,000000 1,000000
2 6,283185 3,141593 0,500000
3 12,566371 4,188790 0,333333
4 19,739209 4,934802 0,250000
5 26,318945 5,263789 0,200000
6 31,006277 5,167713 0,166667
7 33,073362 4,724766 0,142857
8 32,469697 4,058712 0,125000
9 29,686580 3,298509 0,111111

10 25,501640 2,550164 0,100000
11 20,725143 1,884104 0,090909
12 16,023153 1,335263 0,083333
13 11,838174 0,910629 0,076923
14 8,389703 0,599265 0,071429
15 5,721649 0,381443 0,066667
16 3,765290 0,235331 0,062500
17 2,396679 0,140981 0,058824
18 1,478626 0,082146 0,055556
19 0,885810 0,046622 0,052632
20 0,516138 0,025807 0,050000

Kun n = 50, on An−1 ≈ 8,651096 · 10−12,
Vn ≈ 1,73021910−13 ja Vn/An−1 = 0,02.

Tehtävä 3. Osoita, että

(a) lim
n→∞

An−1 = 0, (b) lim
n→∞

Vn = 0,

(c) lim
n→∞

Vn

An−1
= 0.

Onko tässä jotain outoa? Aikaisemminhan todettiin,
että yksikköhyperkuution tilavuus on dimensiosta riip-
pumatta aina 1, ja sen pinta-ala kasvaa rajatta, kun
n → ∞?

Tehtävä 4. Kertoma {0, 1, 2, . . .} → R, ℓ 7→ ℓ !, voitai-
siin laajentaa funktioksi [0, ∞[→ R, x 7→ x!, määritte-
lemällä

x! =
{

x · (x − 1) · . . . · (x − kx), x > 0,

1 , x = 0,

missä
kx = max{ k ∈ Z | x − k > 0 }.

Tutki funktion x 7→ x! jatkuvuusominaisuuksia. Onko
x! = Γ(x + 1)?

Miksi solmut aukeavat?

Ohessa on kuva apilasolmusta (engl. trefoil knot). Sii-
nä yksiulotteinen (joskin lihavoitu), näennäisesti kol-
miulotteisessa avaruudessa kiemurteleva käyrä on pro-
jisoitu kaksiulotteiselle Solmu-lehden sivulle. Tuo liha-
va sulkeutuva käyrä todellakin näyttää solmulta mei-
dän kolmiulotteiseen avaruuteen vangittujen kolmiulot-
teisten tarkkailijoiden näkökulmasta.
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Kuva 4. Apilasolmu neliulotteisessa avaruudessa. Värin tum-
muus ilmoittaa neljännen koordinaatin x4 arvon.

Kuva 5. Apilasolmu “avattuna” x4-akselia vastaan kohtisuoran
kolmiulotteisen hypertason suunnassa.

Neliulotteisessa avaruudessa vapaasti leijaileva tarkkai-
lija tietää, että kyseessä ei ole solmu, vaikka sen pro-
jektio kolmiulotteiseen avaruuteen näyttää solmulta, ja
projektio kaksiulotteiselle tasolle näyttää solmun ku-
valta. Itse asiassa neljäs ulottuvuus on näkyvillä, se on
koodattu käyrän väriin. Kuvassa on kolme näennäistä
risteyskohtaa, jotka eivät oikeasti ole risteyskohtia edes
kolmiulotteisessa avaruudessa. Neliulotteisessa avaruu-
dessa “solmu” voidaan “aukaista” vetämällä ylimmän
risteyskohdan taaempi eli tummempi käyränosa vaa-
leamman käyränosan eteen lähemmäksi katsojaa. Käy-
rä ei missään vetämisen vaiheessa leikkaa itseään sil-
loinkaan, kun projektio kolmiulotteisessa avaruudessa
näyttää leikkaavan itsensä, sillä käyrän neljäs koordi-
naatti x4 on erisuuri tummalla osuudella ja vaalealla
osuudella. Oikealla on kuva “avatusta solmusta”. Ko-
keile tätä kotona! Saksien avulla saat tuntumaa nel-
jänteen ulottuvuuteen.

Toinen vaihtoehto on vaan odotella. Minulla on pöy-
dälläni apilasolmu rautalangasta taivuteltuna ja sul-
keutuvaksi tinalla juotettuna. Juotos pitää, se ei ole
kylmäjuotos! Joka aamu tarkastan solmun siltä varal-
ta, että se olisi auennut. Aika nimittäin on suhteelli-

suusteorian neljäs ulottuvuus. Einsteinin mukaan em-
me olekaan kolmen ulottuvuuden vankeja, vaan liikum-
me alati neljännessä ulottuvuudessa, ja myös apilasol-
mu liikkuu. En hämmästyisi lainkaan, jos solmu jonain
aamuna aukeaisi, kuin apilan lehti kasteisella niityllä,
aamun ensi säteen sitä hellästi hipaistessa.

Viitteet

[1] Wikipedia: Gamma function.
https://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_
function

[2] Wikipedia: Hypercube.
https://en.wikipedia.org/wiki/Hypercube

[3] Wikipedia: Hyperplane.
https://en.wikipedia.org/wiki/Hyperplane

[4] Wikipedia: Knot theory.
https://en.wikipedia.org/wiki/Knot_theory

[5] Wikipedia: n-sphere.
https://en.wikipedia.org/wiki/N-sphere
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Köysi maaneliön ympäri

Anne-Maria Ernvall-Hytönen
Helsingin yliopisto

Eräässä klassisessa geometrian tehtävässä pohditaan
köyden kiertämistä maapallon ympäri. Kysymyksen
voisi muotoilla esimerkiksi seuraavasti: Kierretään
maapallon ympäri köysi. Kierretään sitten toinen köy-
si metrin korkeudelle maanpinnasta. Kuinka paljon pi-
dempi jälkimmäisen köyden pitää olla kuin ensimmäi-
sen?

Tehtävä on varsin suoraviivainen ratkaista: Jos maa-
pallon säde on r, niin ensimmäisessä tapauksessa tar-
vitaan 2πr köyttä ja toisessa 2π(r+1) köyttä, eli erotus
on 2π(r + 1) − 2πr = 2π. Runsas 6 metriä siis riittää.

Vastausta on usein pidetty epäintuitiivisena. Kuulem-
ma yliopistojen päivystävät dosentitkin ovat joutuneet
asiaa puhelimessa selittämään ja vedonlyöntejä kysy-
mykseen liittyen ratkaisemaan.

Onko tämä lopulta niin yllättävä tulos?

Ensimmäisenä ajatuksena tulee mieleen, että jos raken-
taisi metrin korkuisen aidan Helsingistä Turkuun, niin
järki sanoisi, että aidan huipulla ei tarvittaisi valtavas-
ti enemmän puutavaraa kuin aidan juurella. Toisaalta
voi myös argumentoida, että Helsingistä Turkuun on
aika lyhyt matka maapallon mittakaavassa, joten vaik-
ka ero olisi tosi pieni tällä välillä, niin koko maapallon
kierrossa se voisi kasvaa aika pitkäksi.

Helpompaa onkin ehkä miettiä, mitä tapahtuisi, jos
maapallon läpileikkaus olisi neliö, eikä ympyrä. Voi-
daan yksinkertaisuuden vuoksi ajatella, että neliön ym-
päri vedettäisiin köysi niin, että neliön sivuilla sen etäi-
syys olisi yksi metri pinnasta, mutta kulmat jatkettai-

siin niin, että muodostuisi isompi neliö. Piirretään ti-
lanteesta kuva. Kuvassa mittakaava on pielessä:

Verrataan nyt neliöiden piirien pituuksia. Huomataan,
että isomman neliön jokainen sivu muodostuu osasta,
joka on yhtä pitkä kuin pienemmän neliön sivu ja li-
säksi jokaisessa kulmassa ylimääräisestä metrin palas-
ta. Tätä voi havainnollistaa seuraavalla kuvalla:

Nyt on helppo nähdä, että piirien erotus muodostuu
vain kulmista, eli tässä tilanteessa ero olisi 8 metriä.
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