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Mika opettajana on parasta?
Padkirjoitus

Kouluihin liittyvistd ongelmista on puhuttu ja kirjoi-
tettu viime aikoina mediassa paljon. Osansa ovat saa-
neet ongelmien ja erityisen tuen tarpeen epétasainen
jakautuminen [1], oppimistulosten heikentyminen [2] ja
eriarvoistuminen ja sukupuolten véliset erot [3], kuten
monet muutkin aiheet. Ongelmiin on ehdotettu erilai-
sia ratkaisuja, jotka tyypillisesti ovat riippuneet siité,
mikéd ndhdddn pahimpana ongelmana.

Tulin itse kiinnostuneeksi siitd, miké pitdd opettajat
kouluissa. Kun ongelmista puhutaan, ja kun usein pu-
hutaan siitd, miten rankkaa opettajilla on, mutta opet-
tajat kuitenkin jatkavat kouluissa, tarjoavat hyvéa ope-
tusta, ja ainakin osa heistd vaikuttaa uravalintaansa
tyytyvéiseltd, niin halusin kuulla, miké kouluissa on hy-
vad, mikéd tyossd on mukavaa, ja mikd saa jaksamaan
tyOssa.

Lisdksi mietin, miten uusia opettajia tai opeopiskelijoi-
ta on mahdollista saada, jos yleisesti puhutaan vain sii-
td, miké kaikki on pielessd. Osin oman kiinnostuksen
vuoksi ja osin siksi, ettd saataisiin positiivinen juttu
opettamisesta, pdatin perehtya aiheeseen ldhettdmalla
muutamalle tuntemalleni opettajalle kysymyksen, mi-
k& auttaa jaksamaan tyossd ja mika on kivaa, kun ko-
ko ajan kerrotaan, mikéd on rankkaa. Sain erilaisia vas-
tauksia ja luvan kdyttda niitd téssd jutussa.

Ville Tilvis Maunulan matematiikkalukiosta vastasi
seuraavasti: "Opettaessa saa kertoa itselle rakkaista
asioista nuorille, jotka tutustuvat niihin ensimmaista
kertaa. Kuin nayttaisi lempielokuvaansa ensikertalai-
selle: Nyt tulee hyvé kohtal!”

Tarja Ylivuori, MAOL:n puheenjohtaja, lahetti pitkan
vastauksen, josta seuraavassa on palasia: "Oppilaat,
jotka eivat alun perin olleet innostuneita, mutta joista
tuli sellaisia sinnikk&én tyon tuloksena. Se, ettd pienes-
sakin koulussa, kuten meilld, matemaattisten aineiden
opettajia on useita. On tyéryhmaé, ei tarvitse olla yksin.
... Yldkoulu-lukion opena saa onnistumisen kokemuksia
oikeastaan aina, kun on esim. seiskojen ja abien tunnit
perakkéin. Konkretisoituu se, ettd kylla oppimista on
tapahtunut. ... Tyon merkitys. Ei ole kertaakaan tullut
mieleen, etteikd lasten ja nuorten kasvattaminen olisi
térkedd ja etteiko heidédn olisi tarked osata matemaat-
tisia aineita. Teen tyoté jolla on tarkoitus.” Tarja ko-
rosti myos MAOL-yhteison tukea: ”Verkosto auttaa yl-
lapitdméan sitd innostusta, joka itselld matemaattisia
aineita kohtaan on nuoresta asti ollut. On téarkead valil-
14 nousta arjen kahnauksien yldpuolelle ja keskustella
opetuksen sisédllosta.”

Otso Huuska Rauman lyseon lukiosta taas puolestaan
kirjoitti: ”Opiskelijoiden into eldmd& kohtaan. Toki
my0s se, kun joskus joku opiskelija on aidosti kiinnos-
tunut juuri matematiikasta tai fysiikasta, mutta vield
enemman voimaa antaa, kun saa jutella nuorten kans-
sa, joiden elamé&d erilaiset kdytdnnon rajoitteet eivat
ole vield kahlinneet. Nuorten haaveista saa itselleenkin
energiaa.”

Piia Haapsaari Kastellin lukiosta ldhetti myos pitkédn
vastauksen. Hankin kirjoitti kollegoiden, verkostojen ja
yhteistyon merkityksestd. Lisdksi han kirjoitti esimer-
kiksi seuraavaa: "OpetustyOssi itsedni kiehtoo se, kun
opiskelija esittda sellaisen oman ratkaisun, mita itse en
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ole aiemmin n&hnyt. Ratkaisutavan tutkiminen yhdes-
sé opiskelijan kanssa on moniulotteinen prosessi: opis-
kelija saa merkitysta tekemélleen luovalle tyolle ja par-
haimmillaan se sitouttaa ja innostaa opiskelijaa jatka-
maan ponnistelua opiskelun eteen. Opettajana puoles-
taan opiskelijan ajattelu- ja ratkaisutavasta voi oppia
sellaista, miké laajentaa omaa ndkokulmaa niin peda-
gogisessa kuin tiedollisessa mielessd. Sitd kautta voi
laajentua ikdédn kuin uusille ajattelun tasoille téssd am-
matissa. Minusta tuntuu, ettd tédssd tyossa ei ole kos-
kaan valmis.”

Hyvéa kesdn jatkoa!

Anne-Maria Ernvall-Hytonen

Viitteet

[1] Namd Helsingin koulut ovat tutkijan mielestd haly-
tysmerkkeja: Ylen selvitys paljastaa, ettd vaikeim-
mat ongelmat painottuvat samoille alueille. Yle
31.10.2022, haettu 7.7.2023.
https://yle.fi/a/3-12638287

[2] Pihla Loula: Oppimistulokset romahtavat, eikd
kukaan tunnu tietdvin miksi — Mitd kouluissa on
tapahtunut? HS 12.1.2023, haettu 7.7.2023.
https://www.hs.fi/kotimaa/art-
2000009322569 .html

[3] Tytot vastaan pojat — tassd tulokset. Yle 22.6.2022,
haettu 7.7.2023.
https://yle.fi/a/3-12502405
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Harrastaja keksi yhden kiven laatoituksen

Hannu Korhonen

Katu- ja seindlaatoitukset ovat jaksollisia. Jaksotto-
mat laatoitukset ovat olleet enemméin matemaatik-
kojen kuin rakentajien mielenkiinnon kohteina. Pit-
kéan oli avoinna kysymys siitd, voidaanko taso laatoit-
taa jaksottomasti vain yhdelld laatalla. Pari sellaista
laattaa on keksitty aikaisemmin [1]. Uusimman keksi
englantilainen matematiikan harrastaja viime syksyné.

Uuden laatoituksen keksiji, matematiikan harrastaja,
eldkkeelld oleva tulostinhuoltaja David Smith julkaisi
tieteellisen artikkelin [2] kolmen matemaatikon kanssa
avoimen julkaisemisen jakelualustalla Arxiv Forumil-
la 20. maaliskuuta 2023. Matemaatikkojen mukanaolo
oli varmaan ehdottoman tarpeen, silld artikkeli sisdltéaa
geometrisen kuvailun lisdksi my6s todistuksen sille, et-
td tastd uudesta laatasta voidaan tehda useita erilaisia
jaksottomia laatoituksia, mutta etta siitd ei voida ra-
kentaa minkadnlaista jaksollista laatoitusta.

Smith kertoo pohtineensa asiaa kymmenen vuotta [3].
”Olen aina puuhastellut kaikenlaisten muotojen paris-
sa. Yhden kiven ongelmaan olen suorastaan hullaantu-
nut”, sanoo Smith. "Pidin matematiikasta jo koulussa,
mutta en suoriutunut siitd mitenkdén loistavasti.” Kek-
sintod pidetddn erityisen huomionarvoisena siksi, etta
se ei pohjaudu mihinkdén aikaisemmin tunnettuun laa-
toitusideaan, vaan tuo mieleen pikemminkin aineen si-
séisen rakenteen.

Alussa mainitun tiedeartikkelin kirjoittajat kutsuvat
Smithin laattaa “hatuksi”. Hyvélld tahdolla sen muo-
dossa voikin olla ndkevindan hatun kuvun ja lierit (ku-
va 1, ylempi). Laatta on 13-kulmio. Se rakentuu kah-

deksasta yhtenevistd pitemmén lavistdjansd suhteen
symmetrisestid nelikulmiosta (kuva 1, alempi). Naméi
ovat vahan kapeampia kuin Penrosen ”leijat”, teréva
kulma on 60° ja kaksi muuta kulmaa suoria.

Kuva 1: Hattulaatta ja sen jako yhteneviin nelikulmioi-
hin.
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Suuret sanomalehdet tarttuivat aiheeseen nopeasti.
New York Timesin viikkolehti kirjoitti siitd jo runsaan
viikon kuluttua [3] sekd The Guardian [4] ja The Ti-
mes [5] kahden viikon sisélld. Esimerkiksi Guardian
luonnehti yhden kiven laatoitusta yhdeksi matematii-
kan kiehtovimmista mysteereistd. Median innostukseen
vaikutti varmaankin se, ettd laatoitukset ovat visuaa-
lisesti nayttdvid ja helposti ymmaérrettdavia tasogeo-
metriaa, sekéd toisaalta se, ettd nédinkin konkreettisel-
ta tuntuva ongelma oli askarruttanut matemaatikkoja
jo kymmenien vuosien ajan. Ja ehké viela se, ettd idean
keksijé oli maallikkoharrastaja eikd ammattimatemaa-
tikko.

Tiedeyhdistysten verkkolehdet ja varsinaiset tiedeleh-
det olivat vield nopeampia kuin sanomalehdet. Tieteen
ja teknologian uutissivusto Phys.org kertoi artikkelista
jo kolmen péivan kuluttua [6]. Uutinen oli lyhyt ja si-
sélsi lyhyen yhteenvedon siitd, mité tason laatoitus tar-
koittaa; muuten viitattiin alkuperdiseen tiedeartikke-
liin. Wolfram-yhteiso tarttui aiheeseen vajaassa viikos-
sa. Keskustelussa [7] analysoitiin tarkasti laatan muoto
ja laatoitusmahdollisuuksia [8].

Smithin laatta — hattu — ei ole vain yksittdinen kiinted
geometrinen kuvio. Kuvion muotoa voidaan muuttaa
jatkuvasti hatusta koveraksi kuusikulmioksi (kuva 3).
IFLScience-uutissivuston artikkelin [9] mukaan ajatuk-
selliset yhteydet ulottuvat myos puhtaan matematiikan
ulkopuolelle. Esimerkiksi kvasikiteisten aineiden raken-
teissa voidaan havaita samoja ominaisuuksia kuin jak-
sottomissa laatoituksissa. Samoilla ideoilla on sovelluk-
sia myos kasipyyhkeiden kuvioinnista ja taittelusta hai-
vehédvittajiin ja tieteiselokuvien muotoaan muuttaviin
robotteihin.

Quanta Magazine kuvasi perusteellisesti sen, miten ta-
son peitto rakentuu hattulaatasta (kuva 4) [11]. Hattu
ei kuitenkaan ole ainoa mielikuva, jonka Smithin laat-
ta saattaa herattdd tiedelehden toimittajassa [12] tai
twiittaajassa [13] (kuva 5).

Kuva 2: Laatoitusta voidaan alkaa rakentaa hattulaa-
toista monella tavalla. Ylempi kuva kirjoittajan, alem-
pi ote ldhteestd [6].

Kuva 3: Vasemman osakuvan oikeassa ylinurkassa oleva sininen hattu muuttuu vihitellen oikeanpuoleisen osa-
kuvan vastaavassa kohdassa olevaksi symmetriseksi kuusikulmioksi (kuvakaappauksia videosta [10]).
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Kuva 4: Hattulaatoituksen pohjana voidaan ndhdd kuusikulmioverkko.

Kuva 5: Smithin laatan voi kuvitella muuksikin kuin
hatuksi (ylempi kuva Science News, alempi Twitter).

Lahteet ja lisda luettavaa

[1]

Korhonen, Hannu (2022): Yhden kiven laatoitus.
Solmu 2/2022 s. 4-6. Saatavissa myos
https://matematiikkalehtisolmu.fi/2022/2/
yhden_kiven_ongelma.pdf

Smith, David ym. (20.3.2023): An Aperiodic Mo-
notile. Saatavissa osoitteesta
https://arxiv.org/pdf/2303.10798.pdf

Roberts, Siobhan: Flusive ‘einstein’ solves a long-
standing math problem. New York Times Weekly
29.3.2023.

https://www.npr.org/2023/03/31/
1167297046/a-hobbyist-in-the-u-k-has-
come-up-with-a-new-13-sided-shape-
called-the-hat

Cantor, Matthew: The miracle that disrupts or-
der’: mathematicians invent new ‘einstein’ shape.
The Guardian 4.4.2023 osoitteessa
https://www.theguardian.com/science/2023/
apr/03/new-einstein-shape-aperiodic-
monotile

The Times: Retired yorkshireman solves elusive
einstein tile maths problem.
https://www.thetimes.co.uk/article/
retired-yorkshireman-solves—-elusive-
einstein-tile-maths-problem-vqu7xgt3p

Yirka, Bob: A geometric shape that does not
repeat itself when tiled. Phys.org 23.3.2023.
https://phys.org/news/2023-03-geometric-
tiled.html

Pegg, Ed (2023): Einstein problem solved. Wol-
fram Research osoitteessa
https://community.wolfram.com/groups/-/m/
t/2856178
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https://cs.uwaterloo.ca/~csk/hat/app.html finds-maths-elusive-einstein-tile-
. . . e P 20230404/
[9] Spalding, Katie: This Brand New "Einstein"Tile
Can Do Something No Other Shape Can Do.
IFLScience 28.3.2023 [12] Conover, Emily: Mathematicians have finally
https://www.iflscience.com/this-brand- discovered an elusive ‘einstein’ tile. Science News
new-einstein-tile-can-do-something-no- 24.3.2023.
other-shape-can-do-68201 https://www.sciencenews.org/article/
mathematicians-discovered-einstein-tile
[10] Science News, YouTube-video
Egziiégézgx.you’cube.com/watch?v— [13] Kaplan, Craig S.: Find another reflected turtle in
an aperiodic tiling. Twitter 21.3.2023.
[11] Erica Klarreich, Erica: Hobbyist Finds Math’s https://twitter.com/alytile/status/
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Kummia summia

Pekka Alestalo
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos
Aalto-yliopisto

Kaikkien lukujen summa

Solmun artikkeleissa [1] ja [2] tarkasteltiin késitettd
“kaikkien luonnollisten lukujen summa”, jonka arvoksi
péaateltiin erilaisten temppujen jilkeen —1/12. Aihet-
ta kisitellddn my6s Wikipedian sivulla [3]. Téassd on
selvésti jotakin epéilyttdvad, mutta ainakin ongelmas-
sa on se hyva puoli, ettei tarvitse ottaa kantaa siihen,
kuuluuko luku nolla luonnollisiin lukuihin, vai ei.

Seuraavassa esitetddn vaihtoehtoinen "padttely”, joka
johtaa eri tulokseen, mutta en née téssé varsinaista ris-
tiriitaa. Tehtévid lukuun ottamatta en ole taté itse kek-
sinyt, mutta luin helpoimman tapauksen jostakin epé-
maéadraisestd lahteestd, joka on padssyt unohtumaan.
Ehka se kuuluu matemaattiseen kansanperinteeseen?

Tarkastellaan siis kaikkien luonnollisten lukujen sum-
maa
S=14+24+34+4+5+6+7+...

Ryhmitelldin summan termit kolmen perédkkaisen lu-
vun lohkoihin ja kdytetddn ominaisuutta

Bk —1)+3k+ (3k+ 1) = 9k.
Nain saadaan
S=14+2+3+4)+B+6+7)+(8+9+10)+...
=14+9-14+9-249-3+...

—14+9(1+243+...)
=1+498.

Tasté seuraa, ettd —85 = 1, joten summan arvoksi saa-
daan S = —1/8.

Tehtava 1. Osoita, ettéd viiden perdkkéisen termin ryh-
mittelyllad saadaan sama tulos, kun jokaisen lohkon kes-
kelld on muotoa 5k oleva luku.

Tehtava 2. Osoita, ettd seitsemén perdkkéisen termin
ryhmittelylld saadaan sama tulos, kun jokaisen lohkon
keskelld on muotoa 7k oleva luku.

Tehtéva 3. Selvitd, mitéd tapahtuu yleiselld (2n + 1):n
perédkkiisen termin ryhmittelylld, kun jokaisen lohkon
keskelld on muotoa (2n + 1)k oleva luku.

Kysymys: Mikdhén on nédiden laskujen opetus?

Viitteet

[1] Markku Sointu: Juuso &érettomén dérelld.
Matematiikkalehti Solmu 1/2017.
https://matematiikkalehtisolmu.fi/2017/1/
aareton.pdf

[2] Markku Sointu: Juuson integraalikaava.
Matematiikkalehti Solmu 3/2017.
https://matematiikkalehtisolmu.fi/2017/3/
juuson_integraalikaava.pdf

[3] https://en.m.wikipedia.org/wiki/
1_%2B_2_%2B_3_%2B_4_%2B_Y%E2},8B%AF
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Oppituntisuunnitelmia luvuista, yhtaloista ja

ongelmanratkaisusta

Neea Palojdrvi

Tutkijatohtori ja yksi Integraalipédivien jéarjestédjistd, Helsingin yliopisto

Onko hakusessa valmiita oppituntisuunnitelmia mate-
matiikan tunneille tai matematiikkakerhoon? Integraa-
lipdivien kotisivuilta 16ytyy opettajien, tutkijoiden ja
opiskelijoiden yhdessd tekemid oppituntisuunnitelmia*
alakoulusta yliopistoon. Péédpaino on yldkoulun ja lu-
kion oppitunneissa. Léhes kaikki suunnitelmat on jul-
kaistu Nimeéd 4.0 Kansainvélinen -lisenssilld, eli niita
saa muun muassa jakaa ja muunnella, kunhan muistaa
muun muassa nimeté ldhteen (ks. lisdtietoa lisenssisté
viitteestd [3]).

Kuva 1: Oppituntien suunnittelua Integraalipdivilld.

Alla on esitelty kolme suunnitelmaa. Kaikki esitelté-
vat oppitunnit sisdltdvit yldkouluun suunnatun koko-
naisuuden, kaksi viimeistd on suunnattu myos lukioon
ja viimeinen edellisten liséiksi ammatilliseen koulutuk-
seen.

Murtoluvuista ja adrettomasta

Merimies on kuollut ja perinnoksi on jaanyt aarreark-
kuja (ks. [7]). Kun perintd yritetddn jakaa vainajan
toiveiden mukaisesti, se ei tunnu onnistuvan. Miten
aarrearkut onnistutaan jakamaan testamentin maaraa-
malla tavalla, kun mukaan lisdtdan yksi aarrearkku —
ja lisatty arkku voidaan jaon jédlkeen palauttaa takai-
sin? Enté kuinka suuri on mahdollisimman suuri lukua
1 pienempi reaaliluku? Tai kuinka ”paljon” kokonais-
lukuja on rationaalilukuihin verrattuna?

4
4

-,
)

ol
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Kuva 2: Oppitunnissa [2] oleva vihje kokonaislukujen ja
rationaalilukujen mdadradn. Kuva on alunperin Anne-
Maria Ernvall-Hytésen Integraalipdivien esityksestd
"Transkendenttisuus ja irrationaalisuus” 23.4.2022.

*https://blogs.helsinki.fi/integraalipaivat/oppituntisuunnitelmia/
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Naitd kysymyksid pohditaan oppitunnilla ”Kokonais-
luvut ja murtoluvut” [2]. Oppitunti (45 min) on suun-
nattu peruskoulun 7. luokan oppilaille, oppitunnille tai
matematiikkakerhoon. Tavoitteena on muun muassa,
ettd oppilas ymmartaa oppitunnin jalkeen paremmin
rationaalilukuja.

Vinkki: Kaipaisitko vield haastavampaa materiaalia
lukujen ominaisuuksista ylakoululaisten ylospéin eriyt-
tdmiseen tai lukioon? Tutustu oppituntisuunnitelmaan
"Ketjumurtoluvut” [4].

Yhtaloita ja yhtaloryhmia

Toukolan tehtaalla kuuluu kummia: Raaka-aineiden
kulutus on ldhtenyt késistd. Onko tehtaan tuotan-
to vain kasvanut vai onko yovartija kayttdnyt ainek-
sia salaa betoniporsaiden valmistukseen? Oppitunnissa
"Tonttutehdas lineaariyhtéloiden ratkaisussa” [5] sel-
vitetddn mysteeri lineaaristen yhtéloryhmén ratkaise-
misen avulla!

r+y+22=130
x4+ 2y+2z=150
2z +y+ 2z = 140

Tamdn yhtaloryhmdn avulla selvitetddn, onko yovarti-
ja ollut luvattomissa tdissd betoniporsaiden parissa.

Lukion (pitké tai lyhyt matematiikka tai matematiik-
kakerho, ainakin 75 min) oppitunnin tavoitteena on, et-
td oppilas motivoituu lineaaristen yhtédloryhmien rat-
kaisemisen opiskeluun, nidkee ne tuoreesta nékokul-
masta, oppii niiden avulla ongelmanratkaisua, selven-
tad kasitystdadan yhtédlonratkaisusta ja kehittda valmiut-
ta yleisten yhtaloryhmien ratkaisumenetelmien opiske-
luun. Oppitunti koostuu edelld mainitusta motivoinnis-
ta, yhtéléryhmien ratkaisumenetelmien esittelysta esi-
merkkeineen ja harjoitustehtavista.

Oppituntisuunnitelma sisdltdd myo6s yksinkertaisem-
man yldkouluun suunnatun version, jossa tutkitaan
kahden yhtalon yhtalopareja. Motivointina toimii yo-
vartijan toimien sijaan kysymys, kuinka paljon puutar-
hatonttuja ja -pukkeja annetuista aineksista voidaan
valmistaa.

Vinkki: Mikali yhtédlonratkaisusta kaipaa ylospéin
eriyttdvad materiaalia tai kerhomateriaalia oppilaille,
joille 2 x 2-matriisien kertolasku ja transponointi ovat
jo tuttua, niin kannattaa tutustua oppituntisuunnitel-
maan "Matriisit ja antennit” [6].

Toiminnallisia pisteitd ongelmanratkai-
susta

Onko lukuvuoden loppuun hakusessa asteen verran
toiminnallisempi matematiikan oppitunti? Oppitunti-

suunnitelmassa ”Vaikeat ongelmat, riittdvan hyvén rat-
kaisun etsiminen, 16ytdminen ja hyviksyminen” on rat-
kaisu tahén!

Oppitunti (n. 75 min) koostuu opettajan alustuksesta
aiheeseen, neljastd kiertopisteestd ja lopun yhteenve-
dosta. Oppimistavoitteena on muun muassa hahmottaa
ongelmien ratkaisuavaruuksien suuruutta, tutkia stra-
tegioita ongelmien ratkaisemiseksi ja kehittdd ongel-
manratkaisutaitoja. Se on suunnattu ylidkouluun, lu-
kioon tai ammatilliseen oppilaitokseen, kéasittelyn sy-
véllisyys tapahtuu kohderyhmén mukaan. Materiaalis-
sa on myOs mukana diat alun johdantoon, pisteiden
esittelyyn ja loppukoosteeseen.

D
2 ~
B
B
L ]
A
A
®
c C
L ]
Reitti yhteensa 16,33.
D D
L
N B
B
A
A
C
2JC
>

Reitti yhteensa 11,97.
Reitti yhteensa 12,85.

Kuva 3: Oppitunnissa [8] tutkitaan muun muassa kaup-
pamatkustajan ongelmaa. Kuva on suunnitelman diois-
ta.

Vinkki: Olisiko hakusessa toiminnallisia elementteja
ja oppiainerajat ylittdvid kokonaisuuksia sisdltdva op-
pitunti? Tutustu oppituntiin "Tartuntatautien mate-
matiikkaa” [1]!

Eiko vield tarpannyt?

Eiviatko edelliset kuitenkaan olleet aivan sitd, mita
haettiin? Saattaisiko jostain muusta Integraalipaivilla
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kehitellystd oppituntisuunnitelmasta® olla apua? Tar-
jolla on esimerkiksi useampia oppiainerajat ylittavia
oppitunteja seké oppituntisuunnitelmia matematiikka-
kerhoon.

Viitteet

1]

Viivi Aaltonen, Peppiina Laakso, Helena Konttinen
& Mats Gyllenberg: "Tartuntatautien matematiik-
kaa”, laadittu kevaalld 2021, luettu 27.2.2023,
https://blogs.helsinki.fi/
integraalipaivat/files/2022/02/
Tartuntatautien-matematiikkaa.pdf

Henri Anttila, Harriet Beaver, Leila Kokko &
Riikka-Liisa Vaara: ”Oppitunnin suunnitelma:
Kokonaisluvut ja murtoluvut”, laadittu kevaalla
2022, luettu 27.2.2023,
https://blogs.helsinki.fi/
integraalipaivat/files/2022/08/
kokonaisluvut_murtoluvut.pdf

Creative Commons: ”Nimed 4.0 Kansainvélinen
(CC BY 4.0)”, luettu 27.2.2023,
https://creativecommons.org/licenses/by/4.
0/deed.fi

Anne-Maria FErnvall-Hyténen, Marko Hiltunen,
Olga Kaliuta, Janina Kiviméki, Sari Pirkkalainen,
Mikko Salminen & Erika Vaédnidnen: "Ketjumurto-
luvut”, laadittu kevéalla 2023, luettu 27.2.2023,

https://blogs.helsinki.fi/
integraalipaivat/files/2023/02/
ketjumurtoluvut.pdf

Jimmy Finnholm, Lena Gers, Piia Haapsaari, Ossi
Mauno, Alexander Oiling & Roope Vehkalahti:
"Tonttutehdas lineaariyhtédldiden ratkaisussa”,
laadittu syksylla 2022, luettu 27.2.2023,
https://blogs.helsinki.fi/
integraalipaivat/files/2023/01/
tonttutehdas.pdf

Mats Gyllenberg, Sakari Salonen, Annina Jurva-
nen, Eeli Tamminen, Pirjo-Ritta Elo & Kerkko
Luosto: "Matriisit ja antennit”, laadittu syksylla
2022, luettu 27.2.2023,
https://blogs.helsinki.fi/
integraalipaivat/files/2022/12/matriisit_
ja_antennit.pdf

Neea Palojarvi: Solmu
1/2018, 5-6,
https://matematiikkalehtisolmu.fi/2018/1/

merimies.pdf

7 Aarrearkkujen jakoa”,

Tarja Ylivuori, Aleksi Karhu, Mats Gyllenberg
& Havu Miikonen: ”Vaikeat ongelmat, riittdvan
hyvén ratkaisun etsiminen, l6ytdminen ja hyvéiksy-
minen”, laadittu syksylld 2021, luettu 27.2.2023,
https://blogs.helsinki.fi/
integraalipaivat/oppituntisuunnitelmia/
vaikeat_ongelmat/
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Solmun 3/2022 tehtdvien 1-10 ratkaisut

1. Osoita, ettd jos reaaliluvut z, y ja z toteuttavat yh-
talon

x Y z 1

y+z x+z x+vy ’
niin

72 y2 22 .

y+z xT+z xT+y

Maéritéd jotkin ehdon toteuttavat reaaliluvut.

Ratkaisu. Oletetaan ensin, ettd = + y + z = 0, jolloin
r4+y=—z,0+2z=—yjay+z=—z Tall6in osoitet-
tavan tuloksen ehto on

miké ei ole mahdollista. Nain ollen voidaan olettaa, et-
tdx+y+2#0.
Kun osoitettavan tuloksen ehdon yht&lo

T Y z
y+z x+z

r+y

kerrotaan nyt puolittain luvulla x + y + z, niin saadaan
ekvivalentti yhtalo

rT+y+z
_ P4yt Y Hyleta)  Ptzty)
Y+ =z T+ z T+
22 Y2 22
= +x+ +y+ + z.
Y+ z xr+z r+y
Néin ollen
22 Y2 52
y+z x4z x+y

mikd pitikin osoittaa.

Olkoon esimerkiksi z = 1 ja z +y = —z, jolloin
y = —1 — x. Téllsin
1
x —F—x 1
— 17

josta saadaan
-14++63
0
Valitaan naistd suurempi, jolloin saadaan
_ o -1-ves
A T
Néin ollen on 16ydetty yksi ehdon toteuttava kolmikko

_ —1+63

5022 +102 —31=0 < z =

10
—-1-—4/63
- 10

z=1.

2. Opri kirjoitti 2022 luvun listan seuraavasti: Listan
kolmas luku on toinen luku jaettuna ensimmaiselld lu-
vulla, listan neljés luku on kolmas luku jaettuna toisella
luvulla, ja niin edelleen, esimerkiksi listan 100. luku on
99. luku jaettuna 98. luvulla. Mik& on Oprin listan vii-
meinen luku, jos sen ensimmaéainen luku on 20 ja toinen
luku on 227

Ratkaisu. Oprin 1istan kolmas luku on 2— = =, nelJas
1 _ i q ]ﬁ

luku on 122 = 20, viides luku on 55 : 15 = 22,

kuudes luku on % : 1 = %(1), seltsemas luku on

% : i = 20 ja kahdeksas luku on 20 : 7 = 22. Nyt
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havaitaan, ettd seitsemés luku on sama kuin listan en-
simmaéinen luku ja kahdeksas luku on sama kuin listan
toinen luku. Néin ollen listan luvut toistuvat kuuden
luvun jaksoissa. Koska 2022 = 6 - 337, niin listan 2022.
luku on ensimmaéisesta luvusta lahtien kuuden luvun
jakson viimeinen luku eli %.

3. Nelikulmion ABCD sivut AD ja DC ovat yhté pit-
kéat. Kulman DAB suuruus on «, kulman ABC suu-
ruus on 2«, kulman BC'D suuruus on 3a ja kulman
CDA suuruus on 4a. Osoita, ettd sivu AB on kaksi
kertaa niin pitkd kuin sivu AD.

Ratkaisu. Koska a + 2a + 3a + 4a = 10a = 360°,
niin a = 36°. Néin ollen nelikulmion kulmien suuruu-
det ovat 36°, 72°, 108° ja 144°. Kulmien suuruuksia
ei tarvita tehtévan ratkaisussa, mutta ne auttavat alla
olevan kuvan hahmottelemisessa.

D C
N
40é 3a
- — ] 2c
A F E G B

Koska 5a = 180°, niin sivuille BC' ja AD rajoittuvien
nelikulmion kahden kulman summa on kummassakin
tapauksessa 180°. Téasté seuraa, ettd nelikulmion sivut
AB ja DC ovat yhdensuuntaiset. Tdmén voi perustel-
la esim. piirtdmalla pisteistd D ja C sivua AB vastaan
kohtisuorat janat DF ja C'G, ks. kuva. Talloin paatyi-
hin syntyneité suorakulmaisia kolmioita AF D ja BGC
tarkastelemalla ndhdéén, ettd janat CG ja DF ovat
kohtisuorassa myo6s sivua DC' vastaan.

Néin ollen nelikulmio ABCD on puolisuunnikas. Si-
joitetaan piste E sivulle AB niin, ettd sivut BC' ja
ED ovat yhdensuuntaiset. T&ll6in nelikulmio BCDE
on suunnikas. Koska kulma ZEBC = 2q, niin myos
/ZAED = 2a ja ZCDE = 2a. Néin ollen ZADE =
4o — 2a = 2a. Téstéd seuraa, ettd AD = AFE. Koska
BCDE on suunnikas, niin EB = DC. Tehtdvinannon
mukaan AD = DC, joten AE = AD = DC = EB.
Néin ollen AB = AE + EB =2AD.

4. Olkoot x; ja 5 yhtdlén 1522 — 21z + 7 = 0 reaali-
juuret. Maaritd lausekkeen

tarkka arvo.
Ratkaisu. Toisen asteen yhtélon diskriminantti on
(—21)% —4-15-7 = 21,

joten yhtalolla on kaksi eri suurta reaalijuurta. Kos-
ka yhtalon vasemmalla puolella oleva vakio ei ole nolla,

niin kumpikaan juurista x; ja xs ei ole nolla. Néin ollen
kaikki médritettavissa lausekkeessa olevat murtoluvut
on méadritelty. Lasketaan juurten summa ja tulo Viéten
kaavoilla:

" 21 7 7

X TrTo — — — — T1 Lo = —.

1 2= 5T 5 Tita=

Saadaan
E+E+i+i:.f%+$%+ml+z2

T2 T Ha] T2
_(x + 22)? — 22179 + 1 + T2

T1T2

T1X2
- (1'1 +£L’2)(£C1 +£L’2+1) _9
- T1X9
7 12
_5 ?_2_§_E_%
= = = =
- 5 5 )

5. Viisikulmion kaikki sivut ovat yhtd pitkid ja kaksi
sen kulmista ovat suoria. Kuinka suuria muut kolme
kulmaa voivat olla?

Ratkaisu. Merkitadn viisikulmion sivujen pituutta a:lla
ja sen kulmia A, B, C, D ja F, jolloin tarkasteltava vii-
sikulmio on ABCDE. Alla olevassa kuvassa on kaksi
mahdollista tapausta, jossa viisikulmion suorat kulmat
ovat vierekkdin kulmissa A ja B.

D

| 1 [
A a B

Molemmissa tapauksissa ABC'E on nelio, joten EC =
a. Nain ollen kolmio CDFE on tasasivuinen ja sen kul-
mien suuruus on 60°. Vasemmanpuoleisessa viisikul-
miossa ABCDE tuntemattomien kulmien suuruudet
ovat ZCDE = 60° ja ZBCD = /ZDFEA = 90° + 60° =
150°. Oikeanpuoleisessa viisikulmiossa ABCDE huo-
mataan, ettdi /BCD = ZAED = 90° — 60° = 30°.
Liséksi viides tuntematon kulma on ZCDE = 360° —
60° = 300°.

Tasasivuinen viisikulmio ABC DE voidaan muodostaa
myd6s niin, ettd suorat kulmat eivit ole vierekkain, ku-
ten seuraavassa kuvassa on esitetty.
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Kolmiot ADE ja BCD ovat tasakylkisié ja suorakul-
maisia, joten AD = BD = ay/2 ja /ZDAE = ZADE =
/ZDBC = /BDC = 45°. Merkitddn o« = ZBAD =
ZABD. Talléin

AP _ g
AD_a\/i_2\/§7

joten o =~ 69,295° ja LZADF = 90° — a = 20,705°.
Nain ollen tuntemattomien kulmien suuruuksiksi saa-
daan /BAD = /ZABC = 45° + a =~ 114,295° ja
ZCDE =2-45° 4+ 2. ZADF ~ 131,410°.

Cos&x =

Kaikissa edelld esitetyissd kolmessa tapauksessa on
helppo tarkistaa, ettd viisikulmion kulmien summa on
540°, kuten pitaédkin olla. Muita mahdollisia tapauksia
ei ole, koska suorat kulmat ovat joko vierekkéaisissé kul-
missa tai niin, ettd niiden vélissd on yksi kulma, jolloin
toiseen suuntaan vélissé on kaksi kulmaa.

6. Edel tekee puisia tikkuja, joiden pituus on kokonais-
luku. Mitkéaén kolme tikkua eivédt saa muodostaa kol-
miota. Tikuissa on pituudeltaan 1 ja 10 olevat tikut ja
pisimmaén tikun pituus on 100. Kuinka monta tikkua
Edel voi enintdin tehda?

Ratkaisu. Jotta kolmesta tikusta ei voi muodostaa kol-
miota, on pisimmén tikun pituuden oltava vdhintaan
kahden lyhemmén tikun pituuden summa. N&in ollen
tikkuja saataisiin eniten, jos niiden pituudet olisivat
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,...Koska yhden tikun pituu-
den on kuitenkin oltava 10, niin pituudeltaan 8 oleva
tikku on korvattava tikulla, jonka pituus on 10, silla
3+ 5 < 10 < 5+ 8. Néin ollen tikkujen pituudet voi-
sivat olla 1, 1, 2, 3, 5, 10, 15, 25, 40, 65, 105,. .. Koska
pisimmaén tikun pituuden on oltava 100, niin pituudel-
taan 65 oleva tikku on korvattava tikulla, jonka pituus
on 100, silld 25 4+ 40 < 100 < 40 + 65. Tikkujen pituu-
det voivat siis olla 1, 1, 2, 3, 5, 10, 15, 25, 40, 100, ja
Edel voi néin ollen tehd& enintdén 10 tikkua.

7. Kahden kolminumeroisen luvun keskiarvo on luku,
joka saadaan kirjoittamalla kyseiset luvut perdkkéin
ja erottaen luvut desimaalipilkulla. Mitkd nama kaksi
lukua ovat?

Ratkaisu. Olkoot A ja B etsityt kolminumeroiset luvut
ja merkitddn ne perdkkiin kirjoitettuna ja desimaali-
pilkulla erotettuna A,B. Talloin

A+B:AB:A+£1’
2 1000
joten
A+B=24+ 2
N 500"

Koska A+ B ja 2A ovat kokonaislukuja, niin my6s luvun
% on oltava kokonaisluku. Mutta koska B on kolmi-
numeroinen, niin ainoa mahdollisuus on, ettd B = 500.
Talloin A = B —1 = 500 — 1 = 499. Voidaan vield
tarkistaa, etté

LS99 _

8. Yksikkonelion siséén piirretddn nelji ympyraé kuten
alla olevassa kuvassa on esitetty. Kaksi suurempaa ym-
pyrda ovat samankokoiset ja samoin kaksi pienempéa
ympyrid ovat samankokoiset. Ympyrét sivuavat toisi-
aan ja nelion sivuja. Mikd on ympyréiden keskipisteet
yhdistdmalld muodostuvan vinonelién pinta-ala?

- )

N

Ratkaisu. Tarkastellaan alla olevassa kuvassa esitettya
tilannetta, jossa suurempien ympyroiden séde on R ja
pienempien ympyréiden sdde on r. Tehtdvadnannon pe-
rusteella CD =CL+ LM + MD = 1.

D R M L , C
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Nelikulmio CLGK on nelid, jonka sivun pituus on r,
ja nelikulmio DN HM on nelié, jonka sivun pituus on
R. Nyt HI' = R —r ja GH = r + R, silld janassa GH
on pienen ja ison ympyran siteet perdkkéin. Suorakul-
maisesta kolmiosta GT'H saadaan

(R+1)>=GT?+ (R—r)?,

joten GT? = 4Rr. Niin ollen LM = GT = 2V Rr ja
saadaan

l=r4+LM+R=r+2VRr+ R=(\r+VR)%
Koska \/77+\/§>0, niin ﬁ—l—\/ﬁ:l.

Lasketaan ensin side R. Koska BD =
DH = /2R ja FH = 2R, niin

V2, BF =

2R+ 2V2R =2

ja néin ollen

Nyt

Vi=1-vVR=1- -

joten nelioon korottamalla saadaan

r=1—2ﬁ+1—?=2—\f—m-

Huomataan, ettd suunnikkaan EFGH lavistdjien pi-
tuudet ovat FH = 2R ja EG = V2 — 24/2r. Koska la-
vistdjit ovat kohtisuorassa toisiaan vasten, niin suun-
nikkaan pinta-ala saadaan kaavalla

FH-EG _2R(v2—-2V2r) _ R(V3 — 2v/3r)

ala =
2 2 _éﬁ_m))

(B

=5 —4V2+2¢/(2 — V2)3 ~ 0,2398.

9. Maarita kaikki positiiviset reaaliluvut z, joille x + %
on kokonaisluku ja 2% + %3 on alkuluku.

Ratkaisu. Kun x + % = n on positiivinen kokonaisluku,
niin myos sen nelié

2
1 1
<x—|—> :x2+—2+2:n2
x T
on positiivinen kokonaisluku. Edelleen

1
x2+—2:n2—2
x

on positiivinen kokonaisluku, joten n > 1. Kertomalla
nyt yhtalot

1 1
zt+=-=n ja 2+ =n"-2
x T
puolittain keskendéin saadaan
. 1 1 .
x‘3+—3+x+f:n372n,
T x

joten
1
x3+—3:n373n:n(n273),
x

joka on kahden positiivisen kokonaisluvun tulo. Se on
alkuluku tésmélleen silloin, kun toinen tekijia on 1
ja toinen on alkuluku. Koska n > 1, niin on oltava
n?—3=1lelin=2. Néiinollenx—l—% =2, joten x = 1.

10. Mitk& luvuista 1,...,50 voidaan lausua vahintdan
kahden perédkkéisen ei-negatiivisen kokonaisluvun sum-
mana?

Ratkaisu. Kaikki parittomat positiiviset kokonaisluvut
voidaan esittdd kahden perdkkaisen ei-negatiivisen ko-
konaisluvun summana. Pariton luku jaettuna kahdel-
la ei ole kokonaisluku, mutta kun lasketaan osamé&é-
rdd edellinen ja seuraava kokonaisluku yhteen, saadaan
tarkasteltavana oleva pariton luku:

1=0+1,3=14+2 5=2+3,..., 49 = 24 + 25.

Toisaalta positiivisia parillisia lukuja ei voida esittéa
kahden perédkkiisen kokonaisluvun summana, koska
kahden perakkaisen kokonaisluvun summa on aina pa-
riton luku.

Tarkastellaan seuraavaksi positiivisia parillisia koko-
naislukuja, joissa on tekijdnd pariton positiivinen ko-
konaisluku n # 1. T&lloin tarkasteltava luku voidaan
esittdd tulona m - n, missd m on positiivinen kokonais-
luku. Asetetaan luvun toinen tekiji m summan kes-
kimmaiseksi yhteenlaskettavaksi ja lisdtaan sithen vuo-
rotellen m:&4 pienempid ja suurempia perdkkaisid ko-
konaislukuja niin monta, ettd summaan tulee yhteensa
n yhteenlaskettavaa lukua. Téll6in summaksi saadaan
tarkasteltava luku. Esimerkiksi

42=7-6=3+4+5+6+7+8+9.

Huomataan, etta koska m:aé pienempié lukuja lisdtaan
summaan 5 L kappaletta, niin kaikki summan luvut
ovat positiivisia. Talloin siis 10ydetddn aina summaan
vaadittavat perdkkéiset ei-negatiiviset kokonaisluvut.

Tarkastellaan sitten positiivisia parillisia kokonaisluku-
ja, joilla ei ole tekijdna paritonta positiivista kokonais-
lukua n # 1. Talloin kaikki tekijit ovat parillisia luku-
ja, jotka ovat luvun 2 potensseja 2F, k € N. Téllaisia
lukuja ei ole mahdollista esittdd enemméan kuin kahden
perakkéaisen kokonaisluvun summana.

Perustellaan tdmé tekemélla vastaoletus, ettd vahin-
tédn kolmen perikkiisen kokonaisluvun summa on 2%.
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Oletetaan ensin, ettd yhteenlaskettavia lukuja on pari-
ton méard n. Talléin summan keskimmaéinen luku on
yhteenlaskettavien lukujen keskiarvo, joten n on luvun
2k tekija. Tamé on ristiriita, koska luvulla 2% on vain
parillisia tekijoita luvun 1 lisaksi.

Oletetaan sitten, ettd yhteenlaskettavia lukuja on pa-
rillinen méard 2n. Téalloin yhteenlaskettavien lukujen
keskiarvo ei ole kokonaisluku vaan ”puoliluku” m+0,5,
m € N, jolloin

(m4+05)-2n=2F eli (2m+41)-2n =2F1,

Tamé on ristiriita, koska luku 2m+1 on pariton, mutta
luvulla 2%+ ei ole parittomia tekijoité.

Néin ollen lukuja 2, 4, 8, 16 ja 32 ei voida esittaé vahin-
tadn kahden perakkéisen ei-negatiivisen kokonaisluvun
summana, mutta kaikki muut 45 lukua valilta 1,...,50
voidaan esittaé.

Solmun 3/2022 tehtdvien 11-20 ratkaisut julkaistaan
seuraavassa NUIMerossa.

Lé&hde: K6MaL
Ké&annos ja sovitus suomeksi: Mika Koskenoja
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Tottumuksen tyrannia ja koululaisen matemaattinen

kasitteenmuodostus

Mikko Kotisaari
Matematiikan ja fysiikan aineenopettaja
mikko.kotisaari@edu.hel.fi

Jukka Liukkonen kéisitteli mainiossa Suorakulmio-
artikkelissaan® (Solmu 2/2022) matemaattisten késit-
teiden, ennen kaikkea suoran kulman, nomenklatuuria
ja tematiikkaa. Moni meistd opettajista havahtuu toi-
sinaan vastaaviin harhaanjohtavuuden ja epatasmalli-
syyden kiusalliselle alueelle kurottaviin kéasitekyseen-
alaistuksiin, varsinkin vasta maahan muuttaneiden ja
suomen Kkieltd opettelevien opettamisessa. He muodos-
tavat mielissdén késitteitd ja opettelevat osin jo tun-
temiensa kuvioiden suomenkielisid nimid. Muiden kie-
lien tapaan suomen kielessd on tottakai vakiintunei-
ta kdytdntojd, totuttuja sinne péain -ilmaisuja ja ken-
ties alkuihmetyksen jédlkeen muitta mutkitta hyviksyt-
tyja ristiriitojakin. Totta, kai, tottakai. Kuinka paljon
sellaisia on silti hyviksyttiava matematiikan terminolo-
giassa? Mikd muu tieteenala pyrkii samalla tinkimét-
tomyydelld tdsmaéllisyyteen?

Huomioni koskee tasogeometrian alkeita, joiden péal-
le rakennetaan avaruusgeometria. Nyt ei ole tarkoitus-
kaan astua kauas kaareutuvien pintojen vinhaan viet-
telykseen, vaan viivahtda tovi koulun penkilld oppilaan
nékokulmasta. Liukkosen artikkelissa mainittiin nelion
kaksoismerkitys sdannollisena nelikulmiona ja toisaal-
ta nelidmetrin lyhenteend. Namé merkitykset kuiten-
kin ovat késitteenmuodostuksessa ilmeisen rinnasteisia
ja jarkevid, onhan metri SI-jarjestelméssa pituuden pe-
rusyksikko. Kolmas, vihemmén ilmeinen merkitys ne-

Ihttps://matematiikkalehtisolmu.fi/2022/2/suorakulmio

liélle on asunnon koko: nelja huonetta ja keittio. Sel-
va, lasketaan siis huoneiden mééaraé: yksio, kaksio, kol-
mio, nelio ja kenties arkikielessd harvinaisemmat viisio,
kuusio, seitsio jne.

Tasogeometriassa ei tunneta yksiotd eikd kaksiota,
mutta kolmio kylla tunnetaan oikein hyvin: kolmikul-
mainen monikulmio. Useimmille oppilaille tdmé& on-
kin sanan ensimmainen opittu merkitys. Tarkoittakoon
vain vapaasti kolmio samalla kolmikulmaista monikul-
miota sekd kolmihuoneista asuntoa; asiayhteys pelas-
taa.

Missé sitten piilee manaamani matemaattis-termino-
loginen ongelma? Varhainen, lapsena tapahtunut ké-
sitteenmuodostuksemme ja sen jalkeinen tottumuksen
tyrannia ovat piilottaneet sen alleen. Kun seitsemés-
luokkalainen alkaa opetella monikulmioita, ensimmai-
senéd hanelle esitelladn yksinkertaisin eli kolmio. Kol-
mioita sitten piirretddn ja luokitellaan tylppien, suo-
rien ja terdvien kulmien seké sivujen tasamittaisuuden
suhteen. Kolmion sdénnoéllisené erikoistapauksena ope-
tellaan tasasivuinen kolmio. Jos tarina jatkuisikin ne-
li6ihin, mutta ei jatku. Se jatkuu nelikulmioihin, joista
nelié on sddnnollinen erikoistapaus. Tétd oppilaan voi
kestad sulatella jonkun aikaa, jos asia on uusi eiké jo
lapsuudesta tuttu. Millainen sitten olisi parempi nimis-
t67

.pdf
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Nykyinen nimitys Ehdotukseni

Monikulmion

kulmien m&&ra Yleinen muoto | Saannollinen | Yleinen muoto | Sdannollinen
muoto muoto

3 kolmio tasasivuinen kolmikulmio kolmio
kolmio

4 nelikulmio nelioé nelikulmio nelioé

5 viisikulmio saannollinen viisikulmio viisio
viisikulmio

6 kuusikulmio saannollinen kuusikulmio kuusio
kuusikul-
mio/kuusio

n n-kulmio saannollinen n-kulmio sadannollinen
n-kulmio n-kulmio/n:i6

Téasmallisyydelld on toki hintansa. Lukija kenties kakel-
telee, kuinka kapulakieliseltd kolmikulmio kuulostaa-
kaan. Vaan kuulostaako sittenkddn? Pitkéltd kenties
kylld. Entd alkusointu ja rytmi? Mikd nykyinen kol-
miomme on muilla kielilli? Triangel (ruots.), triangle
(engl.), Dreieck (saks.) — kolmikulmiohan se. Triange-
lista lisdd musiikintunnilla. Suomen kielessd geometris-
ta kuusiota kaytetdédnkin jonkin verran, esim. tyokalus-

sa kuusiokoloavain. Kéytetdanko jossain viisiota?

Sikéli kun ehdotukseni on harkinnan arvoinen, herdé
kysymys, kuka téllaisen muutoksen voisi tehda. Ko-
timaisten kielten keskus? Vai onko todella, Liukkosta
mukaillen, geometrian luultavasti jumalallista alkupe-
réd oleva nomenklatuuri asia, johon matemaatikkokaan
ei pysty vaikuttamaan?

sisallysluetteloon
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Ymmarryksen tuolla puolen

Jukka Liukkonen
Mat. yo. evp.

Young man, in mathematics you don’t un-
derstand things. You just get used to them.

— John von Neumann

Moniulotteinen maailma

Liitin tuon epigrafin artikkelin alkuun siksi, ettd en
ymmarra neliulotteista avaruutta, saati sitten useam-
piulotteista avaruutta. Kolmiulotteisen avaruuden luu-
len ymmartavani, mutta saatan olla Dunning-Kruger-
efektin eli ylivertaisuusvinouman uhri. Kun kolme
koordinaattiakselia laitetaan kohtisuoraan toisiaan vas-
taan, ja sithen pitéisi &ngetéa neljéds akseli, joka on koh-
tisuorassa kaikkia kolmea vastaan, niin en kylld ym-
maérrd, mihin suuntaan se neljas akseli sojottaa. Kui-
tenkin péadsin yliopistossa esimerkiksi matriisilasken-
nan kurssista ldpi, vaikka sielld késiteltiin lineaarisia
kuvauksia m-ulotteiselta avaruudelta n-ulotteiseen ava-
ruuteen, missid m ja n voivat olla miten suuria positii-
visia kokonaislukuja tahansa. Jotain kummallista tas-
sd matematiikassa on. Sen avulla pystytddn tunkeu-
tumaan ihmisen havaintomaailman ja késityskyvynkin
tuolle puolen. Liséksi tuo tunkeutuminen on aika usein
yhté vaivatonta kuin omenoiden, banaanien ja appel-
siinien jaottelu eri koreihin.

Tiesitkd muuten, ettd kaikki solmut [4] aukeavat neli-
ulotteisessa avaruudessa? Tai oikeastaan ne ovat jo val-
miiksi auki sellaisen tarkkailijan mielesté, joka ei ole si-

dottu kolmeen ulottuvuuteen. Tétd aihetta kasitelldan
artikkelin lopussa. Alkuosassa pohditaan eriulotteisten
kappaleiden mittaamista.

Moniulotteisen kuution pinta-ala ja tila-
vuus

Euklidinen avaruus R? on pisteiden (21, o, x3) joukko
R® = { (z1,22,23) ’ T1,T2,T3 € R}.

Kun avaruuden ulottuvuuksien méérds kasvatetaan,
jono (x1, z9, x3) pitenee jonoksi (z1,...,2,), ja yleinen
n-ulotteinen euklidinen avaruus on joukko

R”z{(mh...,xn) ’xh...,xneR}.

Kahden pisteen a = (a1, ...,a,) ja b= (b1,...,by,) va-
linen etdisyys lasketaan Pythagoraan lauseen yleistyk-
sen kautta kuten kolmiulotteisessa avaruudessa:

|a—b|:\/(al—b1)2+...+(an—bn)2.

Pituudesta, pinta-alasta ja tilavuudesta kaytetdan yh-
teistd nimitystda mitta tai tdsmallisemmin 1-mitta,
2-mitta ja 3-mitta. Useampiulotteisessa avaruudessa
R™ puhutaan n-mitasta. Esimerkiksi n-ulotteisen suo-
rakulmaisen suuntaissdrmion

{(@1,. .. 2p) a1 < a1 < by, an <ap <bp )
n-mitta on sdrmien pituuksien tulo

<b1 — al) N (bn — an).
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Muiden kappaleiden voidaan ajatella koostuvan pie-
nenpienistd suorakulmaisista suuntaissdrmioistd. Té&-
hén ajatukseen perustuu pinta-alan mittaaminen ne-
lidsenttimetreissd tai tilavuuden mittaaminen kuutio-
senttimetreissd. Kun n-ulotteista kappaletta venyte-
tddn niin, ettéd etdisyydet r-kertaistuvat, kappaleen n-
mitta r"-kertaistuu, silla

r(by — a1)r(bs — az) ...r(b, — an)
= ’I"n(bl — al)(bg — ag) e (bn — an).

Moniulotteisen avaruuden olioita nimitetdédn hy-
perolioiksi: esimerkiksi n-ulotteisen avaruuden n-
ulotteinen kuutio on hyperkuutio [2], kolmiulotteises-
sa avaruudessa leijuvaa kaksiulotteista tasoa vastaa
n-ulotteisen avaruuden (n—1)-ulotteinen hypertaso [3]
jne. Origokeskisen hyperkuution

Cr={(z1,....wn) | —r<a <r,...,—r<a, <r}

n-mitta eli hypertilavuus V(CI) ja hyperpinta-ala
A(CI) ovat

V(Cr) = (2" ja A(CT) = 2n(2)" L,
silla  hyperkuutiolla on jokaista koordinaattiakse-
lia kohti kaksi (n—1)-ulotteista hyperkuutiosivutah-
koa, joista kummankin (n—1)-mitta on V(Cr~1) =
(2r)"~L. Hyperkuution livistdjin pituus on

d(Cl) = \/n(2r)2 = 2ry/n.

Origokeskiselle yksikkohyperkuutiolle r = 1/2; ja
V( ?/2) =1, A(CIL/Q) =2n ja d(c?/z) =/n.

Huomaa, ettd yksikkéhyperkuution hypertilavuus séi-
lyy vakiona, mutta hyperpinta-ala ja lapimitta kasva-
vat rajatta, kun avaruuden dimensio n kasvaa rajatta.
Jatkossa puhutaan kuutioista, pinta-aloista, tilavuuk-
sista jne. silloinkin, kun ulottuvuuksia on enemmén
kuin kolme. Ulottuvuuksien méara ilmenee asiayhtey-
desté.

Moniulotteinen pallo ja kuula

Pallolla tai (n—1)-pallolla [5] tarkoitetaan téssd artik-
kelissa n-ulotteisen euklidisen avaruuden R"™ pistejouk-
koa
SEt=A(a, .. a) |2t + . 2l ="}

Sen pisteet sijaitsevat tasan sdteen r pédssd origosta.
Pallo késittad siis pelkédn (n—1)-ulotteisen pallonkuo-
ren. Kun siihen yhdistetdéan kuoren sisdpuolelle jaavat
pisteet, saadaan kuula eli n-kuula

B = {(aroeensra) [ a2 <0

Pallon (n—1)-mittaa A(S"~!) sanotaan pallon pinta-
alaksi, ja kuulan n-mittaa V(B]) kuulan tilavuudek-
si. Yksikkopallon tapauksessa pinta-alaa ja tilavuutta
merkitdan

Ap_1 = A(STY) ja V,, = V/(BY).

Ne skaalautuvat r-siteisen pallon pinta-alaksi ja kuu-
lan tilavuudeksi:

ASTH =" 1A, 1 ja V(B®) =r"V,.

Kuulan kuorimalli

Tilavuuden laskemiseksi kuulan ajatellaan koostuvan
sisdkkaisistd pallonkuorista kuin sipuli. Sdteen pituu-
den lisdystd Ar vastaa tilavuuden lisdys

AV(B™) ~ A(SPY) Ar,

joka on pallon pinta-ala kerrottuna pallonkuoren pak-
suudella. Kun sédteen lisdys on hyvin pieni ja ldhes-
tyy nollaa, perinteisen havainnollisen ajattelutavan mu-
kaan darettoméan pienille eli infinitesimaalisille erotuk-
sille tai differentiaaleille
dr = lim Ar ja dV(B}') = lim AV(B}
= i, A 2 AVIBP) = Jim, AV(EY)
saadaan tarkka yhtalo
dV(B?) = A(S* 1) dr.

Tama on tietysti 16ysda puhetta, mutta se johtaa péte-
viin yhtél6ihin
AV (B! dV (B}
lim ( T ) _ ( T )

— = A n—1
Ars0  Ar dr CE

joilla on tdsmaéllinen merkitys: pinta-ala on tilavuuden
erotusosaméiréin raja-arvo, toisin sanoen derivaatta.

av(By)

dr
A5

Kuva 1. Kuula origokeskisten pallonkuorien yhdisteend. Kuulan
tilavuus saadaan summaamalla eli integroimalla ohuiden pallon-

kuorien tilavuudet.
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Muutoksen mallintaminen differentiaalien avulla on
paljon kéytetty ja tehokkaaksi havaittu menetelmé eri-
laisten kaavojen ja yhtéldiden johtamiseen. Muodolli-
sesta yhtélostd dV (B2) = A(S"~1) dr péadstidn muka-
vasti integraaliyhtaloon

missd h = sind, r = cos 6 ja yleisesti df(0) = f'(0) d6.
Siivun pinta-alalla tarkoitetaan (n—1)-ulotteisen kuu-
lan (n—1)-mittaa. Integroimalla saadaan

1 5
2/an(h) = 2Vn_1/cos" 0 de
0 0

R R Vi =
Javi = [as e
0 0 g
toisin kirjoitettuna ja laskettuna = Vo / c0s™ 0 6 = Voaln,
R R o
V(B}) = An,l/r"—ldr _ Ano /7’” _ At g z
J n / n missd on merkitty I,, = j;r cos™ @ df. Erityisesti Iy = 7
Erityisesti ja Iy = 2. Siis ’
v, = An—1 z
n Vo =Vl I, = / cos™ 6 do.

Kuulan siivumalli

Tilavuuksien V,, ja V,,_; vilille saadaan yhteys, kun
kuula siivutetaan ohuiksi siivuiksi x,-akselia vastaan
kohtisuorassa suunnassa kuvan mukaisesti.

Tn,

L1y 3 Tn—1

Kuva 2. Siivutetun kuulan tilavuus saadaan summaamalla ohui-

den siivujen tilavuudet.

Korkeuden A muutosta dh vastaava tilavuuden muutos
on siivun pinta-alan ja paksuuden tulo

dvi,(h) = V(Br Y dh =r""'V,_1 dh
=V,_1cos" 10 dsind
= V,,_1 cos™ 6 do,

w3

Pallon siivumalli

Pallon pinta-ala voidaan laskea siivuttamalla samaan
tapaan kuin tilavuuskin. Pinta-alojen A, ja A, _1 vali-
nen yhteys saadaan integroimalla yhtalosta

dA,(0) = A(S"_1)do = A, _1 cos" 10 d6.

cos 0

Tn41

do

Kuva 3. Siivutetun pallon pinta-ala on summa suikaleiden pinta-
aloista. Suikaleen pinta-ala on sen pituuden ja leveyden tulo. Pi-

tuus tarkoittaa tdssd (n—1)-ulotteisen pallon (n—1)-mittaa.
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Toisin sanoen

An = Anfljnfl .

Kosinin potenssin integraali

Kehystetyistd kaavoista saadaan palautuskaava, josta
integraalin I,, arvot voidaan laskea:

In+1_Vn+1 Anfl_ n An Anfl_ n
In_li Vn An 777/—}—114”_1 An 7Tl+1
Taten parillisilla n
n n n—2 2
I,11 = I,_1= . R &
T i TNEE R | 37!
oon-(n—2)-...-2 9
C(n+1l)-(n—1)-...-3 7
ja parittomilla n
n n n—2
In = n—1 = . . ,I
+ n+1 ! n+1 n—1 0
n-(n—2)-...-1
= -
m+1)-(n—1)-...-2

Matemaattisten laskelmien ja péatelmien tekemista
voidaan verrata 16ytoretkeilyyn. Edella esitetty kosi-
nin potenssin integrointikaavan johto hyperpallojen ja
-kuulien avulla muistuttaa purjehdusta Helsingista Tal-
linnaan Kap Hornin kautta. Perille paéstiin kuitenkin.
Puoli vuosituhatta sitten eréds purjehtija ldhti etsimaan
Intiaa, mutta padtyi Amerikkaan. Myds matemaatti-
sella matkalla 16ydetdén kaikkea mielenkiintoista, eika
aina sitd, mitd alun perin oli tarkoitus. Nyt kévi on-
nekkaasti.

n —

Tehtava 1. Johda palautuskaava I,, = I,,_o osit-

taisintegroimalla.
Tehtava 2. Johda hyperoktaedrin
Of:{(xl,...7xn) ‘ lz1| + ...+ |25l §r}

tilavuuden lauseke. Vihje: Viipaloimalla saat palautus-
kaavan, jossa V(O}) lausutaan tilavuuden V(O7™1)
avulla.

Gamma-funktio

Pallojen ja kuulien mittaamisessa on edistytty palau-
tuskaavojen tasolle, mutta lopullisten laskentakaavojen
aikaansaamiseksi pitdd vield tehdd toitd. Sitd varten
médritelladn kertomafunktiota ¢ — (¢—1)! muistutta-
va gammafunktio

I:{4|keZ k>0} >R,

\/7? , k=1,
(%) = 1 , k=2,
(E-1DrE-1), k>2.

Olkoon k parillinen. Kun palautuskaavaa (alin vaih-
toehto) sovelletaan k/2 kertaa, saadaan yhtélo

F<k+2>:kk_2

DO |~
N

e F(1)7

2 2 2 2

josta ratkeaa

ko(k—2)-...-4-2=

25T (k + 2) .
2

Parittomilla k sovelletaan palautuskaavaa (k+1)/2 ker-
taa, mikd johtaa yhtaloon

p(kr2y_k k=2
2 2 2

N o
N =
—
7 N
N =
~

Siita ratkaistaan

k-(k—2)-...-3-1

Parillisilla n on taten

Parittomilla n péatee

n+1
e e
n+1 ntl nt3
27T ("3?)

Yllattéaen saatiin samanndkoinen tulos parillisilla ja pa-
rittomilla n. Kun n korvataan erotuksella n—1, saadaan
yleinen kaava

n+1)

2

n+2 ﬁ
2

)

On vaivatonta tarkistaa, etté se patee myos tapauksissa
n=0jan=1.
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Huomautus. Erillisissd pisteissd k/2, missd k on
positiivinen kokonaisluku, maééritelty funktio I' voi-
daan laajentaa kompleksimuuttujan kompleksiarvoi-
seksi (meromorfi)funktioksi

r.Cc\{0,-1,-2,...} - C, z—TI(2).

Téalléin puhutaan Fulerin gammafunktiosta [1]. Sen ra-
joittumana saadaan jatkuva funktio

I':]0,00[— R,

jolleT'() = (¢ —1)!'=1-2-...- (£ —1) kaikilla positii-
visilla kokonaisluvuilla £.

Pallon pinta-ala ja kuulan tilavuus

Palautuskaavaa toistamalla saadaan pallon pinta-
alaksi

An = An—lln—l = An—QIn—QIn—l = ..
= Alfl N Infglnfl = 27‘1’[1 e Infgfnfl.

Tulolla I ... I,_1 on lauseke

n Anf 1 Vn Vn /Anf 1
1 2,000000  2,000000  1,000000
2 6,283185  3,141593  0,500000
3| 12,566371 4,188790 0,333333
41 19,739209 4,934802  0,250000
5 | 26,318945 5,263789  0,200000
6 | 31,006277 5,167713  0,166667
7 1 33,073362 4,724766  0,142857
8 | 32,469697 4,058712  0,125000
9 | 29,686580 3,298509 0,111111
10 | 25,501640 2,550164 0,100000
11 | 20,725143 1,884104  0,090909
12 | 16,023153 1,335263 0,083333
13 | 11,838174 0,910629 0,076923
14 | 8,389703 0,599265 0,071429
15 5,721649 0,381443 0,066667
16 3,765290 0,235331  0,062500
17 | 2,396679 0,140981 0,058824
18 1,478626 0,082146 0,055556
19 0,885810 0,046622 0,052632
20 0,5616138 0,025807  0,050000

L. dyy =77 rHTE)rEe I3
rEG)r@erE) rEd
n—1
— ™ 2
(%)
Siis
2m"s o
Ap= 2 A=
I (%4) LT ()
ja edelleen
fAnfl . onE
)
2m% o
Vn: — Anflz .
nT (%) T (%)

Oheen on taulukoitu avaruuden R™ yksikképallojen
pinta-alat A, _1, yksikkokuulien tilavuudet V, ja suh-
teet V,, /A, _1 dimensioissa n = 1,...,20. Pallon pinta-
ala on suurimmillaan, kun n = 7. Kuulan tilavuus on
suurimmillaan, kun n = 5. Miettikaépéa tata! Onko edes
jarkevaa vertailla eriulotteisia mittoja?

Kun n = 50, on A,,_; ~ 8,651096 - 10~'2,
V, = 1,73021910~ 13 ja V,, /A,,_1 = 0,02.

Tehtava 3. Osoita, etté

@) g Ana =0 () Jim Va=0,
Vn
(¢) lim =0.
n—oo n—1

Onko téssd jotain outoa? Aikaisemminhan todettiin,
ettd yksikkohyperkuution tilavuus on dimensiosta riip-
pumatta aina 1, ja sen pinta-ala kasvaa rajatta, kun
n — 0o?

Tehtiva 4. Kertoma {0,1,2,...} = R, £ — £ voitai-
siin laajentaa funktioksi [0, co[— R, z — z!, méiritte-
lemaélla

‘ x-(x—=1)...- (x —kz), >0,
xl =
1 , =0,

misséa

ky=max{keZ|z—k>0}.

Tutki funktion x — z! jatkuvuusominaisuuksia. Onko
2l =T(z+1)?

Miksi solmut aukeavat?

Ohessa on kuva apilasolmusta (engl. trefoil knot). Sii-
né yksiulotteinen (joskin lihavoitu), ndennéisesti kol-
miulotteisessa avaruudessa kiemurteleva kédyrd on pro-
jisoitu kaksiulotteiselle Solmu-lehden sivulle. Tuo liha-
va sulkeutuva kdyra todellakin nayttda solmulta mei-
dén kolmiulotteiseen avaruuteen vangittujen kolmiulot-
teisten tarkkailijoiden nakokulmasta.
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Kuva 4. Apilasolmu neliulotteisessa avaruudessa. Varin tum-

muus ilmoittaa neljannen koordinaatin x4 arvon.

Neliulotteisessa avaruudessa vapaasti leijaileva tarkkai-
lija tietdd, ettd kyseessd ei ole solmu, vaikka sen pro-
jektio kolmiulotteiseen avaruuteen néyttaa solmulta, ja
projektio kaksiulotteiselle tasolle nayttdd solmun ku-
valta. Itse asiassa neljds ulottuvuus on nakyvilla, se on
koodattu kéyrén vériin. Kuvassa on kolme ndennéista
risteyskohtaa, jotka eivét oikeasti ole risteyskohtia edes
kolmiulotteisessa avaruudessa. Neliulotteisessa avaruu-
dessa “solmu” voidaan “aukaista” vetdmalld ylimman
risteyskohdan taaempi eli tummempi kayrdnosa vaa-
leamman kayrénosan eteen lahemméksi katsojaa. Kéy-
rd ei missdan vetdmisen vaiheessa leikkaa itsedan sil-
loinkaan, kun projektio kolmiulotteisessa avaruudessa
néyttdd leikkaavan itsensd, silld kdyrdn neljds koordi-
naatti x4 on erisuuri tummalla osuudella ja vaalealla
osuudella. Oikealla on kuva “avatusta solmusta” Ko-
keile téatd kotona! Saksien avulla saat tuntumaa nel-
janteen ulottuvuuteen.

Toinen vaihtoehto on vaan odotella. Minulla on poy-
déllani apilasolmu rautalangasta taivuteltuna ja sul-
keutuvaksi tinalla juotettuna. Juotos pitédé, se ei ole
kylméjuotos! Joka aamu tarkastan solmun siltd varal-
ta, ettd se olisi auennut. Aika nimittdin on suhteelli-

Kuva 5. Apilasolmu “avattuna” x4-akselia vastaan kohtisuoran

kolmiulotteisen hypertason suunnassa.

suusteorian neljas ulottuvuus. Einsteinin mukaan em-
me olekaan kolmen ulottuvuuden vankeja, vaan liikum-
me alati neljannessd ulottuvuudessa, ja my6s apilasol-
mu litkkkuu. En hdmmaéstyisi lainkaan, jos solmu jonain
aamuna aukeaisi, kuin apilan lehti kasteisella niitylla,
aamun ensi siteen sitd hellasti hipaistessa.

Viitteet

[1] Wikipedia: Gamma function.
https://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_
function

[2] Wikipedia: Hypercube.
https://en.wikipedia.org/wiki/Hypercube

[3] Wikipedia: Hyperplane.
https://en.wikipedia.org/wiki/Hyperplane

[4] Wikipedia: Knot theory.
https://en.wikipedia.org/wiki/Knot_theory

[5] Wikipedia: n-sphere.
https://en.wikipedia.org/wiki/N-sphere
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Koysi maanelion ympari

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Helsingin yliopisto

Erédassa klassisessa geometrian tehtédvassid pohditaan
kéyden kiertdmistd maapallon ympéari. Kysymyksen
voisi muotoilla esimerkiksi seuraavasti: Kierretddn
maapallon ympdri koysi. Kierretddn sitten toinen kioy-
si metrin korkeudelle maanpinnasta. Kuinka paljon pi-
dempi jalkimmdisen kéyden pitdd olla kuin ensimmdi-
sen?

Tehtdvéd on varsin suoraviivainen ratkaista: Jos maa-
pallon sdde on 7, niin ensimmaéisessd tapauksessa tar-
vitaan 27 koytté ja toisessa 2m(r+1) koytta, eli erotus
on 2m(r + 1) — 2nr = 27. Runsas 6 metrié siis riittaa.

Vastausta on usein pidetty epéaintuitiivisena. Kuulem-
ma yliopistojen paivystévit dosentitkin ovat joutuneet
asiaa puhelimessa selittdméaédn ja vedonlyontejd kysy-
mykseen liittyen ratkaisemaan.

Onko tdmé lopulta niin yllattava tulos?

Ensimmaéisend ajatuksena tulee mieleen, etté jos raken-
taisi metrin korkuisen aidan Helsingistd Turkuun, niin
jarki sanoisi, ettd aidan huipulla ei tarvittaisi valtavas-
ti enemmén puutavaraa kuin aidan juurella. Toisaalta
voi myds argumentoida, ettd Helsingistd Turkuun on
aika lyhyt matka maapallon mittakaavassa, joten vaik-
ka ero olisi tosi pieni télla valilld, niin koko maapallon
kierrossa se voisi kasvaa aika pitkéksi.

Helpompaa onkin ehkd miettid, mitd tapahtuisi, jos
maapallon lépileikkaus olisi nelio, eikd ympyra. Voi-
daan yksinkertaisuuden vuoksi ajatella, etta nelion ym-
pari vedettaisiin koysi niin, ettd nelion sivuilla sen etéi-
syys olisi yksi metri pinnasta, mutta kulmat jatkettai-

siin niin, ettd muodostuisi isompi nelié. Piirretdan ti-
lanteesta kuva. Kuvassa mittakaava on pielessa:

Verrataan nyt neliéiden piirien pituuksia. Huomataan,
ettd isomman nelién jokainen sivu muodostuu osasta,
joka on yhtd pitkd kuin pienemmén nelion sivu ja li-
siksi jokaisessa kulmassa yliméaraisestd metrin palas-
ta. Tatd voi havainnollistaa seuraavalla kuvalla:

Nyt on helppo nahda, ettd piirien erotus muodostuu
vain kulmista, eli tdssé tilanteessa ero olisi 8 metria.
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