NELIKULMIOIDEN MINIMALISTINEN JA TOIMINNALLINEN
KONSTRUOINTI JANOJA RISTEYTTAMALLA

Jaska Poranen

Hyvien toiminnallisten tydmuotojen ideointi ja toteuttaminen matematiikassa vaatii opettajalta
kunnollista perehtymisté jo olemassa oleviin maaritelmiin sekd myds kykya luoda niitd itse; on
samoin oltava aktiivinen suhteessa muihin perustoimintoihin, kuten vaitteiden asettamiseen ja niiden
todistamiseen. Tassa tydssa harjoitellaan opettajankoulutuksen nédkékulmasta mm. edella mainittuja
asioita tuottamalla toiminnallisesti ei-standardista suunnasta, minimalistisesti ja konstruktiivisesti
niin tavallisia kuin erditd vahemman tavallisia nelikulmioita “risteyttimdilld janoja”. Nelikulmioita
tarkastellaan myds tavanomaiseen tapaan. Molemmat l&hestymissuunnat havainnollistavat ja
tasmentavat myos nelikulmioihin liittyvaa portaikkoajattelua. Ei-standardi lahestyminen, jonka voi
helposti muuntaa myds strukturoiduksi ongelmakentéksi seka algoritmisen ajattelun harjoitteluksi,
osoittautuu varsin hyddylliseksi esimerkiksi Varignonin lauseen tutkimisessa.

Johdanto

Geometrian kehityksessa on nahtavissa analogisia piirteita kielen kehittymisen kanssa. Tamén péivan
suomen kielen kayttaja liittanee tyypillisesti esimerkiksi kasittdmisen, ymmartamisen ja ajattelemisen
paansisaiseen, nakyméattomaan ja abstraktiin maailmaan. Néiden ilmaisujen etymologinen selvitys
viittaa kuitenkin kasilla tekemiseen, ympérdintiin (jonkin alueen rajaamiseen) ja takaa ajamiseen (vrt.
Leino 2015, 21). Geometrian alkuperdd on hieman samaan tapaan hahmotettu ihmiskunnan
konkreettisten tilakokemuksien kautta (vrt. esim. Husserl 2007). Tdméan ajattelutavan kanssa tuntuu
olevan ainakin osittain linjassa se, kun (koulu)geometriaa luonnehditaan oppiaineeksi, joka antaa
matemaattisia ty0valineitd tilasuhteiden tajuamiseen ja niill& operoimiseen (Silfverberg 2018, 87).
Toisaalta on tietysti selvad, ettd ainakin yhtend syynd niin kehittyneen kielen kuin geometrian
tarke&an rooliin inhimillisessé toiminnassa on juuri niiden kyky joustavasti laajentaa ja muunnella
sanojen ja késitteiden alkuperéisia kayttotapoja.

Tieteend geometria abstrahoitui ja irrottautui fyysisestd toiminnan maailmasta hammastyttavalla
tavalla jo tuhansia vuosia sitten. Usein sanotaan — ehké asiaa sen tarkemmin ajattelematta — sen
saaneen alkunsa maanmittaukseen liittyneistad kdytannollisista kysymyksista, mistd itse geometria-
sana, juuri maanmittausta tarkoittaen, 10ytaa myos etymologisen selvityksensa (vrt. esim. Lehtinen &
Merikoski & Tossavainen 2007, 7). Geometrian kasitteenmuodostusta on ilmeisesti, ainakin ennen
sen “lopullista aksiomatisointia” 1900-luvun tienoilla, s&&dellyt paitsi abstrahoiminen niin myods
tdydentdminen suhteessa ulkoisen maailman olioihin: riittdd ajatella esimerkiksi sen kasitteité piste,
suora ja taso (vrt. esim. Nevanlinna 1964). Mutta myds kasilla tekeminen on ollut (klassisessa)
geometriassa aina mukana muun muassa harppi-viivain-konstruktioiden myota.

Tallgin toimitaan niiden postulaattien (ks. esim. Lehtinen ym. 2007, 79) mukaan, jotka yleisesti ovat
harpille ja viivaimelle asetettu pyrittdessa konstruoimaan vaikkapa sdannéllinen 10-kulmio (vrt. esim.
Véisdla 1965, 125-126). Silti onnistuneelta ndyttava suoritus ei vield riitd, vaan tarvitaan myds
geometrian sisdinen, késitteellinen todistus menettelyn oikeellisuudelle. Nain klassisissa harppi-
viivain-konstruktioissa ovat tekeminen ja sen perustelu, ajattelu, olleet aina hienolla ja
tunnistettavalla tavalla 14sn4; t4t4 kautta on edelleen voitu saavuttaa kauaskantoisia siirtovaikutuksia
muunkin tyyppisen matematiikan kunnolliseen oppimiseen. NyKyisista perusopetuksen ja lukion



opetussuunnitelmista tdman tapaisia tehtévia ei kuitenkaan juuri 16ydy. Tama kirjoitus pyrkii pienelta
osalta korvaamaan tata puutetta — mutta nyt operoidaan janoilla.

Toiminnallisten tydmuotojen lahtokohtana matematiikassa on tavallisesti jokin kasite, jota pyritaan
muuntamaan konkretiaksi: moniaistiseksi elavaksi kokemukseksi, liikkeeksi, kasityoksi, peliksi,
leikiksi, tms. Toisaalta nd&ma kokemukset on pystyttdva palauttamaan matemaattisiksi ideoiksi (vrt.
esim. Portaankorva-Koivisto 2010, 143; Lindgren 2004). Toiminnallinen tydskentely voi myos
pitempadn ik&an kuin vuorotella dialektisesti konkretian ja kasitetason valilla (vrt. esim. Joutsenlahti
2005, 67). Lahtokohdan ei aina tarvitse olla valmiissa matemaattisessa ideassa, vaan liikkeelle
voidaan lahted esimerkiksi jostakin konkreettisesta toiminnosta tai laitteesta, jota tutkimalla
hahmotetaan siihen liittyvaa matematiikkaa (ks. esim. Poranen & Yrjanéinen 2015). On selvéaa, ettd
molemmissa lahestymistavoissa tarvitaan tietoa ja ymmarrysta késitteiden maaritelmista ja niiden
luonteesta; madritelmia pitaa oikeasti ymmartaa ja niité tulee osata tarvittaessa myos itse luoda.

Monet tutkimukset kuitenkin osoittavat, ettd matemaattisten ké&sitteiden maédrittely, ja jopa itse
madrittelyn idea on vaikea asia oppilaille ja opiskelijoille kaikilla koulutusasteilla, yliopisto-opiskelu
mukaan lukien (esim. Silfverberg 2018, 98). Ainakin osasyyksi talle katsotaan se, ettd tavallisissa
oppimateriaaleissa maéaritelmét esitetddn lilan valmiina, ilman syventdvaa taustoitusta niiden
luonteesta, tarpeesta ja merkityksesta matemaattisen késitteenmuodostusprosessin kannalta. Niinkin
voi olla, ettd madritelmiin ei monissa tavallisissa oppimistilanteissa tarvitsekaan kiinnittaa, ainakaan
koulussa, kovin paljon huomiota; niitd luonnollisesti esitetddn, mutta sitten annetaan nopeasti
muutama malli (esimerkki), jonka jalkeen ryhdytdédn ”laskemaan” — ja madritelmien syvempi luonne
voidaan unohtaa.

Koulumatematiikassa ei juurikaan todisteta vdittamia tai lauseita oikeiksi (tai vaariksi)
yliopistomatematiikan tapaan. Syy tahan on sindnséd selva: sellaisia aksiomaattisia rakenteita tai
ympéristojd, joita todistaminen vaatisi, ei koulussa voida tehdd. Nain yliopistomatematiikan
tavanomainen 3-portainen esitysjarjestys maaritelmé, véite (lause) ja véitteen todistus ei juuri ole
esilla koulussa. Tdmakin voi vaikuttaa siihen, ettd madritelmid, joita kyll& koulussakin tarvitaan,
huomioidaan lahinnd operationaalisesti, ei niink&an kasitteellisesti. Toisaalta todistaminen on
matematiikan ydintd, eikd sitd tietenkdin voida koulussa tdysin ohittaa. Tassa kirjoituksessa ei
ryhdyté tata asiaa yleiselld tasolla ruotimaan (ks. esim. Keranto 2018), vaan tyydytaan esittdmaén
teesin luontoisesti vain seuraavaa: toiminnallisten tydmuotojen kannalta on olennaista tutkia,
ymmartéd ja luoda madritelmid, mutta sen liséksi on tutkittava, ymmérrettdva ja luotava myos
vaditteitd ja niiden perusteluita. Tdma kirjoitus pyrkii perustelemaan ja taustoittamaan sanottua teesié
rajoittumalla 1ahinné nelikulmioihin keskittyvédédn “case-tarkasteluun”.

Tavallisten nelikulmioiden maarittely

Tarkastellaan ensin lyhyesti, kuinka tutut nelikulmiot tyypillisesti méaaritell4&n — tai ainakin melko
tyypillisesti. Nimitdimme tét4 standardilahestymiseksi. Ensin on kuitenkin paikallaan tutkia hieman
yleistd monikulmion méarittelyd (vrt. Lehtinen ym. 2007, 20-21). Pisteet A1 ja An yhdistdva
murtoviiva A1A; ... An rakentuu samassa tasossa olevista janoista Ai1Az, A2As, ..., An-1An, joista
mitkaan kaksi perékkaisté eivét ole samalla suoralla. Janat A1Az, A2As, ..., An-1Ax muodostavat sen
sivut ja pisteet A1, Az, ..., An sen karjet. Jos murtoviivan sivuilla ei ole muita yhteisia pisteitd kuin



karjet, on se yksinkertainen; jos vield A1 = An+1, ON murtoviiva n-sivuinen monikulmio “viimeisena
sivunaan” ApAn+1 (= AnAs).

Kuva 1. Erééan yksinkertaisen ei-konveksin kuusikulmion A1A2A3AsAsAs muodostaminen
murtoviivojen kautta.

Taman maéarittelyn mukaan siis esimerkiksi yksinkertaisen nelikulmion kaksi sivua eivét voi leikata
toisiaan siten, ettd nelikulmion sisdosa nayttdisi muodostuvan kahdesta kolmiosta. Sanomme
edelleen, ettd yksinkertainen monikulmio on kupera eli konveksi, jos ei ole mahdollista, ettd
monikulmion kaksi mielivaltaista pistetta yhdistava jana siséltéisi pisteitd monikulmion ulkopuolelta.
Yksinkertaisen monikulmion lavistaja (jana) yhdistaa kaksi monikulmion karkipistettd, jotka eivéat
madritd monikulmion sivua.

Tavallisten nelikulmioiden (puolisuunnikas, suunnikas, suorakulmio, neljakéas ja nelid) méarittelyissa
esiintyy kirjavuutta, joka voi tuottaa turhia ongelmia. Tdmé& on yllattavaa, koska kyse on hyvin
arkisista ja monikayttoisistd muodoista — ja toisaalta geometriassa sinansé tarkeistd, ikivanhoista ja
kiinnostavista kasitteista. Puolisuunnikas voi olla vaikkapa

e nelikulmio, jonka toiset vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset ja toiset vastakkaiset sivut
erisuuntaiset (Silfverberg ym. 1997, 43; Vaisala 1965, 71);

e nelikulmio, jonka (ainakin) toiset vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset (Lehtinen ym.
(2007, 33).

Molemmissa madritelmissé edelld on ilmeisend ylékéasitteend yksinkertainen konveksi nelikulmio,
vaikka sitd ei ole sen kummemmin korostettu. Nuo maérittelyt eivat nayta Kiinnittdvan samaa
nelikulmioiden joukkoa piiriinsd; ensimméinen maérittely kieltdd mahdollisuuden, ett4
puolisuunnikkaalla voisi olla my®ds toinen pari vastakkaisia sivuja keskendén yhdensuuntaiset, toisen
taas salliessa sen. Jalkimméainen méaérittely vaikuttaa siis olevan valjempi, koska sen piiriin voi
ajatella kuuluvan kaikki ensimmaisen madrittelyn nelikulmiot sekd& vield muita: nekin, joilla
molemmat parit vastakkaisia sivuja voivat olla keskendén yhdensuuntaiset. On néin ollen ilmeista,
ettd maarittelyiden ilmaisemat kasitteet eivat ole samat, vaikka ne nimet&d&n samalla sanalla. Otetaan
siksi t&ssd, paremman puutteessa, kayttéon eri sanat puolisuunnikas(t) ja puolisuunnikas(v)
ilmaisemaan eri puolisuunnikkaan kaésitteitd; naista jalkimmainen sana nimetkdéon valjemmin



maéaritellyn puolisuunnikkaan (merkitddn maaritelma s1) ja edellinen tiukemmin maaritellyn. Mité
etuja voisi seurata, jos otettaisiin kayttoon puolisuunnikas(v)?

Yksi etu voisi olla siing, ettd tavalliset nelikulmiot saataisiin talloin esitettya hierarkkisesti tai
portaikkomaisesti l&htien liikkeelle vain yhdestéa perushahmosta, t&std valjemmin maédritellysta
puolisuunnikkaasta. Kaikki muut mainitut nelikulmiot olisivat nyt tdman perusmuodon
erikoistapauksia (Kuva 2). Voimme esimerkiksi ajatuksellisesti tai késitteellisesti poimia, maaritell&
puolisuunnikkaiden(v) joukosta sellaiset, joiden molemmat parit vastakkaisia sivuja ovat
yhdensuuntaiset (maaritelméa s2). Naita nelikulmioita voisimme kutsua taysisuunnikkaiksi (mika nyt
voisi olla parempi nimitys kuin suunnikas). Taysisuunnikkaiden joukosta voimme edelleen erityisesti
huomioida ne, joiden kaikki sivut ovat yhta suuria (maaritelma s3), ts. neljakkaat — ja ndista ne, joissa
kaikki neljd kulmaa ovat suoria (maaritelma s4), ts. neliét. Taysisuunnikkaiden joukossa on
mahdollista rajautua my®ds niihin, joissa kaikki kulmat ovat suoria eli suorakulmioiden joukkoon
(maaritelmad s5). Neliét voidaan ilmeisesti kiinnittdd myos tastda joukosta ymmartdmalla ne
suorakulmioiksi, joiden sivut ovat yhté pitkat.

Voimme sanoa ylla kaytettyd menettelyd tai madrittelyprosessia myos kasitteelliseksi varioinniksi
suunnassa yleisemmaésta yksityisempaén; toisaalta kasitteellistd muuntelua voidaan tehdd myos
vastakkaisessa suunnassa, yksityisemmasta yleisempééan. Matematiikassa kaiken kaikkiaan tdmén
tyyppiset ajatukselliset liikkeet ovat varsin keskeisida (vrt. esim. Schoenfeld 2012). Myds
kouluopetusta koskevissa oppimis-/opettamiskésityksissd (esim. Opetushallitus 2014, 17)
korostetaan muun muassa aktiivista ja tutkivaa oppimista, mink& voi ajatella olevan hyvassa
sopusoinnussa yleisten matemaattisten aktiviteettien kanssa. Geometriassa saatetaan puhua myos
visuaalisesta varioinnista (esim. Silfverberg 1999, 92), jolle myds GeoGebran kaltainen dynaamisen
geometrian ohjelmisto antaa erinomaisen toimintaympariston. Kuvaan alla (Kuva 2) on piirretty
’prototyyppejd” myds erdistd muista nelikulmioista; niihin palataan mydhemmin.
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Kuva 2. Tavallisia ja erditd vdhemmén tavallisia nelikulmioita. Tavalliset nelikulmiot
(taysisuunnikas, suorakulmio, neljékas ja nelio) ovat puolisuunnikkaan(v) erikoistapauksia.

Johdetaan nyt esimerkiksi ensin kaava (yhdensuuntaisten sivujen pituuksien keskiarvo kertaa niiden
valinen etéisyys), puolisuunnikkaan(v) pinta-alan laskemiseksi kolmion pinta-alan laskentaperiaate
lahtokohtana (vrt. esim. Lehtinen ym. 2007, 56-59); muiden pinta-alojen maaritykset (myds
puolisuunnikkaan(t)) olisivat talléin tdman perustuloksen suoraviivaisia sovelluksia. Jos vaikkapa



suorakulmiossa merkitaan kanta = a, korkeus = b, niin yhdensuuntaisten sivujen pituuksien keskiarvo
= (a + a)/2 = a, ja néiden sivujen vélinen etéisyys = b, joten sen pinta-ala = ab; vaihtoehtoisesti ala
voidaan maarittdd toimituksella (b + b)/2 - a = ba = ab. Ainakin opettajille, kaikilla kouluasteilla,
tallainen tietorakenne olisi hyodyllinen. Oppilaille asia voisi olla hivenen mutkikkaampi, koska
silloin ilmeisesti pitéisi operoida vahintaén tasolla 3, ominaisuuksien jarjestamisen tasolla, van Hielen
asteikolla — mitd luokittelua ké&ytetd&n paljon geometrian oppimisen ja opettamisen tutkimisessa (ks.
Silfverberg 2018, 90-93; Silfverberg 1999, 26 - 64).

Toisena esimerkkind ”portaikkoajattelusta” (Kuva 2) mainittakoon lause “Puolisuunnikkaan(Vv)
lavistdjat  leikkaavat  toisensa  yhdensuuntaisten  sivujen  suhteessa”  (kolmioiden
yhdenmuotoisuuslauseen ”kk” perusteella). Taysisuunnikkaan kohdalla tdmé tarkoittaisi jokseenkin
valittdmasti  seurauslausetta ’Taysisuunnikkaan lavistajat puolittavat toisensa” — koska
taysisuunnikkaassa vastakkaiset sivut ovat myos yhté pitkia (mika olisi helppo osoittaa). Tadma pitéisi
heti sisalladn myos neljakastd koskevan lauseen “Neljakkadn ldvistdjat puolittavat toisensa”, misté
seuraisi edelleen lause “Neljakkddan lavistdjat leikkaavat toisensa kohtisuorasti” (kolmioiden
yhtenevyyslauseen “’sss” nojalla). Toisaalta pétee selvésti lause ”Suorakulmion lavistdjdt ovat yhtd
pitkdt” (kolmioiden yhtenevyyslause ”sks”). Nelion voi ajatella erikoistapauksena seka neljakkaasta
ettd suorakulmiosta (samoin taysisuunnikkaasta ja puolisuunnikkaasta); ndin saadaan lause ”Nelion
lavistgjat leikkaavat toisensa kohtisuorasti pisteessd, joka jakaa ne molemmat kesken&én yhtd suuriin
osiin”. (Kuva 3.)
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Kuva 3. Eraiden tavallisia nelikulmioita koskevien lauseiden havainnollistuksia.

Yll& tarkasteltiin todistamista yleisluontoisesti, yksityiskohdat ohittaen. Geometriaa opiskellaan
koulussa jo 1. luokalta lahtien, ja matematiikan osa-alueena siihen luonnollisesti kuuluu myos
perusteleminen ja sen opettelu. Tavalliset nelikulmiot voisivat hyvin toimia monipuolisena ja
monitasoisena todistamiseen tai perustelemiseen liittyvien aktiviteettien ympadristond Kkaikilla
kouluasteilla, ja seuraavassa kappaleessa tehtavat tarkastelut pyrkivat syventaméan tata nakemysta.

Tarkastellaan selvyyden vuoksi vield hieman esimerkiksi lausetta (ominaisuutta): Neljakkaan
lavistdjat leikkaavat toisensa kohtisuorasti”. Lausetta todistettaessa voidaan siis hyoddyntaa
hierarkkista tietoa (Kuva 3), ettd neljakkaan lavistajat puolittavat toisensa, koska neljakas on myds



taysisuunnikas. Taman jalkeen itse todistus onnistuu helposti soveltamalla kolmioiden
yhtenevyyslausetta “’sss” neljakkédan (Kuva 3) vaakasuoran lavistdjan ylapuolella olevaan kahteen
kolmioon (liséksi tarvitaan tieto siitd, ettd vieruskulmien summa = oikokulma). Tdm4 lause on siis
tosi, mutta yleisesti taysisuunnikkaan lavistdjat eivat leikkaa toisiaan kohtisuorasti, ts. siité, etta
neljakkaan lavistajat leikkaavat toisensa suorassa kulmassa, ei saa péaatelld, ettd kaikkien
taysisuunnikkaiden lavistajat leikkaavat nain toisensa.

Esimerkkilauseemme voidaan muuntaa myos muotoon “Jos taysisuunnikas on neljékas, niin sen
lavistdjat leikkaavat toisensa kohtisuorasti . (Myos vaikkapa muoto "’Jos nelikulmio on neljakés, niin
sen lavistajat leikkaavat toisensa kohtisuorasti pisteessd, joka puolittaa ne molemmat” on
mahdollinen.) Voimme edelleen yleisesti ilmaista jos-niin-lauseet merkinnallda p — q. Silloin
sanotaan usein myos, ettd g on valttamaton ehto p:lle. Erityisesti siis se, ettd tdysisuunnikkaan
lavistdjat leikkaavat toisensa kohtisuorasti, on vélttdmatén ehto sille, ettd tdysisuunnikas olisi
neljakds. Mutta onko mainittu ehto myds riittdva: Onko myos lause ”Jos taysisuunnikkaan lavistajat
leikkaavat toisensa kohtisuorasti, niin se on neljakas” tosi?

Kysymyksen ymmartamistda voi helpottaa seuraavan (suositun) rinnastuksen tutkiminen
reaalimaailmasta ”Jos sataa, niin on pilvistd”. Asiaintila (q), ettd on pilvistd, katsotaan
(havainnollisesti, saatieteellisesti) valttamattomaksi ehdoksi satamiselle (p). Toisaalta voi tunnetusti
olla pilvistd, mutta silti ei sada. Nain ollen pilvisyys ei ole satamiselle riittdva ehto. Lause "Jos on
pilvistd, niin sataa” (q — p) on loogiselta luonteeltaan lauseen ”Jos sataa, niin on pilvistd” (p — q)
kaanteislause. Siis tassé lause (p — q) on tosi, mutta sen kaanteislause (q — p) on epatosi (on
mahdollista, ettd on pilvistd, eikd sada). Voimme myods huomata, etta lause (p — q) on ns. loogisesti
yhté pitava lauseen (ei-q — ei-p) kanssa (”Jos ei ole pilvistéd, niin ei sada”). Edellisen kappaleen
paattanytta lausetta voisimme siis ilmeisesti tutkia myos ndin: Onko lause Jos taysisuunnikas ei ole
neljékas, niin sen lavistdjét eivit leikkaa toisiaan kohtisuorasti” tosi?

Tavallisten nelikulmioiden tuottaminen janoja risteyttamalla

Téssé kappaleessa tutkitaan, kuinka tavalliset nelikulmiot voidaan tuottaa “janoja risteyttdmalla”.
Talloin laitamme janat A1As ja A2A4 leikkaamaan toisensa, jonka jalkeen piirretdaan janat A1Az, A2As,
AszAs ja AsAg, ts. ristedvien janojen A1As ja A2Aq4 paétepisteet yhdistetddn nelikulmioksi A1A2AzAs.
Tavallisia nelikulmioita 1dhestytdén siis “ei-standardista suunnasta” tavalla, jonka voi ymmartaa
my0s eradnlaiseksi viivainkonstruktioksi. Samalla saadaan vastaus myds esimerkiksi sille, onko
lauseen “Jos taysisuunnikas on neljakas, niin sen lavistdjat leikkaavat toisensa kohtisuorasti”
kadnteislause tosi.

Tarkastelut tehddan geometrisilla (GeoGebran) janoilla, mutta toiminnallisten tydmuotojen kannalta
on olennaista huomata, ettd janat ovat tulkittavissa myds vaikkapa puutikkuina tai mehupilleina.
Tassd kappaleessa geometrinen argumentointi on tavanomaista siten, ettd tutuksi oletetaan muun
muassa kolmioiden yhtenevyys ja yhdenmuotoisuus sekd naihin liittyvat lauseet; tuttuna pidetéén
my®ds suorien yhdensuuntaisuuteen liittyvad peruskasitteistoa (ks. esim. Lehtinen ym. 2007).

Laitetaan ensimmaiseksi kaksi janaa A1As ja A2A4 leikkaamaan toisensa kohdassa M samassa
suhteessa (Kuvassa 4 suhteessa 3 : 2 (= 6 : 4)). N&in saatu neljan pisteen systeemi tdydennet&én
yksinkertaiseksi nelikulmioksi A1A2AzAs. Siind ovat vastakkaiset sivut AiA> ja AszAs
yhdensuuntaiset: ovathan ensinnékin ristikulmina kulmat AiMA: ja AsMA4 yhtd suuret; toiseksi MA;
: MA; = MA: : MAg, joten kolmiot MA1A2 ja MAsA4 ovat yhdenmuotoiset (merkitddn AMA1A; ~



AAsMA;) kolmioiden yhdenmuotoisuuslauseen sks” perusteella; ndin samankohtaisina kulmina
ovat kulmat A2A1M ja AsAsM yhté suuret, mista edelleen seuraa, ettd A1Az || AsAs.

Y114 kuvatulla menettelylld saadaan siis janat A1As ja A2As risteyttdmalla synnytettyd nelikulmio
A1AAzA4, mistd 10ytyy (ainakin) yksi vastakkainen, keskendan yhdensuuntainen sivupari. Nain
maéaritelman s1 mukaisesti on saatu puolisuunnikas(v) A1A2AzAs.  Vélittdmasti nahdaén sekin, etta
tassé nelikulmiossa A1A2AzAs my0ds yhdensuuntaiset sivut jakavat toisensa lavistdjien suhteessa, ts.
A1A2 : AzAr = AoM . AuM = AiM : AsM.

3

Kuva 4. Puolisuunnikkaan(v) konstruointi risteyttamélla janat A1As ja A2A4 samassa suhteessa.

Varioidaan nyt edellistd jakosuhdetta siten, ettd janat A1As ja A>A4 leikkaavat toisensa pisteessa M
suhteessa 1: 1 (Kuvassa5alla6:6 =3:3=1:1). Taydennetd&n néin saatu neljan pisteen systeemi
nelikulmioksi AtA2AzA4. Talldin sekd AAsMA4 ~ AAIMA: ettd AAsMAL ~ AA>MAs3 (sks), mista
seuraa, ettd myos A1A4 || A2Asz, toisin sanoen olemme nain konstruoineet taysisuunnikkaan A1A2AzA4
méaritelman s2 mielessd. Edelleen, koska yhdenmuotoisuussuhde = 1:1, on AiA2 = A3As ja
vastaavasti A2Az = A1A4 (Kuva 5).



Kuva 5. Taysisuunnikas A1A2AzA4 konstruoidaan risteyttamallé janat A1As ja A2As suhteessa 1:1.

Seuraavassa varioidaan taysisuunnikkaan konstruointia siten, ettd suhteessa 1 : 1 toisensa leikkaavat
janat A1As ja A2A4 kohtaavat pisteessa M suorassa kulmassa (Kuva 6). Osoitetaan, ettd tata kautta
saatava nelikulmio A1A2A3A4 on méaritelmén s3 mukainen neljékaés.

Ensinnakin edellisen tarkastelun perusteella A1A2 = AsA4 ja A1As = A2Asz. Nain riittaa ndyttaa, etté
A2Az = AzAs, mistd véite seuraa. Konstruktion perusteella MA2 = MAs, joten kolmio A2MAz on
yhtenevé kolmion AsMAs kanssa yhtenevyyslauseen “’sks” perusteella. N&in edelleen yhtenevien
kolmioiden vastinosina A2As = AsAs, mika oli todistettava.

Kuva 6. Ristedvat janat A:As ja AAs; kohtaavat toisensa pisteessé M suorassa kulmassa,
jakosuhteessa 1:1; tdydennetty systeemi A1A2AzA40n neljakas.

Saamme nelion (standardi-)méaaritelméan s4 mielessa edellisesta neljakk&én konstruktiosta vaatimalla
lisaksi, ettd suorassa kulmassa pisteessa M ristedvat janat A1Asz ja A2A4 ovat yhté pitkat (Kuva 7).
Tiedamme siis jo, ettd nelikulmion A1A2A3zA4 sivut ovat yhtd pitkat. On osoitettava, ettd tdman



nelikulmion kulmat ovat suoria. Kolmiot A1A2A3, A2A3As, AsAsA1 ja AsA1AAz ovat selvasti
yhtenevét, joten riittad osoittaa esimerkiksi kulma A2A:1As4 suoraksi. Kolmio AiMA: on
suorakulmainen ja tasakylkinen, joten sen kulma A2A1M on puolet suorasta kulmasta; kolmio AiMA;
on edelleen yhtenevd kolmion AsMA: kanssa (esimerkiksi yhtenevyyslauseen “sks” perusteella),
joten vastinkulmina ovat kulmat A2A1M ja MA1A4 yhta suuret, ts. nilden summa = suora kulma, mika
oli todistettava.

Kuva 7. Nelion konstruointi.

Palaamme lopuksi vield yleisen taysisuunnikkaan konstruointiin. Varioidaan sitd nyt siten, etta
ristedvat janat A1Asz ja AxAs ovat yhtd pitkat (Kuva 8). On osoitettava, ettd talléin saadaan
madritelman s5 mukainen suorakulmio A:1A2AszA4. Tieddmme jo tdysisuunnikkaan konstruoinnin
perusteella, ettd A1A2 = AsAs ja A1As = A2As3; tieddmme senkin, ettd kolmiot AiMA: ja AsMA, seka
vastaavasti kolmiot A2MAgz ja AsMA: ovat keskendédn yhteneviét.

Téaman konstruktion erityisvaatimuksesta A1As = A2A4 seuraa, ettd edelld mainitut kolmiot ovat
tasakylkisid. Jos siis esimerkiksi merkitddn kulma AsAsM = q, niin myds kulma MAsA3 = a; jos
vastaavasti merkitd&dn kulma MAzA2 = 3, on my6s kulma AzA>M = B. Talldin kulma AsMA; =28 ja
kulma A2MAgz = 2a; toisaalta kulmat AsMA4 ja A2MA3 muodostavat yhdessi oikokulman, joten 23
+ 20 = oikokulma, eli a + = puolet oikokulmasta = suora kulma = kulma AsAzA>. Kolmioiden
A1MA: ja AsMAs sekd vastaavasti kolmioiden A:MA3 ja AsMA:1 keskindisestd yhtenevyydesta
seuraa, ettd nelikulmion A1A2AzA4 kaikki kulmat ovat suoria, mika oli todistettava.



Kuva 8. Suorakulmion konstruointi.

Yhteenvetoa. Tavalliset nelikulmiot, standardimaaritelmien s1-s5 mielessa, on siis helppo
konstruoida myds ik&an kuin sisalta pain, kahta janaa A1As ja A2A4 eri tavoin risteyttamélla. Toisaalta
talloin syntyy my0s mahdollisuus madéritelld nuo nelikulmiot ”ei-standardista suunnasta”
toiminnallisesti. Esimerkiksi

Valitse kaksi janaa a = AC ja b = BD; pistd ne leikkaamaan toisensa kohtisuorasti
pisteessd M, joka jakaa molemmat kahtia. Yhdisté janojen a ja b pééatepisteet A, B, C ja
D neljalla janalla AB, BC, CD ja DA. Nain muodostettua nelikulmiota (murtoviivaa)
ABCD sanotaan neljakkaaksi (maaritelma s3°).

Tasséd kappaleessa tarkastellut menettelyt yhdessd standardimééritelmien kanssa antavat
yksinkertaista ja havainnollista ainesta myds monien tavallisia nelikulmioita koskevien lauseiden ja
néiden kaanteislauseiden tutkimiseksi. Tama jatkotarkastelu ja&dkoon lukijalle.

Molemmat ldhestymistavat pitavat sisalladn samoin helposti ymmarrettavan portaikkorakenteen,
mika harjaannuttaa esimerkiksi ajatuksellisen (tai toiminnallisen) siirtymisen yleisemmasta
késitteestd sen erikoistapaukseen — tai pdinvastoin. Nayttdd kuitenkin siltd, ettd juuri janojen
risteyttdminen — tai “tiukasta risteyttdmisestd” luopuminen — mahdollistaa huomattavan runsaan
varioinnin ja uusien konstruktioiden tuottamisen.

Muita konstruktioita

Kuvaan 2 on piirretty erdiden muidenkin kuin ns. tavallisten nelikulmioiden prototyyppejé.
Seuraavaan kuvaan (Kuva 9) on hahmoteltu erdan leijan, nuolen, ei-konveksin nelikulmion seké ei-
yksinkertaisen nelikulmion ydinrakenteet janojen A1As ja A2A4 kautta. Lukijan on helppo tdydentaa
ne vastaaviksi nelikulmioiksi A1A2AzAs sekd miettid, mik& rakenteissa on olennaista. On syyta
huomata, ettd nuolen, ei-konveksin nelikulmion seké ei-yksinkertaisen nelikulmion kohdalla on
luovuttu vaatimuksesta janojen A1As ja AxA4 ristedmisesta.
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Kuva 9. Leijan, nuolen, ei-konveksin ja ei-yksinkertaisen nelikulmion konstruointi.

Tarkastellaan esimerkkind ns. Varignonin lauseen pétevyyttd ei-yksinkertaisen nelikulmion
tapauksessa. (Muissakin tapauksissa sen tutkiminen voisi olla mielenkiintoista.) Lauseen mukaan
nelikulmion sivujen keskipisteet méaérittavat (taysi-)suunnikkaan (ks. maaritelmé s2). Tutkitaan
lausetta hieman ei-yksinkertaisen nelikulmion tapauksessa (kuva 10).

Aq

Kuva 10. Varignonin lauseen tarkastelua ei-yksinkertaisen nelikulmion A1A2AzA4 tapauksessa.

Kuvassa 10 ei-yksinkertaisen nelikulmion A1A2A3A4 muodostajajanat (vrt. kuva 9) A1As ja A2A4 on
asetettu niin, ettd janan A>A4 madrittdma puolisuora leikkaa janan A1As méaérittdman puolisuoran
taman janan ylapuolella. Piste X1 on sivun A1Az keskipiste, piste X2 on sivun A2As3 keskipiste jne.
Véitdamme nyt Varignonin lauseen mukaisesti, ettd X1X2X3X4 on taysisuunnikas.

Ensinnékin jana X1 X2 on kolmion A1AzA; sivujen A1A: ja AzA:2 keskipisteiden yhdysjana, joten se
on yhdensuuntainen kolmion kannan A:As kanssa (ja pituudeltaan puolet siitd; vrt. esim. Lehtinen
ym., 2007, 49). Jana XsXs on sekin kannan A:As suuntainen (ja pituudeltaan puolet siita), kun
tarkastellaan vastaavasti kolmiota A1AzA4; ndin X1 Xz || XaXs (Ja XiX2 = X4X3). Samaan tapaan



osoitetaan helposti, ettd myds X2Xz || X1X4, kun tarkastellaan kolmioita A2AsA1 ja A2AsAs. Siis
X1X2X3X4 on taysisuunnikas (standardimééritelmén s2 mielessd), kuten vaitettiin.

Y114 olevasta tarkastelusta seuraa my®os, ettd tdysisuunnikkaan X1 X>X3X4 lavistgjind X1M = X3M ja
XoM = X4M. Toisaalta tieddmme (vrt. kuva 5), ettd jos kaksi janaa risteytetddn suhteessa 1:1, niin
saadaan tdysisuunnikas. Nain Varignonin lauseen todistusta voisi yrittdd myos siten, ettd osoitetaan
ensin janat X1:M ja X3M seké& vastaavasti XoM ja kesken&an yhté suuriksi. Jatetddn tdmé lukijalle.

Néayttad olevan olemassa myos ei-yksinkertaisia nelikulmioita, joille Varignonin lause ei pade (kuva
11):
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Kuva 11. Ei-yksinkertaisia nelikulmioita A1A2AzAs4, joille Varignonin lause ei pédde. Sivujen
keskipisteet X1, X2, X3 ja X4 asettuvat kaikki samalle suoralle.

Jos jatketaan janojen risteyttamistd koskevien “saant6jen luovaa rikkomista” — tai niiden yleistamista
— edelleen, niin esimerkiksi kolmioita voitaisiin konstruoida siten, etta janoilla A1Asz ja A2A4 olisi
yksi yhteinen piste, mutta janat eivat leikkaisi toisiaan. Jos esimerkiksi piste A4 olisi janalla A1As,
niin tdydennysprosessi A1A2AzA4 johtaisi kolmioon A1A2As (jolloin siis piste A4 olisi sivulla A1Az).

Voinee ajatella myos erditd 3d-konstruktioita, jolloin tarvittaisiin ilmeisesti kolme janaa kappaleen
ydinrakenteen konstruoimiseksi. Olkoon tuo kolmas jana = PQ (ja kaksi muuta edelleen A1Asz ja
A>Ay). Konstruoidaan ndin esimerkiksi suora nelidpohjainen pyramidi. Vaiheessa 1 konstruoidaan
nelid kuvan 7 tapaan. Vaiheessa 2 asetetaan tuon kuvan mukaiseen pisteeseen M jana PQ siten, etta
se on kohtisuorassa seké janaa A1As ettd janaa A2A4 vastaan (nama janat madrittavat eradan tason T;
PQ (= MQ) on tason T normaali) ja ettd P = M; tdydennetddn ndin saatu ydinrakenne pyramidiksi
piirtdmalla vield janat A1Q, A2Q, AzQ ja A4Q. Jos jana PQ asetetaan muutoin kuin edelld, mutta
jatetdan siitd puolet janojen A1As ja A2A4 madrittdman tason alapuolelle, saataisiin oktaedri.

Jokseenkin vastaavaan tapaan olisi tehtdvissa ydinrakenteet esimerkiksi suorakulmaiselle sarmiolle
(lahtemalla liikkeelle kuvan 8 konstruktiosta), samoin suorille sarmidille, joiden pohjina olisivat
kuvan 9 mukaiset leija, nuoli tai ei-konveksi nelikulmio. My®0s sité tilannetta, missa kappaleen
pohjana olisi ei-yksinkertainen nelikulmio voisi olla mielenkiintoista tutkia.

Lopuksi



Edelld ideoitua toimintatapaa — nelikulmioiden tuottamista janoja risteyttamalla (ja vahan muutenkin)
— voi kokeilla sek& tulevien luokanopettajien ettd aineenopettajien didaktisissa opinnoissa.
Varsinaisena tarkoituksena olisi luonnollisesti se, ettd he Kkiinnostuisivat itse kehittdmééan ja
kokeilemaan vastaavia toimintatapoja tulevassa tytssaan. Samalla heidan tulisi ymmaértaa erilaisen
mallittamisen ja tulkitsemisen mahdollisuudet. Tarkastellut menettelyt ohjaavat kiinnittdmaan
huomiota térkeisiin nelikulmioihin tuoreella, mutta silti luontevan minimalistisella tavalla.
Konstruktioiden avulla on mahdollista harjoitella myds niin standardien kuin ei-standardien
maéaritelmien muodostamista nelikulmioista sek& myds standardien ja ei-standardien lauseiden
muotoilemista ja todistamista ndistd. Talloin tulevat opettajat harjaantuvat kiinnittamaan riittavasti
huomiota ehk& muidenkin ”liian tuttujen” asioiden maéaritelmiin ja niita koskeviin vaittamiin.

Ei ole liikaa oletettu, ettd ’nakdavaruudessa” esimerkiksi janojen (tai niiden erilaisten fyysisten
vastineiden) asettelu toisiinsa nahden kohtisuoraan on jo lapsille luonteva toimenpide. Ihminen
kehollisena toimijana oppii kohtisuoruuden idean viimeistéan silloin, kun han oppii seisomaan. Janan
jakamisidea kahteen yhta suureen osaan on vastaavasti perin juurin tuttua; lapsi voi oppia sen
vaikkapa laittamalla laudanpalan tasapainoon jonkin tukikappaleen paalle, kiikkerdssa soutuveneessa
istumalla jne. Janan jakaminen esimerkiksi viiteen yhtd suureen osaan on hyvin ymmarrettdvaa
kokemuksen kautta sekin. Pituuksien ja kulmien vertailu ovat nekin monin tavoin tavallisia toimintoja
jo pienelld lapsella. Kaikki se mika edelld on rakenneltu ”janoja risteyttdméalld” onnistuu koulussa
ilman mainittavampia esitietoja.

Luokanopettajien didaktisissa opinnoissa voidaan keskittyé itse konstruktioihin erilaisilla fyysisilla
tasoilla, esimerkiksi oikeita leijoja rakentamalla, ja niistd edelleen nouseviin havaintoihin ja
kysymyksiin. Talléin myds monelta suunnalta esiin nouseva STEM-ajattelu saataisiin mukaan (vrt.
esim. Abramowich & Grinshpan 2012). Ainakin aineenopettajien vastaavissa opinnoissa on syyta
painottaa viela todistamisia.

Esimerkiksi Pehkosen artikkelissa (2015) nayttdd olevan samankaltaisia padmaaria kuin tassa
kirjoituksessa. Sielld korostetaan muun muassa aktiivisen tyoskentelyn merkitystd oppimisessa:
yksilon tietorakenne muotoutuu ja muuttuu vain h&nen toimintansa kautta. Taman Kirjoittajan
kokemukset toiminnallisten tydmuotojen ideoinnissa liittyvat myds ongelmanratkaisuun ja
prosessindkokulmaan matematiikassa sek& sielld luontevasti nouseviin vaatimuksiin hypoteesien
todistamisesta (esim. Poranen 2020a, 2020b); talloin ndyttdd syntyvén ikaan kuin oheistuotteina
monia kiinnostavilta vaikuttavia toiminnallisia ajatuksia.
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