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Lokeromalli

Pallot ja lokerot kuuluvat todennékéisyyslaskennan
harrastajan perussettiin. Palloja heitelladn lokeroi-
hin sattumanvaraisesti ja lasketaan todennakoéisyyksia.
Tasséa artikkelissa palloja on n kappaletta ja lokeroita
m kappaletta. Seké pallot ettd lokerot voidaan erottaa
toisistaan; periaatteessa niiden kylkiin voidaan maalata
yksil6lliset tunnisteet. Lokerot muodostavat lokerikon,
jossa on m — 1 véliseinéa.

Pallot: S e€{1,...,n}
Lokerot: £€{1,...,m}

Olkoot kaikki pallot jo lokerikossa. Erilaiset palloase-
telmat samastetaan kokonaislukujonojen

“:(Zlv"'agn)7 1§€B§m7

kanssa. Niitd kutsutaan mikrotiloiksi. Jono tulkitaan
niin, ettd pallo 8 on lokerossa £3.

Makrotilat ovat lukumééréjonoja
M = (ki,...,kn), k1+...+Ekn=n.

Luku k; > 0 ilmoittaa, kuinka monta palloa on loke-
rossa £. Yhteen makrotilaan liittyy yleensd monta mik-
rotilaa.

Pallon 8 osumistodenndkéisyys lokeroon ¢ oletetaan
pallosta ja lokerosta riippumattomaksi vakioksi 1/m.
Silloin mikrotilojen todennékoéisyydet ovat keskendén
samat.

Esimerkki. Kolme palloa P1, P2 ja P3 sijoitetaan kah-
teen lokeroon L1 ja L2. Kaikki mahdolliset mikro- ja
makrotilat ovat:

Mikrotila Makrotila

L1 L2 L1 L2
P1,P2P3 | O 3
P1 P2,P3 1 2
P2 P1,P3 1 2
P3 P1,P2 1 2
P1,P2 P3 2 1
P1,P3 P2 2 1
P2,P3 P1 2 1
P1,P2,P3 3 0

Esimerkiksi makrotila (1,2) koostuu mikrotiloista
(1,2,2), (2,1,2) ja (2,2,1). Talloin sanotaan, ettd mak-
rotilan (1,2) multiplisiteetti on 3. Mikrotilojen to-
dennékoisyydet ovat keskenddn samat, joten makroti-
lan todennékoisyys saadaan jakamalla sen multiplisi-
teetti kaikkien mikrotilojen lukumaéaarélla eli kaikkien



Solmu 3/2022

makrotilojen multiplisiteettien summalla. Multiplisi-
teetit ja todennikoisyydet ovat:

Makrotila | Multiplisiteetti | Todennékdisyys

(0,3) 1 1/8
(1,2) 3 3/8
(2,1) 3 3/8
(3,0) 1 1/8

Lukijalle saattaa tulla mieleen Pascalin kolmion po-
tenssia 3 vastaava rivi. 5

Variaatiot, permutaatiot ja kombinaatiot

Tarkoituksena on selvittad, montako erilaista k-alkiois-
ta osajoukkoa on n-alkioisella joukolla A. Kysymysté
ldhestytdan helpommin ratkaistavan ongelman kautta:
montako k-alkioista jonoa voidaan muodostaa joukon
A alkioista, kun yksi alkio saa esiintyd jonossa vain
kerran? Tilastotieteen termein kysymyksessd on otan-
ta ilman takaisinpanoa. On syytd muistaa, ettd joukos-
ta puhuttaessa alkioiden keskindiselld jarjestykselld ei
ole valia. Sitd vastoin jonon alkioiden jarjestykselld on
ratkaiseva merkitys. Jonojen lukuméérin laskemiseksi
lahdetaan liikkeelle seuraavalla tavalla:

o Jonon ensimmaiseksi alkioksi kelpaa miké tahansa n
alkiosta.

o Jokaista ensimmaéisen alkion valintaa kohti jéljella on
n—1 mahdollista seuraajaa. Talloin 2-alkioisia erilai-
sia jonoja on n(n—1) kappaletta.

o Jokaista kaksialkioista jonoa kohti on n—2 vaihtoeh-
toa kolmanneksi alkioksi, joten 3-alkioisia erilaisia
jonoja on kaikkiaan n(n—1)(n—2) kappaletta.

Jatkamalla jonon pidentdmistd alkio kerrallaan ha-
vaitaan, ettd erilaisten k-alkioisten jonojen, joukon A
k-variaatioiden, lukumaéara on

Ng:=n-n—=1)-...-(n—k+1).

Erityisesti n-alkioisia erilaisia jonoja, joukon A per-
mutaatioita, on

n)p=n-n—1)-...-2-1

kappaletta. Télle tulolle on aikojen kuluessa vakiintu-
nut merkinté

nl:=1.2-...-(n—1)-n.

Joukko, joka koostuu n alkiosta, voidaan siis jarjes-
tda jonoksi n! eri tavalla. Lukumé&ardd n! kutsutaan
n-kertomaksi. Yleisesti on sovittu, ettd 0! = 1. Laven-
tamalla tulolla (n—k)! voidaan kirjoittaa

n-...-(n—k+1)-(n—k)-...-1 _ nl
()i = n—Fk)-...-1 -

Jos k-alkioisia erilaisia osajoukkoja on x kappaletta,
ja edelld todetun mukaisesti jokainen néistd joukoista
voidaan jarjestdd jonoksi k! eri tavalla, k-variaatioiden
lukuméérd on x - k!, mutta toisaalta se on n!/(n—Fk)!.
Yhtélosta

n!
-kl =
* (n— k)
ratkaistaan
n!
T k)

Néin monta k-alkioista osajoukkoa, k-kombinaatiota,
on n-alkioisella joukolla. Kombinaatioiden lukumaarda
merkitddn vakiintuneen tavan mukaisesti

(0) = mmr

Merkintd luetaan ”"n yli k:n”. Lukuja (Z) sanotaan bi-
nomikertoimiksi, silla tunnetusti

(a+b)" = En: (Z) akpnk,

k=0

Tama binomikaavaksi kutsuttu identiteetti jatetddn
tdssa todistamatta. Kaava todistetaan ja sitd havain-
nollistetaan esimerkein Wikipedia-sivulla [6]. Solmus-
sa binomikaavaa on késitellyt mm. Pekka Alestalo [3].
Kun a = b = 1, binomikaavasta ndhddén binomikertoi-

mien summa:
n
= 2™,
> ()

k=0

Binomikertoimien avulla saadaan selville makrotilo-
jen lukumé&ara. Ratkaistavana on siis tehtéva, monel-
lako tavalla luku n voidaan esittdd m ei-negatiivisen
kokonaisluvun k1, ..., k, summana. Luku k, ajatel-
laan jonoksi, jossa on k; kappaletta ykkosid. Summa
k1 4+ ...+ ky, koostuu silloin ykkosistéa, joita on n kap-
paletta, ja plusmerkeistéd, joita on m — 1 kappaletta.
Montako téllaista jonoa on olemassa? Jos plusmerkin
jommallakummalla puolella ei ole ykkosta, silla kohdal-
la on tyhja lokero, ja summassa k1 +. . .+k,, vastaavasti
nolla. Ykkosten ja plusmerkkien jonossa on kaikkiaan
n +m — 1 paikkaa. Niistd voidaan valita paikat m — 1

plusmerkille
n+m-—1\ (n+m-—1
m—1 N n

eri tavalla. Yhtdlo johtuu binomikertoimien symmet-
riasta.

Erilaisia makrotiloja on

(o)

kappaletta.
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Multinomikertoimet

Makrotila (k1,..., k), missd ki+...+k, =n, koos-
tuu yhdestd tai useammasta mikrotilasta. Tarkan lu-
kuméérdn eli makrotilan multiplisiteetin laskemiseksi
paéitellddn seuraavasti:

o Valittaessa ki palloa lokeroon 1 erilaisia vaihtoehtoja
on (,Z ) kappaletta.

e Kun lokeroon 1 on pallot valittu, mahdollisia valin-
toja lokeron 2 palloiksi on (";fl) kappaletta. Siis
kahden ensimmaéisen lokeron sisidlté voidaan valita

(1) ("5F) e tavalla.

o Jokaista jo tehtyé valintaa kohti lokeron 3 pallot voi-
daan valita jiljelld olevien n—k;—ky pallon joukos-
ta ("_1213_’“2) eri tavalla. Kolmen ensimmaéisen loke-

nfkl) (nfklsz

ron sisilloiksi on taten ( 1?1 )( P s ) erilaista

vaihtoehtoa.

Jatkamalla samaan tyyliin loppuun asti havaitaan, etta
vaaditut ehdot tayttaviad palloasetelmia on kaikkiaan

W)L ()

B n! (n—ky)!
]ﬁ!(n—k‘l)! k‘g!(n—kl—k2>!
(n—kzl —k’g)!
kg!(’ﬂ*klfkgfkg)!
k!
k! 0!
n!
kRl k!

Viimeinen yhtéld saadaan supistamalla joka kohdassa
tulon osaméirdmuotoisen tekijin nimittajistd ja seu-
raavan tekijan osoittajasta yhteinen tekija pois. Lukuja

n o n!
ki, .. km/) kil kol k!

sanotaan multinomikertoimiksi, silla
n k1 k
xitooxm.
> 1
<k1, R km) m

ki4...+km=n

k120,....,kn >0
Yhtalon todistus sivuutetaan. Lukija voi niin halutes-
saan todistaa sen itse tai katsoa todistuksen Wikipe-
diasta [8].

(x14+.. .4z, =

Makrotilan M = (kq, ..., ky,) multiplisiteetti on

n
[

Esimerkki. Kun yhdeksén palloa sijoitetaan kolmeen
lokeroon, makrotilan (0,9,0) multiplisiteetti on

9 9!
:7:1
0,9,0 or-9t.o!

Hajanaisemman tilan (4, 4, 1) multiplisiteetti on paljon
suurempi:

9 9! 5.6-7-8-9
<4,471> Sna - 2.3.4 —°2673=630.

Eniten levilldan on tila (3,3, 3), jonka multiplisiteetti
on

) 797!75 6-7-8=1680
3,3,3)/  31-31-31 N '

Nayttaa silta, ettd mitéd tasaisempi pallojakauma, sita
suurempi multiplisiteetti.

Multiplisiteettien vertailua

Binomi on erikoistapaus multinomista, ja binomiker-
toimet ovat samalla multinomikertoimia:

(2) N (k . k)

Binomikertoimista muodostetun Pascalin kolmion kes-
kella nayttda olevan huomattavasti suurempia luku-
ja kuin kolmion laidoilla. Seuraavaksi osoitetaan, etté
néin todella on, ja vastaava tulos pétee kaikille multi-
nomikertoimille.

Kokonaislukujen jakoyhtélé kertoo, etté jaettaessa ko-
konaisluku toisella saadaan osaméara ja jakojaannos,
jotka ovat kokonaislukuja ja méaardytyvat yksikasittei-
sesti jaettavasta ja jakajasta. Kun pallojen lukuméé-
rd n jaetaan lokeroiden lukumé&éralld m, jakoyhtdlon
nojalla on olemassa yksikésitteiset kokonaisluvut ¢>0
(osamédra) ja r>0 (jakojaannos), joille

r<m ja n=qgm-+r.

Lause. Edelld méaritellyin merkinnéin

.)

( ) )<< | )
ki,...skm/) — \g¢g+1,...,9+1,q,...

r kpl m — r kpl

Yhtasuuruus on voimassa tasmalleen silloin, kun
{k1,...,km} C{q, ¢+ 1}.

Todistus. Jos {ki,...,kn} C{q, ¢ + 1}, jakoyhtilon
yksikésitteisyyden nojalla jonossa (ki,...,k,,) pitdd
esiintyd ¢ tasan m—r kertaa ja ¢q+1 tasan r kertaa.
Talloin multinomikertoimet ovat yhtésuuret.
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Olkoon (%) {k1,...,km}¢Z{q, ¢ + 1}. Kaikki luvut
kp, eivat voi olla isompia kuin ¢, silld muulloin oli-
sin=ki+...+kyn >m(¢+1l) = gm+m > gm+r. Toi-
saalta, jos kaikki luvut kj olisivat pienempié kuin ¢+1,
oletuksen (*) nojalla eras niista olisi aidosti pienempi
kuin g, ja silloin olisi n = k1+ ... +k, < mqg < gm+r.
Taten eréds luvuista kj, on korkeintaan g, ja erds toinen
luvuista kp, on vdahintdén ¢ + 1. Oletuksen (*) nojalla
on siis vilttdmétta olemassa indeksit 4,5 € {1,...,m},
joille k;>k; + 1. Merkinnét voidaan olettaa valituiksi
niin, ettd i=1 ja j=2 (muulloin vaihdetaan merkinnét,
ja pelkkd merkintéjen vaihtaminen ei muuta taustalla
olevaa tilannetta). Talloin ki >k 4 1, ja

n 1 n!
ki ko, km/)  kilko! ksl ... k!

1 n!

<
(k1 — DV (ko + 1)! k3! .ol k!
B n
C\kL =L ke 41, k)
Epéayhtalo keskelld johtuu siité, etté
1 _ ko +1 1
k1! ko! - k1 (kl—l)'(kg—l-l)'
k1 1
< —
ki (kx = 1) (k2 4+ 1)!
- 1
GRS
Jono (k1 — 1,ka +1,..., k) on “tasaisempi” kuin al-

kuperéinen jono (ki1,ks,...,kn). Jatkamalla tasoitta-
mista tarvittaessa pdadytddan lopulta jonon

(q+17"'7q+17q7"'7q)
——
r kpl m — r kpl

permutaatioon. m

Taméa oli ns. laiskan matemaatikon induktiotodistus,
joka tarvittaessa voidaan kirjoittaa viralliset muoto-
vaatimukset tayttdvaksi tdydelliseksi induktioksi.

Multinomikerroin

n
R

ja samalla makrotilan M = (kq,..., k) multiplisi-
teetti suurenee, kun jonoa M tasoitetaan kasvatta-
malla sen pienid lukuja ja pienentdmaélla vastaavasti
suuria lukuja, kunnes ollaan tilanteessa, jossa jonon
luvut poikkeavat toisistaan korkeintaan yhdella.

Edelld saatu tulos kertoo sen, ettd Pascalin kolmios-
sa ja sen monilotteisessa vastineessa, jota ehka voitai-

siin kutsua Pascalin m-simpleksiksi, luvut ovat suu-
rimmillaan keskelld ja pienenevit laitoja kohti. Pie-
nenemisen voimakkuudesta tulos ei sano mitdan. Asi-
aa on helpointa tutkia ldhtemaélla liikkeelle tilantees-
ta m = 2. Seuraaviin kuviin on piirretty tekijalla 27"
skaalatut binomikertoimet 27" (Z) pylvéinéd palloméaa-
rilld n € {10, 60, 1000}.

10 20 30 40 50 60

Kuva 2. Pallojen lukuméérid n=60.
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Kuva 3. Pallojen lukuméérd n=1000.

Pylvdat erottuvat kunnolla toisistaan vain ensimmaéi-
sessé kuvassa. Skaalauksesta johtuen pylvaiden pituuk-
sien summa on tasan 1. Silloin ne ilmoittavat suoraan
pylvéaseen liittyvan kahden lokeron makrotilan toden-
nakoisyyden. Naitd todennidkoisyyksid sanotaan bino-
mitodenndkdoisyyksiksi, ja pylvaikkoé on kuva binomija-
kaumasta [5]. Kuviin on vertailun vuoksi piirretty myos
pylviikkoon sovitetun normaalijakauman N(n/2, n/4)
tiheysfunktion kuvaaja [9]. Jakauman odotusarvo n/2
ja varianssi n/4 ovat samat kuin binomijakaumalla,
jota télla tavoin approksimoidaan normaalijakauman



12

Solmu 3,/2022

avulla [1][2]. Kuvien perusteella normaalijakaumasta
saadaan erinomaisia likiarvoja binomitodennikoisyyk-
sille, kun n on suuri. Jakaumia on esitelty Wikipediassa
sivulla [10].

Todennékoisyys nayttdd keskittyvéin sitd voimakkaam-
min jakauman keskelle, mitd suurempi n on kyseessi.
Kun n on oikein suuri, esimerkiksi n = 1023, jakau-
ma on arvatenkin laihtunut &arimmaéisen ohueksi pii-
kiksi! odotusarvon 5 - 10?2 kohdalle, ohueksi suhteessa
odotusarvoon. Tama tarkoittaa, ettd kumpaankin loke-
roon hyvin tarkkaan tasaisesti jakautuneet makrotilat
ovat ldhestulkoon ainoat mahdolliset. Muiden tilojen
todennékoisyys on havidvan pieni. Valtava enemmisto
makrotiloista on siis sellaisia, jotka eivéit kdytdnnossa
"milloinkaan” toteudu. Seuraavassa kappaleessa tdmé
ilmaistaan tdsmallisesti.

Tasaisen jakauman musertava ylivoima

Kun epasymmetristd kolikkoa, jolle kruunan toden-
nakoisyys on p, heitetddn n kertaa, tuloksen kruuna
esiintymiskertojen lukumaéérdd kuvaa binomijakauma
Bin(n,p). Sen odotusarvo u, ja varianssi o2 ovat tun-
netusti [5]

MUn = NP, 07% = np(l _p)

Sama jakauma kuvaa makrotiloja, kun kruuna tulki-
taan niin, ettd pallo osuu tiettyyn kiinteddn lokeroon
L. Silloin klaava vastaa tilannetta, jossa pallo sujahtaa
johonkin muuhun lokeroon. Merkillepantavaa on, et-
td keskihajonnan ja odotusarvon suhde ldhestyy nollaa
pallojen lukumééran kasvaessa rajatta:

on _ Vp(l—p) VI-p
NG

Hn np

Suurilla pallom&éarillda binomijakaumaan liittyvit to-
dennidkoisyydet ovat hyvin tarkkaan samoja kuin vas-
taavan odotusarvon ja varianssin omaavaan normaali-
jakaumaan liittyvét todennékoéisyydet. Lokeroon L ker-
tyneiden pallojen lukumaéaardd merkitdan X,. Jakau-
man kaventumista tutkittaessa X,, oletetaan normaa-
lijakautuneeksi parametrein p,, ja o2. Normaalijakau-
mista tiedetddn, ettd parametrein p ja o2 normaalija-
kautuneen satunnaismuuttujan arvoista

n— oo

68,2689 % sijoittuu valille [ — o, pu + o],

e 95,4500 % sijoittuu valille [ — 20, p + 20],
« 99,7300 % sijoittuu valille [z — 30, i + 30],
» 99,9937 % sijoittuu vilille [ — 4o, p + 40,

ja niin edelleen. Vilin [—40,,, 40,,] ulkopuolelle sijoit-
tuvat pallomédrit X, ovat siis hyvin, hyvin harvinai-
sia. Lisdksi vilin pituuden 8¢, suhde odotusarvoon eli

symmetrisen jakauman tapauksessa jakauman keski-
kohtaan p,, 1dhestyy nollaa, kun pallojen mééra n kas-
vaa rajatta. Tamahén merkitsee juuri sité, ettéd pallojen
lisdéntyessa jakauma kapenee kapenemistaan ja néyt-
tad lopulta pelkaltd odotusarvon kohdalle pystytetylta
ohuelta piikiltéa.

Jakauman hoikistumisilmio toistuu jokaisen lokeron
kohdalla erikseen. Artikkelin alussa tehdyn oletuksen
mukaan pallon osumistodennikoisyys tiettyyn loke-
roon on vakio p = 1/m. Silloin kunkin lokeron piikki
osuu palloméérén p, = np = n/m kohdalle.

Edelléd sanottua kannattaa maistella hetki. Kaikki mik-
rotilat ovat yhté todennakoisia. Makrotilojen todenné-
koisyysvarallisuus keskittyy ldhes kokonaan darimmai-
sen harvalle kapitalistimakrotilalle, joille yhteisté on se,
ettd pallot ovat hyvin tarkkaan tasaisesti jakautuneet
lokeroperheen jasenten kesken. Mitdhén Karl Marx sa-
noisi tasta?

Tuloksen tasmallinen muotoilu

Edelld tehdyissd péédttelyissd turvauduttiin osittain
geometriseen mielikuvaan ja jatettiin paljon vélivaihei-
ta pois. Lopputulostakaan ei esitetty kuin mielikuvan
tasolla. Kaikki vaadittava tyo voidaan kylla tehdd eh-
dottoman tésmaéllisesti yksityiskohtia my6ten. Se ei ole
edes vaikeaa henkil6lle, joka on hankkinut tietdmysta
ja kokemusta differentiaali- ja integraalilaskennan seké
todennéakoisyyslaskennan alkeiskurssilla yliopistotasol-
la. Paattelyt jaivat hieman hatariksi, mutta lausutta-
koon kuitenkin lopputulos tdsmaéllisesti.

Olkoon X, , pallojen médra lokerossa ¢ pallojen ko-
konaismaéréin ollessa n. Kun satunnaismuuttujan X, ,
odotusarvoa merkitdén p, ¢ = n/m, muuttujan suh-
teellinen poikkeama odotusarvosta méaritelldan kaaval-
la

Xn ¢ — HUnl
DIX, = TR

Lause. Olkoot € ja § kaksi positiivista reaalilukua. Sil-
loin on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku nyg,
etta kaikilla n > ng on voimassa

P{D[X, ¢ < dkaikilla f=1,...,m} >1—e.

Merkinta P{. ..} tarkoittaa tapahtuman {...} todenné-
koisyytta.

Lokerikon palloméérien jakauma saadaan niin ldhelle
tasaista jakaumaa kuin halutaan niin suurella toden-
néakoisyydelld kuin halutaan, kunhan palloja otetaan
mukaan peliin tarpeeksi suuri méaara.

IKun n kasvaa rajatta, jakaumasta muotoutuu kuuluisa Diracin delta -piikki [4].
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Merkitys maailmankaikkeudelle

Ludwig Boltzmannin mukaan eristetyn termodynaami-
sen systeemin mikrotilat ovat keskenddn yhtd todenné-
koisid. Kun systeemi eldé, sen mikrotila matemaattisel-
la vaajadmattomyydelld ajautuu porukkaan, siis mak-
rotilaan, jossa on eniten vaihtoehtoja tarjolla. Tuo po-
rukka, kuten edelld todettiin, on tasaisten jakaumien
sangen tylsd seurapiiri. Vadjaaméattomyyttd kutsutaan
nimelld termodynamiikan toinen pdadsddnto. Maailman-
kaikkeus on eristetty termodynaaminen systeemi. Pal-
lot eivit todellisuudessa ole palloja, vaan maailman-
kaikkeuden pienen pienié rakennusosasia. Lokerotkaan
eivat oikeasti ole lokeroita, vaan noiden vahéaisten hiuk-
kasten tiloja; hiukkanen on aina jossakin tilassa. Jos ti-
laksi késitetddn esimerkiksi paikka ja lilkemé&aré, hiuk-
kasten tasainen jakautuminen eri tilojen kesken merkit-
see melkoista sekamelskaa, systeemin makrotilaa, josta
parhaallakaan hahmottamiskyvylla ei ole mahdollista
16ytiad minkiédnlaista rakennetta.?

Todennékéisyyslakien mukaan maailma on siis pikku-
hiljaa muuttumassa universaaliksi, tasaiseksi, mielen-
kiinnottomaksi mossoksi. Prosessia kutsutaan ldmpd-
kuolemaksi [7]. Ali kuitenkaan heité kirvestisi kaivoon:
lampokuolema ei tule vield huomenna. Odotellessa on
hyvé tutustua sellaisten suurhenkiléiden kuin Rudolf
Clausius, Ludwig Boltzmann (mainittiinkin jo), J. Wil-
lard Gibbs, John von Neumann ja Claude Shannon ai-
kaansaannoksiin. En suinkaan vahéttele listalta pois
jaaneita. Tama oli vain satunnaisotos sieltd joukon kér-
kipédasta.
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