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Ylioppilaskirjoitukset, paasykoepisteet ja aineiden suosio

Padkirjoitus

Olen usein térmannyt huoleen siitd, ettd matematii-
kan antamat korkeat valintapisteet vievéit kirjoittajia
joiltakin muilta aineilta, kuten kieliltd. Kielissa ei ole
endd samoja madria kirjoittajia kuin aiemmin. Vaik-
ka englantia kirjoitetaan sankoin joukoin, mikd onkin
tarkedd kansainvilistyvéissd maailmassa, ovat monen
muun kielen kirjoittajaméédrit melko vahéisia, miké on
sddli, silla vaikka englannin osaaminen on tédrkeédé, on
muidenkin kielten osaamisesta usein hyotya.

Téassé tekstissd pyrin analysoimaan korkeakouluvalin-
tojen vaikutusta eri aineiden suosioon Kkirjoitettavina
aineina. Jotta analyysissa on mitdén pohjaa, on ensin
huomioitava tutkintojen kokonaisméaérdn kehitys, sa-
moin aineiden lukumaééran kehitys tutkinnossa.

Tilaston [1] perusteella ndemme, etté tutkintojen luku-
médrd on hieman vahentynyt vuosien 2013-2021 aika-
na. Nykyéan tutkintoja suoritetaan runsaat 29000 vuo-
dessa siind missd vuosina 2013 ja 2014 melkein 32000
vuodessa. Toinen mielenkiintoinen kysymys on tutkin-
non siséltdmien kokeiden lukumé&ird. Saman taulukon
mukaan tutkinnon siséltdmien kokeiden méaéra on kas-
vanut aavistuksen: keskiarvo on noussut 5,3:sta 5,5:een.
Kaiken kaikkiaan erot ovat kuitenkin sen verran pienié,
ettd kovin merkittdvid eroja kokeiden kirjoittajamé&a-
rissd néilld ei voine selittéa.

Tarkastellaan seuraavaksi eri kokeisiin ilmoittautunei-
den madraa eri koekerroilla. Tdmén datan hyodynté-
minen ei ole tdysin ongelmatonta, silld osa kokelaista
ei tule kokeeseen ilmoittautumisesta huolimatta ja osa
kokelaista puolestaan uusii kokeen. Tamaé ei siis anna

absoluuttista dataa siitd, kuinka moni todella suorit-
taa jonkun aineen kokeen. Tdmén datan hyvé puoli on
kuitenkin se, ettd se on avoimesti tarjolla ja pitkéalla
aikavalilla, eli vuodesta 2013 ldhtien.

Eri koekerroilla eri kokeisiin osallistuneiden maarat vii-
me vuosina 18ytyvit arvosanajakaumataulukosta [2].
Taman taulukon ongelma vain on se, ettd se kasitte-
lee vain aivan viime vuosia, eli vuosia 2020-2022 ja
téssd pidemmén ajan data olisi tarpeen. Sen, miten il-
moittautumiset jakautuvat ensikertalaisten ja uusijoi-
den kesken vuosina 2018-2022 16yt&4 taulukosta [3]

Kiésitellddn ensin matematiikan kokeisiin ilmoittautu-
neiden lukuméérén kehitys. Taulukon [4] datalla voi-
daan piirtda taulukkolaskentaohjelmassa seuraava ku-
vaaja:
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Kuvaajasta voi tehdd muutamia mielenkiintoisia ha-
vaintoja. Ensinnakin pitkdn matematiikan kirjoittajien
madara oli varovaisesti kasvamaan péain, kunnes vuonna
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2020 se lisddntyi voimakkaasti. Lyhyen matematiikan
ilmoittautuneiden méaréd on pysynyt melko samoissa.
Vuosi 2019 on mielenkiintoinen notkahdus. Téll6in ma-
tematiikan kokeet olivat ensimmaéisen kerran sdhkoisi-
né, jolloin moni teknisestd osaamisestaan epévarma oli
pyrkinyt kirjoittamaan matematiikan jo vuoden 2018
aikana, jos suinkin mahdollista. Melko selvié on, etta
pitkddn matematiikkaan sisddnpéadsyuudistus toi uusia
kirjoittajia, ja vertailemalla vuosien 2018-2022 kirjoit-
tajamiiria taulukossa [3] tAiméan véitteen voi vahvistaa.
Siitd taulukosta kuitenkin huomaa myos sen, ettd hy-
viaksytyn suorituksen uusijoiden méard on lisddntynyt
huomattavasti. Matematiikasta halutaan hyvé arvosa-
na. Kaikki ilmoittautuneet eivit toki ilmesty kokeeseen,
jolloin koko totuus ei vélity taulukon luvuista.

Vertailun vuoksi todettakoon, ettd pitkdn englannin
kokeeseen ilmoittautuu vuodessa yli 40000 kokelasta.
Esimerkiksi vuoden 2022 osalta néisté yli 10000 on ol-
lut hyvéiksytyn korottajia. Se ei kuitenkaan muuta si-
té, ettd pitkdd englantia kirjoitetaan ihan valtavasti.
Vuodesta 2013 alkaen méérd on kasvanut jonkin ver-
ran, téssdkin on hyppy vuoden 2020 kohdalla ylospéin.
Muut pitkét kielet ovat selvisti harvinaisempia. Keski-
tytdan tarkastelussa vain ei-kotimaisiin kieliin. Espan-
jan, ranskan, saksan ja venédjan pitkdn oppiméaédran ko-
keisiin vuosittain ilmoittautuneiden méaré on seuraa-
vassa kuvaajassa — pitkdn latinan kirjoittajien méaéra
on ollut niin pieni, ettd sen jatin pois. Kuten luvuista
nékee, ovat lukumaéérat varsin pienid. Espanjassa ja ve-
néjéssd on merkittdva prosentuaalinen nousu, saksassa
puolestaan lasku.
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— 2k ranska vendja espanja

Lyhyet kielet ovat kuitenkin tarkastelun kannalta eh-
ké kiinnostavampia — padtos lukea A-kieltd tehddan
jo lapsena, kun taas lyhyen kielen opiskelu aloitetaan
myohemmin, jolloin tulevaisuuden suunnitelmat jo eh-
k& hieman enemmén vaikuttavat ratkaisuihin. Lisdksi
myo6s kynnys jattas kirjoittamatta aine, jota on lukenut
vain joitakin vuosia, eikd vaikkapa kolmannesta luokas-
ta alkaen, on ehké matalampi. Seuraavassa kuvaajassa
on useiden lyhyiden kielten ilmoittautujaméarat vuo-

sittain. Kuvaajasta on kaikkein pienimmét kielet jatet-

ty pois. Yleisesti ottaen lyhyiden kielten ilmoittautu-
jamadrat ovat laskussa, paitsi englanti nousee voimak-
kaasti. Huomionarvoista on kuitenkin se, ettéd lasku on
alkanut jo paljon aikaisemmin kuin sisdédnpédasyuudis-
tuksen aikaan. Tamé data ei ainakaan tue sitd vaitet-
td, ettd korkeakoulujen pisteytysjérjestelmé veisi kir-
joittajia lyhyiltd (tai pitkiltd) kieliltd, vaan syyt ovat
ihan muualla.
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Reaaliaineet jatdn tdmén tekstin ulkopuolelle, silld nii-
ta on melko paljon, eivitka ne valttamatta sovi vastaa-
vaan yksittdiseen karsinaan kuin lyhyet kielet tai pitkat
kielet tai matematiikan oppimééardt. Kuitenkin niiden
ilmoittautumisdata on myos lahteessd [4]. Niistd voi-
sin kuitenkin todeta sen, ettd myos hyvin monen reaa-
liaineen suosio on vuosien varrella noussut. Toki poik-
keuksiakin on. Muutos niidenkin tapauksessa on pit-
kéjanteistd kehitystd. Toki yksittédisia hyppyjakin 16y-
tyy, mutta pitkén aikavélin dataa tuijottaessa péapiirre
tuntuu olevan se, ettéd reaaliaineiden suosio méaraytyy
muilla tekij6illa kuin sisddnpéadsypisteilla.

Anne-Maria Ernvall-Hytonen

Viitteet

[1] YTL: Kokeiden mééra tutkinnossa 2013-2022.
https://www.ylioppilastutkinto.fi/ext/
stat/FS2022A2013T4020.pdf

[2] YTL: Arvosanajakaumat 2020-2022.
https://www.ylioppilastutkinto.fi/ext/
stat/FS52022A2020T4002. pdf

[3] YTL: Uusintojen osuus ilmoittautumisissa kokeit-
tain 2018-2022.
https://www.ylioppilastutkinto.fi/ext/
stat/FS2022A2018T2041 . pdf

[4] YTL: Ilmoittautuneet eri kokeisiin tutkintokerroit-
tain 2013-2022.
https://www.ylioppilastutkinto.fi/ext/
stat/FS2022A2013T2010.pdf

sisallysluetteloon


https://www.ylioppilastutkinto.fi/ext/stat/FS2022A2013T4020.pdf
https://www.ylioppilastutkinto.fi/ext/stat/FS2022A2013T4020.pdf
https://www.ylioppilastutkinto.fi/ext/stat/FS2022A2020T4002.pdf
https://www.ylioppilastutkinto.fi/ext/stat/FS2022A2020T4002.pdf
https://www.ylioppilastutkinto.fi/ext/stat/FS2022A2018T2041.pdf
https://www.ylioppilastutkinto.fi/ext/stat/FS2022A2018T2041.pdf
https://www.ylioppilastutkinto.fi/ext/stat/FS2022A2013T2010.pdf
https://www.ylioppilastutkinto.fi/ext/stat/FS2022A2013T2010.pdf

Solmu 3/2022

sisallysluetteloon 5

Euroopan tyttojen matematiikkaolympialaisten 2022

tehtavia ja ratkaisuja

Aino Aulanko, Siiri Roschier, Anni Tapionlinna, Minea Tiitinen

Tehtéava 1: Olkoon ABC terdvikulmainen kolmio, jos-
sa on voimassa BC < AB ja BC < CA. Olkoon P
sellainen piste janalla AB ja @ sellainen piste janalla
AC, ettd P # B,Q # C ja BQ = BC = CP. Olkoot T
kolmion APQ ympéri piirretyn ympyran keskipiste, H
kolmion ABC ortokeskus ja S suorien BQ ja CP leik-
kauspiste. Osoita, ettd pisteet T, H ja S ovat samalla
suoralla.

Ratkaisu (Siiri): Todistus perustuu sen osoittamiseen,
etté seké piste H etté piste T ovat kulman ZBSC kul-
manpuolittajalla. Osoitetaan aluksi, ettd piste H on
talla kulmanpuolittajalla. Koska BQ = BC = CP,
on kolmio ABCP tasakylkinen, ja siten sen kulmas-
ta C lahtevd korkeusjana on myo6s sen kulmanpuo-
littaja. Téten sen kulmanpuolittaja kulkee pisteen H
kautta. Sama voidaan osoittaa identtisesti kolmiolle
AQBC, ja saadaan, ettd kulmien ZCBQ = ZCBS ja
/ZPCB = /SCB kulmanpuolittajat kulkevat pisteen
H kautta. Koska kolmion kulmanpuolittajat leikkaa-
vat kaikki samassa pisteessé, voidaan huomata myos
kulman ZBSC kulmanpuolittajan kulkevan pisteen H
kautta.

Ristikulmina ZBSC = ZQS P. Tasakylkisesté kolmios-
ta ABCP saamme, ettd /PCB = ZSCB = 180° —
2/ B, ja vastaavasti kolmiosta AQBC yhtdsuuruuden
/ZCBQ = ZCBS = 180° — 2/C. Tastd saamme
/QSP =/BSC =180° — £/SCB — ZCBS
= 180° — (180° — 24B) — (180° — 2£C)
= 180° — 2/A.

B e

Koska T on ympyrin APQ keskipiste, /PTQ =
2/PAQ = 2/BAC = 2/A. Nyt /PTQ + ZQSP =
2/A+180° — 2/A = 180°, ja PTQS on jédnnenelikul-
mio. Koska ympyréan siteind PT = TQ, ovat niiden
kehdkulmatkin samat, /TSP = L/TQP = ZQPT =
ZQST. Siis T on kulman ZQSP kulmanpuolittajalla,
joka on sama suora kuin ristikulman ZBSC' puolittaja,
jolla H sijaitsi, ja voimme todeta, ettd pisteet T', S ja
H sijaitsevat kaikki samalla suoralla, joka on kulman
ZQS P kulmanpuolittaja.
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Tehtédva 2: Olkoon N = {1,2,3,...} positiivisten ko-
konaislukujen joukko. Etsi kaikki funktiot f: N — N,
joille péatee kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla a, b

(1) f(ab) = f(a)f(b) seké
(2) ainakin kaksi luvuista f(a), f(b) ja f(a + b) ovat
yhtésuuria.

Ratkaisu (Anni): Vastaukseksi saadaan f(n) = k»(™),
jossa k € N, p on alkuluku ja v,(n) on p:n suurin po-
tenssi, joka jakaa n:n.

Ensiksi voimme todeta kaikkien tétd muotoa olevien
funktioiden toteuttavan ehdot. Ensimmaéinen ehto pa-
tee, silla

f(ab) = Evr(ab) — pvp(a)+vp(b)
= kl’p(a) . kl’p(b) — f(a)f(b)

Toinen ehto pétee, silld jos vp(a) = vp(b), niin sel-
kedsti f(a) = f(b), ja jos vp(a) # vp(b), niin pitee
vp(a + b) = min(v,(a),vp(a), vy(d)), jolloin f(a+b =
f(a)) tai f(a +b) = f(b)-

Seuraavaksi osoitetaan ndiden olevan ainoat ratkaisut.
Sijoittamalla @ = b = 1 ensimmaéiseen yhtil6on saa-
daan f(1) = 1. Lisdksi yksinkertaisella induktiolla saa-

daan
k

k
f(HPim) = Hf(Pz‘)ai'
i=1 i=1

Olkoon S joukko alkulukuja p, joilla f(p) # 1. Jos
|S| =1, niin S = {p} ja f(p) =k jollain k # 1, ja siksi
aiemman induktion tuloksesta f(n) = K*»(™). Toisaal-
ta, jos S on tyhja joukko, niin f(n) = 1 kaikilla n,
jonka voi kirjoittaa aiemmassa muodossa, kun k£ = 1.
Oletetaan nyt, ettd S sisaltdd vahintddn kaksi alkulu-
kua. Olkoot p < ¢ joukon kaksi pieninta alkiota. Koska
kaikki ¢ — p:n alkutekijit ovat g¢:ta pienempié ja eri-
suuria kuin p, niin f(¢ — p) = 1. Kéyttden ehtoa (2)
lukuihin p ja ¢ — p saadaan, ettd jotkin kaksi luvuis-
ta f(p=#1, f(q) # 1, f(¢ — p) = 1 ovat yhtdsuuria.
Tésta seuraa, ettd f(p) = f(¢q). Olkoon ¢ > 2 pienin
kokonaisluku, jolla p* > ¢, ja merkitiin p! = aq + b,
jossa 0 < b < q. Koska ¢ > p'~!, eikd ¢ ole jaollinen
p:lli, niin saamme g > pt~1, eli a < p ja siksi f(a) = 1.
Tastd seuraa, ettd aq ei ole jaollinen p:lld eikéd téten
my6skdan b ole. Koska b < ¢, niin f(b) = 1, nyt kiyt-
tden toista ehtoa lukuihin ag ja b saamme, ettd jot-
kin kaksi luvuista f(aq) = f(a)f(a) = f(a) = f(p),
f(b) =1ja flag+0b) = f(p') = f(p)* ovat yhtdsuu-
ria, mikd on ristiriita, joten joukko S sisdltdéd joko yh-
den tai ei yhtédkadn alkulukua, jolloin ainoa ratkaisu on
Fn) = ko,

Tehtéava 4: On annettu positiivinen kokonaisluku n >
2, selvitd suurin positiivinen kokonaisluku N, jota kohti
on olemassa N + 1 reaalilukua ag, aq,...,an, joilla

(1) ap+ay = —% ja

(2) (ar+ar—1)(ax +ags1) = ag—1 —agy1, kun 1 <k <
N—1.

Ratkaisu (Aino): Kerron tédssia oman ratkaisuni sekéd
sen, minka ideoiden kautta pdadyin siihen.

Kokeilin ensin, mitd tapahtuu, jos n = 2. Nyt valitaan
k =1, saadaan yhtalo

(a1 + ao)(a1 + ag) =ag — a2

1
—5((11 +az) = ag — az

1 o
2(11 ao 2(12—
1 1
*i(al +ao) — i(ao —az) =0
1 1
—3la0—a2) ==

1
ao—a2:§.

Sijoitetaan tdméa alkuperdiseen yhtdloon ja saadaan

DN =

1
_§(a1 + a2) =

a1 +as = —1.
Nyt valitaan k& = 2:

(a2 + a1)(as + az) = a1 — as
—a2 —az =ai —as

a) +az = 0.
Tama on ristiriita, joten kun n = 2, niin N = 2.

Nyt on selvéd, ettd N:lle on olemassa raja ainakin joil-
lain n. Kun tdma oli tiedossa, paatin kokeilla, mitd ar-
voja saadaan lukujonon alussa mielivaltaisella n:

(a1 + ao)(a1 + a2) = ap — a2

1
——(a1 +az2) = ag — az
n
1 n—1
——a1 —ag + as =0
n
1 n—1
——(a1+ao) - (a0 —az) =0
n—1
_ — — _1/n?
- (ag — az) /n
1
ap —ay = ——
0T nin—1)
1 1
—plataz) = ory
. 1
ay +ag=——.
1+ a2 —

sisallysluetteloon
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Kokeillaan vield, mitd tapahtuu, kun k& = 2:

(a2 +a1)(az +a3) = a1 —as

_1(a2+a3):a1—a3

1 n n—2 0
— a as —a; =
n—1°2"pn-172 !
—2
——qleta)= Z_l(al—aza)
1
ag—a3=—"—"—"6H—¥——
T m=2)(n—1)
(a2 + az) :
— as+a3) = —————
n—1""""" (n=2)(n—-1)
1
as + as = —m
Nayttaisi silta, ettd ar + ap_1 = —n%kﬂ kaikilla k,
ja ristiriita tulee, kun a; + ap_1 = —1. Varmistetaan

vield, etté ristiriita tosiaan seuraa tésté jokaisella n:

(ar + ap—1)(ar + ag41) = ag—1 — Q41
—0f — Qg4+1 = Qg—1 — Qk+1
akx—1+ ax =0.

Nyt tarvitsee endd todistaa, ettd ar + ax_1 = —ﬁ
kaikilla k. Tehd&dén tata varten induktio-oletus, etté ta-
maé péatee k:lla , ja osoitetaan, ettd talldin se patee myos
k+ 1:1la:

(ak + ar—1)(ar + ag+1) = Qr—1 — Qrt1

1 1
—n_k+1ak—n_k+1ak+1—ak71—ak+1
L i ray =" )
— (A — a = —(AQr_-1 — a
n—k—i—l k—1 k n—k—i—l k—1 k+1
1

Fe—1 = Gkt = (n—k)n—k+1)’

(ar + ar—1)(ar + ag41) = Q-1 — Gky1

1

B L o Rl pry sy g
n _ 1 _ 1

G T = T T T n—(k+1)+1

Induktiotodistus on nyt valmis, silld alkuaskel on jo

tehtavinannossa, jossa annettiin ag + a1 = —% =
1

- n—1+1"

Siis ap +ar_1 = —n%kﬂ kaikilla n ja k, ja ristiriita tu-
lee, jos ja vain jos ap +ax—1 = —1,elikunn—k+1=1
eli k& = n. Lukujonoa voidaan siis jatkaa a,:44n asti,
mutta ei pidemmalle. Siispd N = n.

Sain omasta ratkaisustani kuusi pistettéd, koska unoh-
din mainita, ettad luvut a¢ ja a; on aina mahdollista 16y-
tda. Tama on kuitenkin triviaalia, silld a; = f% — ag,

joka on reaaliluku jokaisella reaaliluvulla ag.

Tehtava 5: Olkoon f(n,2k) lukuméiara, joka kertoo
kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n, k£, kuinka mo-
nella eri tavalla n x 2k -lauta voidaan peittdd téysin nk
kappaleella kokoa 2 x 1 olevilla dominolaatoilla. (Esi-
merkiksi on f(2,2) = 2 ja f(3,2) = 3.) Etsi kaikki
sellaiset positiiviset kokonaisluvut n, etta kaikilla posi-
tiivisilla kokonaisluvuilla k luku f(n,2k) on pariton.

Ratkaisu (Minea): Olkoon f(m,n) lukumééri, jo-
ka kertoo erilaisten laatoitusten lukuméérin m x n -
laudalla. (Kaytannollisyyden vuoksi méaaritellddn, etté
jos m =0 tai n = 0, niin f(m,n) =1.)

Viite 1: f(m,2n + 1) = f(m,n) (mod 2) kaikilla lu-
vuilla n ja parillisilla luvuilla m.

Todistus: Peilataan m x (2n + 1) laatoitukset keskisa-
rakkeen suhteen. Nyt kukin peilattu laatoitus on sa-
manlainen joko itsensé tai jonkun toisen alkuperaisen
laatoituksen kanssa. Toiselle laatoitukselle peilautuvia
laatoituksia on parillinen mééré, joten modulossa 2 tar-
kasteltuna f(m,2n+1) on kongruentti itselleen peilau-
tuvien laatoitusten lukumaérille.

Itselleen peilautuvissa laatoituksissa keskisarakkeen on
pysyttdvd muuttumattomana peilauksessa, joten kes-
kisarakkeessa on oltava m/2 pystysuoraa dominopa-
likkaa. Sen molemmille puolille j&4 m x n kokoinen
osa laudasta. Koska lauta on keskisarakkeen suhteen
itselleen peilautuva, jokaista oikean puolen laatoitus-
ta vastaa yksi mahdollinen vasemman puolen laatoi-
tus. Itselleen peilautuvien laatoitusten lukuméérd on
siis f(m,n), joten f(m,2n+ 1) = f(m,n) (mod 2).

Viite 2: f(n,n) =0 (mod 2) kaikille parillisille n > 2.

Todistus: Jos n x n -laudan laatoitus peilataan lavis-
tdjdnsd suhteen, se ei voi peilautua itselleen. Jokai-
sella laatoituksella on peilattuna pari, joten n x n -
laatoitusten méara on aina parillinen.

Ensimmaéisesta véitteesta seuraa, ettd luku n toteuttaa
vaatimuksen, jos ja vain jos luku %(n — 1) toteuttaa.

Jos n > 2, toisen véitteen perusteella luku n ei toteuta
vaatimusta.

Jos n = 0, mééritelmén mukaan luku n toteuttaa vaa-
timuksen, silld f(m,0) = 1.

Etsityt luvut n ovat siis muotoa 2* — 1. (Huomaa, etti
tamé sisiltdd myos tapauksen n = 0.)

sisallysluetteloon
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Pelkkaa tylsyytta odotettavissa?

Jukka Liukkonen
Mat. yo. evp.

Lokeromalli

Pallot ja lokerot kuuluvat todennékéisyyslaskennan
harrastajan perussettiin. Palloja heitelladn lokeroi-
hin sattumanvaraisesti ja lasketaan todennakoéisyyksia.
Tasséa artikkelissa palloja on n kappaletta ja lokeroita
m kappaletta. Seké pallot ettd lokerot voidaan erottaa
toisistaan; periaatteessa niiden kylkiin voidaan maalata
yksil6lliset tunnisteet. Lokerot muodostavat lokerikon,
jossa on m — 1 véliseinéa.

Pallot: S e€{1,...,n}
Lokerot: £€{1,...,m}

Olkoot kaikki pallot jo lokerikossa. Erilaiset palloase-
telmat samastetaan kokonaislukujonojen

“:(Zlv"'agn)7 1§€B§m7

kanssa. Niitd kutsutaan mikrotiloiksi. Jono tulkitaan
niin, ettd pallo 8 on lokerossa £3.

Makrotilat ovat lukumééréjonoja
M = (ki,...,kn), k1+...+Ekn=n.

Luku k; > 0 ilmoittaa, kuinka monta palloa on loke-
rossa £. Yhteen makrotilaan liittyy yleensd monta mik-
rotilaa.

Pallon 8 osumistodenndkéisyys lokeroon ¢ oletetaan
pallosta ja lokerosta riippumattomaksi vakioksi 1/m.
Silloin mikrotilojen todennékoéisyydet ovat keskendén
samat.

Esimerkki. Kolme palloa P1, P2 ja P3 sijoitetaan kah-
teen lokeroon L1 ja L2. Kaikki mahdolliset mikro- ja
makrotilat ovat:

Mikrotila Makrotila

L1 L2 L1 L2
P1,P2,P3 | O 3
P1 P2,P3 1 2
P2 P1,P3 1 2
P3 P1,P2 1 2
P1,P2 P3 2 1
P1,P3 P2 2 1
P2,P3 P1 2 1
P1,P2P3 3 0

Esimerkiksi makrotila (1,2) koostuu mikrotiloista
(1,2,2), (2,1,2) ja (2,2,1). Talloin sanotaan, ettd mak-
rotilan (1,2) multiplisiteetti on 3. Mikrotilojen to-
dennékoisyydet ovat keskenddn samat, joten makroti-
lan todennékoisyys saadaan jakamalla sen multiplisi-
teetti kaikkien mikrotilojen lukumaéaarélla eli kaikkien
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makrotilojen multiplisiteettien summalla. Multiplisi-
teetit ja todennikoisyydet ovat:

Makrotila | Multiplisiteetti | Todennikéisyys

(0,3) 1 1/8
(1,2) 3 3/8
(2,1) 3 3/8
(3,0) 1 1/8

Lukijalle saattaa tulla mieleen Pascalin kolmion po-
tenssia 3 vastaava rivi. 5

Variaatiot, permutaatiot ja kombinaatiot

Tarkoituksena on selvittad, montako erilaista k-alkiois-
ta osajoukkoa on n-alkioisella joukolla A. Kysymysté
ldhestytdan helpommin ratkaistavan ongelman kautta:
montako k-alkioista jonoa voidaan muodostaa joukon
A alkioista, kun yksi alkio saa esiintyd jonossa vain
kerran? Tilastotieteen termein kysymyksessd on otan-
ta ilman takaisinpanoa. On syytd muistaa, ettd joukos-
ta puhuttaessa alkioiden keskindiselld jarjestykselld ei
ole valia. Sitd vastoin jonon alkioiden jarjestykselld on
ratkaiseva merkitys. Jonojen lukuméérin laskemiseksi
lahdetaan liikkeelle seuraavalla tavalla:

o Jonon ensimmaiseksi alkioksi kelpaa miké tahansa n
alkiosta.

o Jokaista ensimmaéisen alkion valintaa kohti jéljella on
n—1 mahdollista seuraajaa. Talloin 2-alkioisia erilai-
sia jonoja on n(n—1) kappaletta.

o Jokaista kaksialkioista jonoa kohti on n—2 vaihtoeh-
toa kolmanneksi alkioksi, joten 3-alkioisia erilaisia
jonoja on kaikkiaan n(n—1)(n—2) kappaletta.

Jatkamalla jonon pidentdmistd alkio kerrallaan ha-
vaitaan, ettd erilaisten k-alkioisten jonojen, joukon A
k-variaatioiden, lukumaéara on

Ng:=n-n—=1)-...-(n—k+1).

Erityisesti n-alkioisia erilaisia jonoja, joukon A per-
mutaatioita, on

n)p=n-n—1)-...-2-1

kappaletta. Télle tulolle on aikojen kuluessa vakiintu-
nut merkinté

nl:=1.2-...-(n—1)-n.

Joukko, joka koostuu n alkiosta, voidaan siis jarjes-
tda jonoksi n! eri tavalla. Lukumé&ardd n! kutsutaan
n-kertomaksi. Yleisesti on sovittu, ettd 0! = 1. Laven-
tamalla tulolla (n—k)! voidaan kirjoittaa

n-...-(n—k+1)-(n—k)-...-1 _ nl
()i = n—Fk)-...-1 -

Jos k-alkioisia erilaisia osajoukkoja on x kappaletta,
ja edelld todetun mukaisesti jokainen néistd joukoista
voidaan jarjestdd jonoksi k! eri tavalla, k-variaatioiden
lukuméérd on x - k!, mutta toisaalta se on n!/(n—Fk)!.
Yhtélosta

n!
-kl =
* (n— k)
ratkaistaan
n!
T k)

Néin monta k-alkioista osajoukkoa, k-kombinaatiota,
on n-alkioisella joukolla. Kombinaatioiden lukumaarda
merkitddn vakiintuneen tavan mukaisesti

(0) = mmr

Merkintd luetaan ”"n yli k:n”. Lukuja (Z) sanotaan bi-
nomikertoimiksi, silla tunnetusti

(a+b)" = En: (Z) akpnk,

k=0

Tama binomikaavaksi kutsuttu identiteetti jatetddn
tdssa todistamatta. Kaava todistetaan ja sitd havain-
nollistetaan esimerkein Wikipedia-sivulla [6]. Solmus-
sa binomikaavaa on késitellyt mm. Pekka Alestalo [3].
Kun a = b = 1, binomikaavasta ndhddén binomikertoi-

mien summa:
n
= 2™,
> ()

k=0

Binomikertoimien avulla saadaan selville makrotilo-
jen lukumé&ara. Ratkaistavana on siis tehtéva, monel-
lako tavalla luku n voidaan esittdd m ei-negatiivisen
kokonaisluvun k1, ..., k, summana. Luku k, ajatel-
laan jonoksi, jossa on k; kappaletta ykkosid. Summa
k1 4+ ...+ ky, koostuu silloin ykkosistéa, joita on n kap-
paletta, ja plusmerkeistéd, joita on m — 1 kappaletta.
Montako téllaista jonoa on olemassa? Jos plusmerkin
jommallakummalla puolella ei ole ykkosta, silla kohdal-
la on tyhja lokero, ja summassa k1 +. . .+k,, vastaavasti
nolla. Ykkosten ja plusmerkkien jonossa on kaikkiaan
n +m — 1 paikkaa. Niistd voidaan valita paikat m — 1

plusmerkille
n+m-—1\ (n+m-—1
m—1 N n

eri tavalla. Yhtdlo johtuu binomikertoimien symmet-
riasta.

Erilaisia makrotiloja on

o)

kappaletta.
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Multinomikertoimet

Makrotila (k1,..., k), missd ki+...+k, =n, koos-
tuu yhdestd tai useammasta mikrotilasta. Tarkan lu-
kuméérdn eli makrotilan multiplisiteetin laskemiseksi
paéitellddn seuraavasti:

o Valittaessa ki palloa lokeroon 1 erilaisia vaihtoehtoja
on (,Z ) kappaletta.

e Kun lokeroon 1 on pallot valittu, mahdollisia valin-
toja lokeron 2 palloiksi on (";fl) kappaletta. Siis
kahden ensimmaéisen lokeron sisidlté voidaan valita

(1) ("5F) e tavalla.

o Jokaista jo tehtyé valintaa kohti lokeron 3 pallot voi-
daan valita jiljelld olevien n—k;—ky pallon joukos-
ta ("_1213_’“2) eri tavalla. Kolmen ensimmaéisen loke-

nfkl) (nfklsz

ron sisilloiksi on taten ( 1?1 )( P s ) erilaista

vaihtoehtoa.

Jatkamalla samaan tyyliin loppuun asti havaitaan, etta
vaaditut ehdot tayttaviad palloasetelmia on kaikkiaan

W)L ()

B n! (n—ky)!
]ﬁ!(n—k‘l)! k‘g!(n—kl—k2>!
(n—kzl —k’g)!
kg!(’ﬂ*klfkgfkg)!
k!
k! 0!
n!
kRl k!

Viimeinen yhtéld saadaan supistamalla joka kohdassa
tulon osaméirdmuotoisen tekijin nimittajistd ja seu-
raavan tekijan osoittajasta yhteinen tekija pois. Lukuja

n o n!
ki, .. km/) kil kol k!

sanotaan multinomikertoimiksi, silla
n k1 k
xitooxm.
> 1
<k1, R km) m

ki4...+km=n

k120,....,kn >0
Yhtalon todistus sivuutetaan. Lukija voi niin halutes-
saan todistaa sen itse tai katsoa todistuksen Wikipe-
diasta [8].

(x14+.. .4z, =

Makrotilan M = (kq, ..., k;,) multiplisiteetti on

n
Eiyeooikm)

Esimerkki. Kun yhdeksén palloa sijoitetaan kolmeen
lokeroon, makrotilan (0,9,0) multiplisiteetti on

9 9!
:7:1
0,9,0 or-9t.o!

Hajanaisemman tilan (4, 4, 1) multiplisiteetti on paljon
suurempi:

9 9! 5.6-7-8-9
<4,471> Sna - 2.3.4 —°2673=630.

Eniten levilldan on tila (3,3, 3), jonka multiplisiteetti
on

) 797!75 6-7-8=1680
3,3,3)/  31-31-31 N '

Nayttaa silta, ettd mitéd tasaisempi pallojakauma, sita
suurempi multiplisiteetti.

Multiplisiteettien vertailua

Binomi on erikoistapaus multinomista, ja binomiker-
toimet ovat samalla multinomikertoimia:

(2) N (k . k)

Binomikertoimista muodostetun Pascalin kolmion kes-
kella nayttda olevan huomattavasti suurempia luku-
ja kuin kolmion laidoilla. Seuraavaksi osoitetaan, etté
néin todella on, ja vastaava tulos pétee kaikille multi-
nomikertoimille.

Kokonaislukujen jakoyhtélé kertoo, etté jaettaessa ko-
konaisluku toisella saadaan osaméara ja jakojaannos,
jotka ovat kokonaislukuja ja méaardytyvat yksikasittei-
sesti jaettavasta ja jakajasta. Kun pallojen lukuméé-
rd n jaetaan lokeroiden lukumé&éralld m, jakoyhtdlon
nojalla on olemassa yksikésitteiset kokonaisluvut ¢>0
(osamédra) ja r>0 (jakojaannos), joille

r<m ja n=qgm-+r.

Lause. Edelld méaritellyin merkinnéin

.)

( ) )<< | )
ki,...skm/) — \g¢g+1,...,9+1,q,...

r kpl m — r kpl

Yhtasuuruus on voimassa tasmalleen silloin, kun
{k1,...,km} C{q, ¢+ 1}.

Todistus. Jos {ki,...,kn} C{q, ¢ + 1}, jakoyhtilon
yksikésitteisyyden nojalla jonossa (ki,...,k,,) pitdd
esiintyd ¢ tasan m—r kertaa ja ¢q+1 tasan r kertaa.
Talloin multinomikertoimet ovat yhtésuuret.
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Olkoon (%) {k1,...,km}¢Z{q, ¢ + 1}. Kaikki luvut
kp, eivat voi olla isompia kuin ¢, silld muulloin oli-
sin=ki+...+kyn >m(¢+1l) = gm+m > gm+r. Toi-
saalta, jos kaikki luvut kj olisivat pienempié kuin ¢+1,
oletuksen (*) nojalla eras niista olisi aidosti pienempi
kuin g, ja silloin olisi n = k1+ ... +k, < mqg < gm+r.
Taten eréds luvuista kj, on korkeintaan g, ja erds toinen
luvuista kp, on vdahintdén ¢ + 1. Oletuksen (*) nojalla
on siis vilttdmétta olemassa indeksit 4,5 € {1,...,m},
joille k;>k; + 1. Merkinnét voidaan olettaa valituiksi
niin, ettd i=1 ja j=2 (muulloin vaihdetaan merkinnét,
ja pelkkd merkintéjen vaihtaminen ei muuta taustalla
olevaa tilannetta). Talloin ki >k 4 1, ja

n 1 n!
ki ko, km/)  kilko! ksl ... k!

1 n!

<
(k1 — DV (ko + 1)! k3! .ol k!
B n
C\kL =L ke 41, k)
Epéayhtalo keskelld johtuu siité, etté
1 _ ko +1 1
k1! ko! - k1 (kl—l)'(kg—l-l)'
k1 1
< —
ki (kx = 1) (k2 4+ 1)!
- 1
GRS
Jono (k1 — 1,ka +1,..., k) on “tasaisempi” kuin al-

kuperéinen jono (ki1,ks,...,kn). Jatkamalla tasoitta-
mista tarvittaessa pdadytddan lopulta jonon

(q+17"'7q+17q7"'7q)
——
r kpl m — r kpl

permutaatioon. m

Taméa oli ns. laiskan matemaatikon induktiotodistus,
joka tarvittaessa voidaan kirjoittaa viralliset muoto-
vaatimukset tayttdvaksi tdydelliseksi induktioksi.

Multinomikerroin

n
R

ja samalla makrotilan M = (kq,..., k) multiplisi-
teetti suurenee, kun jonoa M tasoitetaan kasvatta-
malla sen pienid lukuja ja pienentdmaélla vastaavasti
suuria lukuja, kunnes ollaan tilanteessa, jossa jonon
luvut poikkeavat toisistaan korkeintaan yhdella.

Edelld saatu tulos kertoo sen, ettd Pascalin kolmios-
sa ja sen monilotteisessa vastineessa, jota ehka voitai-

siin kutsua Pascalin m-simpleksiksi, luvut ovat suu-
rimmillaan keskelld ja pienenevit laitoja kohti. Pie-
nenemisen voimakkuudesta tulos ei sano mitdan. Asi-
aa on helpointa tutkia ldhtemaélla liikkeelle tilantees-
ta m = 2. Seuraaviin kuviin on piirretty tekijalla 27"
skaalatut binomikertoimet 27" (Z) pylvéinéd palloméaa-
rilld n € {10, 60, 1000}.

10 20 30 40 50 60

Kuva 2. Pallojen lukuméérid n=60.

0.025

0.020

0.015

0.010

0.005

0.000
0

200 400 600 800 1000

Kuva 3. Pallojen lukuméérd n=1000.

Pylvdat erottuvat kunnolla toisistaan vain ensimmaéi-
sessé kuvassa. Skaalauksesta johtuen pylvaiden pituuk-
sien summa on tasan 1. Silloin ne ilmoittavat suoraan
pylvéaseen liittyvan kahden lokeron makrotilan toden-
nakoisyyden. Naitd todennidkoisyyksid sanotaan bino-
mitodenndkdoisyyksiksi, ja pylvaikkoé on kuva binomija-
kaumasta [5]. Kuviin on vertailun vuoksi piirretty myos
pylviikkoon sovitetun normaalijakauman N(n/2, n/4)
tiheysfunktion kuvaaja [9]. Jakauman odotusarvo n/2
ja varianssi n/4 ovat samat kuin binomijakaumalla,
jota télla tavoin approksimoidaan normaalijakauman
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avulla [1][2]. Kuvien perusteella normaalijakaumasta
saadaan erinomaisia likiarvoja binomitodennikoisyyk-
sille, kun n on suuri. Jakaumia on esitelty Wikipediassa
sivulla [10].

Todennékoisyys nayttdd keskittyvéin sitd voimakkaam-
min jakauman keskelle, mitd suurempi n on kyseessi.
Kun n on oikein suuri, esimerkiksi n = 1023, jakau-
ma on arvatenkin laihtunut &arimmaéisen ohueksi pii-
kiksi! odotusarvon 5 - 10?2 kohdalle, ohueksi suhteessa
odotusarvoon. Tama tarkoittaa, ettd kumpaankin loke-
roon hyvin tarkkaan tasaisesti jakautuneet makrotilat
ovat ldhestulkoon ainoat mahdolliset. Muiden tilojen
todennékoisyys on havidvan pieni. Valtava enemmisto
makrotiloista on siis sellaisia, jotka eivéit kdytdnnossa
"milloinkaan” toteudu. Seuraavassa kappaleessa tdmé
ilmaistaan tdsmallisesti.

Tasaisen jakauman musertava ylivoima

Kun epasymmetristd kolikkoa, jolle kruunan toden-
nakoisyys on p, heitetddn n kertaa, tuloksen kruuna
esiintymiskertojen lukumaéérdd kuvaa binomijakauma
Bin(n,p). Sen odotusarvo u, ja varianssi o2 ovat tun-
netusti [5]

MUn = NP, 07% = np(l _p)

Sama jakauma kuvaa makrotiloja, kun kruuna tulki-
taan niin, ettd pallo osuu tiettyyn kiinteddn lokeroon
L. Silloin klaava vastaa tilannetta, jossa pallo sujahtaa
johonkin muuhun lokeroon. Merkillepantavaa on, et-
td keskihajonnan ja odotusarvon suhde ldhestyy nollaa
pallojen lukumééran kasvaessa rajatta:

on _ Vp(l—p) VI-p
NG

Hn np

Suurilla pallom&éarillda binomijakaumaan liittyvit to-
dennidkoisyydet ovat hyvin tarkkaan samoja kuin vas-
taavan odotusarvon ja varianssin omaavaan normaali-
jakaumaan liittyvét todennékoéisyydet. Lokeroon L ker-
tyneiden pallojen lukumaéaardd merkitdan X,. Jakau-
man kaventumista tutkittaessa X,, oletetaan normaa-
lijakautuneeksi parametrein p,, ja o2. Normaalijakau-
mista tiedetddn, ettd parametrein p ja o2 normaalija-
kautuneen satunnaismuuttujan arvoista

n— oo

68,2689 % sijoittuu valille [ — o, pu + o],

e 95,4500 % sijoittuu valille [ — 20, p + 20],
« 99,7300 % sijoittuu valille [z — 30, i + 30],
» 99,9937 % sijoittuu vilille [ — 4o, p + 40,

ja niin edelleen. Vilin [—40,,, 40,,] ulkopuolelle sijoit-
tuvat pallomédrit X, ovat siis hyvin, hyvin harvinai-
sia. Lisdksi vilin pituuden 8¢, suhde odotusarvoon eli

symmetrisen jakauman tapauksessa jakauman keski-
kohtaan p,, 1dhestyy nollaa, kun pallojen mééra n kas-
vaa rajatta. Tamahén merkitsee juuri sité, ettéd pallojen
lisdéntyessa jakauma kapenee kapenemistaan ja néyt-
tad lopulta pelkaltd odotusarvon kohdalle pystytetylta
ohuelta piikiltéa.

Jakauman hoikistumisilmio toistuu jokaisen lokeron
kohdalla erikseen. Artikkelin alussa tehdyn oletuksen
mukaan pallon osumistodennikoisyys tiettyyn loke-
roon on vakio p = 1/m. Silloin kunkin lokeron piikki
osuu palloméérén p, = np = n/m kohdalle.

Edelléd sanottua kannattaa maistella hetki. Kaikki mik-
rotilat ovat yhté todennakoisia. Makrotilojen todenné-
koisyysvarallisuus keskittyy ldhes kokonaan darimmai-
sen harvalle kapitalistimakrotilalle, joille yhteisté on se,
ettd pallot ovat hyvin tarkkaan tasaisesti jakautuneet
lokeroperheen jasenten kesken. Mitdhén Karl Marx sa-
noisi tasta?

Tuloksen tasmallinen muotoilu

Edelld tehdyissd péédttelyissd turvauduttiin osittain
geometriseen mielikuvaan ja jatettiin paljon vélivaihei-
ta pois. Lopputulostakaan ei esitetty kuin mielikuvan
tasolla. Kaikki vaadittava tyo voidaan kylla tehdd eh-
dottoman tésmaéllisesti yksityiskohtia my6ten. Se ei ole
edes vaikeaa henkil6lle, joka on hankkinut tietdmysta
ja kokemusta differentiaali- ja integraalilaskennan seké
todennéakoisyyslaskennan alkeiskurssilla yliopistotasol-
la. Paattelyt jaivat hieman hatariksi, mutta lausutta-
koon kuitenkin lopputulos tdsmaéllisesti.

Olkoon X, , pallojen médra lokerossa ¢ pallojen ko-
konaismaéréin ollessa n. Kun satunnaismuuttujan X, ,
odotusarvoa merkitdén p, ¢ = n/m, muuttujan suh-
teellinen poikkeama odotusarvosta méaritelldan kaaval-
la

Xn ¢ — HUnl
DIX, = TR

Lause. Olkoot € ja § kaksi positiivista reaalilukua. Sil-
loin on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku nyg,
etta kaikilla n > ng on voimassa

P{D[X, ¢ < dkaikilla f=1,...,m} >1—e.

Merkinta P{. ..} tarkoittaa tapahtuman {...} todenné-
koisyytta.

Lokerikon palloméérien jakauma saadaan niin ldhelle
tasaista jakaumaa kuin halutaan niin suurella toden-
néakoisyydelld kuin halutaan, kunhan palloja otetaan
mukaan peliin tarpeeksi suuri méaara.

IKun n kasvaa rajatta, jakaumasta muotoutuu kuuluisa Diracin delta -piikki [4].
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Merkitys maailmankaikkeudelle

Ludwig Boltzmannin mukaan eristetyn termodynaami-
sen systeemin mikrotilat ovat keskenddn yhtd todenné-
koisid. Kun systeemi eldé, sen mikrotila matemaattisel-
la vaajadmattomyydelld ajautuu porukkaan, siis mak-
rotilaan, jossa on eniten vaihtoehtoja tarjolla. Tuo po-
rukka, kuten edelld todettiin, on tasaisten jakaumien
sangen tylsd seurapiiri. Vadjaaméattomyyttd kutsutaan
nimelld termodynamiikan toinen pdadsddnto. Maailman-
kaikkeus on eristetty termodynaaminen systeemi. Pal-
lot eivit todellisuudessa ole palloja, vaan maailman-
kaikkeuden pienen pienié rakennusosasia. Lokerotkaan
eivat oikeasti ole lokeroita, vaan noiden vahéaisten hiuk-
kasten tiloja; hiukkanen on aina jossakin tilassa. Jos ti-
laksi késitetddn esimerkiksi paikka ja lilkemé&aré, hiuk-
kasten tasainen jakautuminen eri tilojen kesken merkit-
see melkoista sekamelskaa, systeemin makrotilaa, josta
parhaallakaan hahmottamiskyvylla ei ole mahdollista
16ytiad minkiédnlaista rakennetta.?

Todennékéisyyslakien mukaan maailma on siis pikku-
hiljaa muuttumassa universaaliksi, tasaiseksi, mielen-
kiinnottomaksi mossoksi. Prosessia kutsutaan ldmpd-
kuolemaksi [7]. Ali kuitenkaan heité kirvestisi kaivoon:
lampokuolema ei tule vield huomenna. Odotellessa on
hyvé tutustua sellaisten suurhenkiléiden kuin Rudolf
Clausius, Ludwig Boltzmann (mainittiinkin jo), J. Wil-
lard Gibbs, John von Neumann ja Claude Shannon ai-
kaansaannoksiin. En suinkaan vahéttele listalta pois
jaaneita. Tama oli vain satunnaisotos sieltd joukon kér-
kipédasta.
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Onpas niita paljon!

Neea Palojarvi
Helsingin yliopisto

Opetin viime syksyné Helsingin yliopistolla kombinato-
ritkan kurssia. Kurssilla muun muassa laskettiin erilais-
ten tapojen lukumaérid. Esimerkiksi tutkittiin, kuinka
monella eri tavalla jokin maara ihmisid voidaan lait-
taa jonoon. Kurssin opettamisesta innostuneena ker-
roin kurssin tehtavistd myos sellaisille ystévilleni, su-
kulaisilleni ja tutuilleni, joilla ei ole matematiikan opis-
kelusta yliopistotaustaa. Osalla viimeisimmét matema-
tiikkan opinnot olivat kansakoulusta usean vuosikym-
menen takaa, osalla toisen asteen opinnoista muuta-
man vuoden takaa. Heistd useampaa yhdisti hAmmés-
tys, kuinka paljon erilaisia tapoja on.

Tassa kirjoituksessa esitelliéin kolme kombinatoriikan
kurssillani esiintynyttd tehtévéé, joissa pohditaan eri
asioiden lukumaéérié. Tehtdvét on valittu niin, ettd niis-
sd on jotain konkreettista mukana ja tilannetta voi
hahmotella esimerkiksi jarjestelemélla kirjoja. Tata voi
tehdé vaikka yhdessé kavereiden kanssa! Kuten mones-
ti matematiikan tehtdvissd muutenkin, tehtdvaa yksin-
kertaisempien tilanteiden tutkiminen voi auttaa saa-
maan ajatuksesta kiinni. Tehtdvéat pyrkivat olemaan
helpommasta vaikeampaan, mutta on toki varsin yksi-
I6llista, mitké tehtdvat kokee vaikeiksi. Alkuun péadsee
peruskoulun tarjoamilla matematiikan tiedoilla, mut-
ta korkeammasta matemaattisesta ajattelukyvysté on
hyotyé. Erityisesti tehtévien vinkeissa ajattelu on py-
ritty kirjoittamaan melko selkedsti auki ja teksti niin,
ettd aktiiviset ja taitavat ysiluokkalaisetkin saisivat sii-
ta jotain irti.

Kirjojen jarjestys

Tehtava: Kirjohyllyyn laitetaan viisi matematiikan,
neljd tietotekniikan, melja fysiikan, kolme kemian ja
kolme biologian kirjaa. Kuinka monella tavalla kirjat
voidaan jarjestdd niin, ettd saman aineen kirjat ovat
perdkkdin?

Vinkkeja tehtavian ratkaisuun: Téssa tehtavéssa jo-
kainen jarjestys on eri, mikéli kirjat ovat eri jarjestyk-
sessé. Eli jos vasemmalla on ensin matematiikan kirja
A ja sitten matematiikan kirja B, niin se on eri jir-
jestys kuin jos vasemmalla olisi ensin kirja B ja sitten
kirja A.

Kuten tekstin alussa mainittiinkin, kannattaa ensin
miettid yksinkertaisempia tilanteita. Mika olisi vastaus,
jos kysyttaisiinkin vain, kuinka monella eri tavalla kak-
si matematiikan kirjaa voidaan laittaa eri jarjestykseen
hyllylle? Voit kokeilla téta ihan oikeilla kirjoilla! Enta
kaksi matematiikan kirjaa ja yksi fysiikan kirja? (Ald
lue eteenpéin, jos et halua lukea edellisiin kysymyk-
siin vastauksia.) Ensimmaéiseen kysymykseen vastaus
on kaksi eri tapaa; voi olla, ettd toinen on vasemman-
puoleinen tai sitten painvastoin. Jalkimmaiseen kysy-
mykseen vastaus on nelji eri tapaa. Keksitko tdhén sel-
laiset perustelut, joiden avulla voidaan vakuuttua, etté
jarjestyksid on kahden matematiikan kirjan ja yhden
fysiikan kirjan tapauksessa juuri tuon verran — ei yh-
tdan enempéad tai vihempaa?

Esitetadn nyt edelliselle kahden matematiikan kirjan ja
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yvhden fysiikan kirjan tilanteelle yksi mahdollinen rat-
kaisutapa. Tarkastellaan ensin, kuinka monella eri ta-
valla yksi fysiikan kirja voi olla hyllylld kahteen ma-
tematiikan kirjaan ndhden. Koska matematiikan kirjo-
jen on oltava perdkkéin, fysiikan kirjan on oltava joko
niitd ennen tai niiden jédlkeen. T&td on havainnollis-
tettu kuvassa 1. On kuitenkin vield huomattava, etté
kummassakin néissé jarjestyksissd matematiikan kirjo-
jen paikat voivat vaihdella. Edellisessé kappaleessa on
todettu, ettd ne voi laittaa kahteen eri jarjestykseen. Eli
kumpaakin kuvan 1 tilannetta kohti on tdsmélleen kak-
si eri matematiikan kirjojen jérjestysté. Kaiken kaikki-
aan kysyttyjé jarjestyksid on siis 2 -2 = 4.

matematiikan fysiikan
kirjat kirja

fysiikan matematiikan
kirja kirjat

Kuwva 1: Havainnollistava kuva yhden fysiikan kirjan si-
jainnista matematiikan kirjoihin ndhden.

Pystyisitko nyt yleistdmaéén tilanteen ja vastaamaan al-
kuperéiseen kysymykseen? Halutessasi voit yrittad vie-
14 pohtia joitain muita tehtdvinannon tilannetta yksin-
kertaisempia tilanteita tai muilla sopivin tavoin yrittaa
hahmottaa tilannetta.

Tehtavin ratkaisu: Kaytetddn téssa ratkaisussa tun-
nettua merkintdd n! = n(n — 1)(n — 2)---1, joka on
tassd maéaritelty kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla
n. Esimerkiksi on 3! =3-2-1=6.

Tarkastellaan ensin, kuinka monella eri tavalla eri ai-
neet voivat olla, ja sitten, kuinka monella eri tavalla
kirjat voidaan jarjestdd nididen aineiden sisalla.

Kirjoja on viidesté eri aineesta. Siispd vasemmanpuo-
leisin aine voidaan valita viidelld eri tavalla. Jaljelld on
neljé ainetta, joista voidaan valita vasemmalta lukien
toinen aine. Témén jalkeen jaljelld on enédéd kolme ainet-
ta, sitten kaksi ja oikeanpuoleisimman aineen kohdalla
on endd yksi jéljelld. Siispé aineiden jérjestdmistapoja
on 5-4-3-2-1= 5! erilaista, silld esimerkiksi jokais-
ta vasemmanpuoleista ainevalintaa kohti on aina nelja
erilaista valintaa sen vieressé olevalle aineelle ja kukin
néistd tuottaa erilaisen lopputuloksen.

Kuitenkin jokaisessa edellisisté jérjestyksistd saman ai-
neen kirjat voivat olla eri jarjestyksisséd. Vastaavalla ta-
valla kuin edellisessd kappaleessa on péételty, voidaan
todeta, ettd matematiikan kirjat voidaan jarjestad 5!
eri tavalla, tietotekniikan 4!, fysiikan 4!, kemian 3! ja
biologian 3! eri tavalla.

Yhteensd mahdollisia jérjestystapoja on siis

515041413131 =120-120-24-24 -6 - 6 = 298 598 400.

Siis ldahes 300 miljoonaa! Ei siis luultavasti kannata
alkaa testaamaan téllaisella kirjamé&aralla, mikakohan
kirjojen jérjestys nayttaisi parhaimmalta hyllyssa.

Istumajarjestykset

Tehtava: [llalliselle osallistuu kymmenen ihmistd,
joista viisi juo vitnid ja viist ei juo. He syovdt illallisen
pyoredan poyddan ympadrilld ja asettuvat sen ympdrille is-
tumajdarjestyksen mukaan niin, ettd mitkddn kaksi vii-
nid juovaa eivdt istu vierekkdin eivdtkd mitkddn kak-
si henkiléd, jotka eivdt juo viinid, istu vierekkdin. II-
lallisen jdrjestdjd suunnittelee kirjoittavansa ylos kaik-
ki mahdolliset edelliset vaatimukset toteuttavat istuma-
jarjestykset ja valitsevansa niistd parhaimman.

Laske, kuinka monta erilaista istumajdrjestysti on, ja
kerro sen perusteella, kannattaako illallisen jdrjestdjin
toteuttaa suunnitelmansa.

(Kaksi istumagjdrjestystd ovat samat, mikdli niissd jo-
kaisen henkilon oikealla puolella istuva henkilo on kum-
massakin sama ja samoin vasemmalla puolella istuva.)

Vinkkeja tehtavan ratkaisuun: Kuten aiemminkin,
tehtavad voi yrittdd hahmottaa pienemmilld méaérilla
tai vaikka ilman lisdehtoja. Edellisessd tehtavissa ka-
siteltiin jo asioiden laittamista jonoihin eli téllaisia ti-
lanteita osataan tutkia. Voisiko siis auttaa, jos ensin
jattaisi kokonaan huomioimatta poydan ympaérilla is-
tumisen ja keskittyisikin vain jonon tutkimiseen? Mil-
laista jonoa kannattaisi tutkia, jotta siitd olisi hyotya
tdméin tehtivin kannalta? (Al lue eteenpdin, jos et
halua tdhén kysymykseen vastausta.)

Tutkittavissa istumajéirjestyksissahén pitéisi joka toi-
sen juoda viinid ja joka toisen olla juomatta. N&in ol-
len olisi luonnollista tutkia sellaisia jonoja, joissa té-
maé ehto toteutuu. Voisiko joitain edellisessé tehtévas-
sé esiintyneitd ajatustapoja soveltaa tdmén tehtdvén
ratkaisuun? Vaikka nyt samalla tavalla toimivat (vii-
nid juovat tai eivit juovat) eivit ole vierekkiin kuten
edellisessd kohdassa saman aineen kirjat, niin jonossa
on kuitenkin samanhenkistd sdannonmukaisuutta. Voit
jalleen kerran tarvittaessa hahmotella tilannetta pie-
nemmilld thmisméérilld ja vaikka kokeilla kavereiden
kanssa, kuinka monta erilaista jonoa loydétte. Kuinka
monta sellaista jonoa, jossa joka toinen henkil6 juo ja
joka toinen ei juo viinid, on, kun viisi ihmista juo viinié
ja viisi ihmisté ei juo viinid? Vastaus tdhén kysymyk-
seen 16ytyy tehtdvin ratkaisun toisesta kappaleesta.

Tehtéavassa kuitenkin kysyttiin istumajérjestyksia, ei-
ké jonoja. Alkuun voi hahmotella, mitd ndmé rajoituk-
set oikein tarkoittavat ilman, ettd otetaan viinin juo-
mista tai juomattomuutta huomioon. Esimerkiksi, jos
pybredn poydan ymparilla esiintyy kolme eri ihmista,
niin kuinka monta erilaista istumajérjestystéd on suluis-
sa olevan tekstin perusteella (ei siis vield tutkita viinin
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juomista tai juomattomuutta)? Vastaus nikyy kuvasta
2.

Kuva 2: Kolmen ihmisen erilaiset istumajdirjestykset
poyddan ympdrilld.

Erityisesti siis, kun ihmiset vain kiertdvat ympéri poy-
taa myota- tai vastapaiviadn (ks. kuva 3), niin tehtavan-
annon mukaan sama istumajirjestys sadilyy. Mitéd ta-
pahtuu, jos tehdédén ihan miké tahansa sellainen muu-
tos istumajarjestykseen, jota ei ole mahdollista saavut-
taa alkuperdisen istumapaikkoja kiertamalld myota- tai
vastapdivadn? Onko uusi istumajérjestys tehtdvinan-
non tulkinnan mukaan silloin sama kuin alkuperai-
nen istumajérjestys? (Vastaus tdhan loytyy seuraavasta
kappaleesta.)

Kuva 3: Istumajdrjestyksen kiertdminen mydtd- tai
vastapaivaan.

Vastaus edelliseen kysymykseen on, ettei istumajér-
jestys voi olla sama kuin alkuperdinen. Jos se nimit-
tain olisi, niin kaikilla olisi samat henkilot oikealla ja
vasemmalla puolella molemmissa istumajarjestyksissa.
Kun tétd istumajarjestystd kierrettéisiin niin, ettd jo-
kin henkil6isté istuisi samalla paikalla kuin alkuperai-
sessé istumajérjestyksessé, niin myos hanen vasemmal-
la puolellaan olevan pitéisi istua samalla paikalla kuin
alkuperéisessé istumajérjestyksessd. Sama luonnollises-
ti patisi myos tdmén vasemmalla puolella olevalle ja
niin edelleen. Siispad kaikkien olisi istuttava samoilla
paikoilla kuin alkuperéisessé istumajarjestyksessa, mi-
ta ei haluttu, koska tutkittavaa istumajérjestysta ei pi-
tdnyt saada aikaiseksi alkuperdistd istumajarjestysta
kiertamalla.

Nyt on siis huomattu, ettd vain sellaiset tavat, joissa

istumajarjestys saadaan toiseksi kiertdmalla, ovat sa-
moja. Jos siis pdydadn ympérilld istuu kolme ihmisté,
niin kuinka monta tdmén istumajarjestyksen kanssa sa-
manlaista istumajarjestysta on, kun istumajarjestysta
kierretddn? (Vastaus: Kolme, kukin saadaan kiertdmal-
14 vaikka my6tapaivadn istumajarjestystd yhden aske-
leen eteenpiin.) Miten paattely yleistyy vaikka neljaén,
viiteen tai kymmeneen ihmiseen?

Kun edellinen, yhden istumajérjestyksen kanssa sa-
manlaisten jarjestysten lukumaéara on saatu selville, on
aika yhdistédé se ailempaan jonoajatteluun; tdméahén on
endéd ainoa asia, mikd tehtdvdn ratkaisusta puuttuu.
Miten jonossa olevat ihmiset voidaan laittaa istumaan
paydén ymparille (miettimédtta viinin juomista tai juo-
mattomuutta)? Mitka erilaiset jonot tuottavat saman-
laiset istumajérjestykset? Voit esimerkiksi miettia kol-
men hengen muodostamia jonoja. Kuinka monta niita
on? Miten voit laittaa ndmé jonot poydan ympérille?
Miten tdmaé vertautuu kuvassa 2 esitettyjen istumajér-
jestysten lukumééraén? Enté sitten siihen, ettd saman-
laiset jonot saadaan, kun kierretdén istumajarjestysta
ympari? (Vastaukset seuraavassa kappaleessa.)

Kolmen ihmisen jonojahan on 3! = 6. Voidaan laittaa
jonossa olevat ihmiset poydéan ympérille niin, ettd en-
simmaéinen istuu johonkin tiettyyn tuoliin, toinen sen
vasemmalle puolelle ja kolmas tdmén vasemmalle puo-
lelle. Koska kiertdmaélla saadaan kuitenkin samanlaiset
istumajarjestykset aikaan ja kaikki ndmé tulevat eri-
laisissa jonoissa esiin, niin tulos pitdd jakaa kolmella
eli kiertojen lukumé&éaralla. Siispé erilaisia istumajér-
jestyksia on kaksi. Miten tétd ajatusta voisi soveltaa
tehtdvinannon tilanteeseen?

Tehtavin ratkaisu: Tutkitaan tehtédvaa ensin sellai-
sessa tilanteessa, joka osataan jo edellisen kohdan poh-
jalta ratkaista. Ajatellaan siis tilannetta aluksi jonona
eli ei oteta huomioon sité, ettd ihmiset istuvat pyorein
poydan ymparilld. (Lopullisessa tulkinnassa ajtellaan,
ettd jonon toinen istuu jonon ensimméisen vasemmal-
la puolella, kolmas toisen vasemmalla puolella kunnes
lopulta viimeinen istuu ensimmaéisen oikealla puolella,
kun heidédt laitetaan istumaan pdydan ympaérille.)
Tassa jonossa ensimmainen juo viinia tai ei juo viinia.
Talle valinnalle on siis kaksi eri vaihtoehtoa. Kun té-
maé, on valittu, jonossa joka toisella on aina oltava tama
sama valinta eli he joko juovat viinia tai eivat juo riip-
puen ensimmaéaisestd henkilosté. Koska néaita henkil6ité,
on viisi, heidét voidaan laittaa 5! eri jarjestykseen. Toi-
saalta heiddn vélissdédn olevat henkil6t voidaan myos
laittaa 5! eri jirjestykseen. Siispd pelkalla jonoajatte-
lulla tapoja on 2 - 5!5!.

OO0 0U0On
Kuva 4: Jonossa joka toinen juo tai ei juo viinid. Sa-

malla tavalla juovia/ei juovia on kuvattu samanlaisilla
ympyroilld.
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Nyt on kuitenkin vield huomioitava, ettd kun ihmiset
laitetaan poydén ymparille, niin kiertdmalld istuma-
jirjestystd pOoydan ympéri saadaan uusi samanlainen
istumajarjestys. Koska poydan ymparillda on kymme-
nen paikkaa, niin tdma kierto voidaan tehdd kymme-
nellé eri tavalla. Lisdksi ndméa kayvét lapi kaikki tavat
saada kaksi samanlaista istumajérjestystd yhdestd is-
tumajirjestyksestd, silld muussa tapauksessa oikealla
ja vasemmalla puolella olevat naapurit eivit siily. Siis
edellisessa kappaleessa saatu tulos on vield jaettavalla
kymmenella kysyttyjen istumajarjestysten lukuméaran
saamiseksi:

2-5!5!

=415 =24 -120 = 2880.
10

Lahes 3000 istumajarjestyksen lapikdynti on tyolésta,
joten ehké jérjestdjan kannattaisi paattda sopiva istu-
majérjestys jollain muulla tavalla kuin kidymélle kaikki
jarjestykset 1api.

Salasanojen lukuméaara

Tehtava: Kuinka monta sellaista kahdeksan merkkid
pitkdad salasanaa on, jotka koostuvat vain merkeistd a,
b ja ! sekd jotka sisdltdvit jokaisen merkin ainakin ker-
ran?

Vinkkeja tehtavan ratkaisuun: Kuten jo aiemmis-
sa esimerkeissd huomattiin, voi tehtavan tutkiminen il-
man liséehtoja ja sen jélkeen lisdehtojen huomioiminen
auttaa tehtévin ratkaisussa. Mika voisi olla tassa tehté-
vassa se lisdehto, jota ilman tehtdvia voisi aluksi miet-
tid? Miten tdmén yksinkertaistuksesta pystyy muodos-
tamaan ratkaisun kysyttyyn tehtavaan? (Jos et halua
nahdé yhtd mahdollisuutta vield, 4la siirry seuraavaan
kappaleeseen.)

Yksi mahdollisuus on alkuun miettié, kuinka monta sel-
laista salasanaa on, jotka koostuvat merkeistéd a, b tai !
ilman mitd4n lisdrajoituksia. Nythén kysyttyjen salasa-
nojen lukumééra saadaan, kun tuloksesta vihennetdén
ne salasanat, joista puuttuu jokin merkeista a, b tai !.
Kuinka monta salasanaa, jotka koostuvat merkeisté a,
b, ! on? (Vastaus 16ytyy ratkaisun toisesta kappalees-
ta.)

Seuraavaksi olisi laskettava, kuinka monta sellaista jo-
noa on, josta puuttuu jokin merkeista a, b tai !. Miten
tdmén voisi laskea? Miten voidaan soveltaa edellisen
kappaleen laskuissa esitettyéd ratkaisutapaa? Onko jo-
tain erityista otettava huomioon? Voi auttaa, ettd hah-
mottelee itselleen erilaisia salasanoja. Kun kaikki ndma
havainnot yhdistéa, onkin ratkaisu jo valmis.

Tehtavin ratkaisu: Lasketaan tdméa lukumé&ars las-
kemalla kaikki salasanat ja vihentamaélld niistd ne sa-
lasanat, jotka eivét sisélld jotain merkeistd a, b tai !.

Lasketaan ensin kaikkien merkit a, b tai ! sisdltdvien
salasanojen lukumaééra. Koska salasana on kahdeksan
merkkié pitkd ja kullekin merkille on kolme vaihtoeh-
toa, on kaikkia salasanoja 38.

Nyt on vield vahennettéivé sellaisten salasanojen, jot-
ka eivat sisdlld jotain merkeistd a, b tai !, lukuméé-
rd. Huomataan, ettd talloin siis kukin salasana koos-
tuu korkeintaan kahdesta eri merkisté (ne kaksi muuta
merkkid) ja on kahdeksan merkkia pitka. Siispa sellai-
sia salasanoja, jotka eivit sisilld merkkii a, on 28 kap-
paletta, sellaisia, jotka eivét sisélld merkkié b, on myds
28 kappaletta ja sama pétee merkille !.

Nyt on kuitenkin vield huomattava, ettd voi olla, ettei
salasana sisdlld myoskdan kahta eri merkkid. Esimer-
kiksi salasana aaaaaaaa ei sisilld merkkia b, eikd merk-
kid !. Se on siis laskettu edellisessd kappaleessa mukaan
sekd silloin, kun tutkitaan salasanoja, jotka eivéit sisal-
14 merkkid b ettd silloin, kun tutkitaan jonoja, jotka
eivit sisdlla merkkid !. Néin ollen se on tullut laskettua
edelld kahdesti. Siispé se on vahennettévé kerran. Kos-
ka salasana, joka ei sisdlld mitd tahansa kahta merk-
kid, on salasana joka sisidltdd vain yhden merkin, on
tdllaisia salasanoja kaiken kaikkiaan kolme kappalet-
ta. Mink&an muun tyyppisia salasanoja ei ole laskettu
mukaan useampaan kertaan. Siispa sellaisia salasanoja,
jotka eivit sisalld jotain merkeisté a, b tai !, on 3-28 —3.

Nyt siis sellaisia kahdeksan merkin salasanoja, jotka
koostuvat vain merkeistd a, b ja ! ja jotka sisdltavét
vahintddn kerran kunkin merkeisté, on

3¥-(3-2°-3)=3"-3-2°+3=3-(3"-2°+1)
=3 (2187 — 256 + 1) = 3 - 1932 = 5796

kappaletta. Jo siis kolmella merkilla ja edellisilla rajoi-
tuksilla saa kohtuullisen paljon salasanoja aikaan. Poh-
dintatehtdviné voi olla, kuinka monta erilaista salasa-
naa saadaan aikaiseksi suuremmilla merkkimaarilla —
joko lisérajoituksilla tai ilman.

Lopuksi

Edellisissé esimerkeissd ndkyy hyvin, kuinka positiivi-
silla, ykkosta suuremmilla kokonaisluvuilla kerrottaes-
sa tulo kasvaa nopeasti suureksi ja néin ollen edelliset
vastauksetkin kasvavat melko nopeasti. Esimerkiksi, on
jo
2.2.2.2.2.2.2.2.2.2=2"=1024

ja 229 on yli miljoonan! Tai 10! (eli “kuinka monella
eri tavalla kymmenen ihmistd voi laittaa jonoon”) on
3628 800. Kannattaa siis edellisten esimerkkien valos-
sakin olla hieman varovainen ennen kuin paéattiaa alkaa
kdyméaan kaikkia erilaisia mahdollisia tapoja lapi lait-
taa eri asioita jarjestykseen — edes silloin, kun asioita
on verrattain pieni maara.
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Tarinoita polynomeista (osa 2)

Jukka Tuomela
Itd-Suomen yliopisto, Joensuu
jukka.tuomela@uef.fi

Kertaus

Jatketaan siitd mihin kirjoituksessa [7] jadtiin. Lukijal-
ta oletetaan, ettd hin tietdd mitd tarkoittaa polyno-
mien yhteen- ja kertolasku, ja lisdksi toisen asteen po-
lynomin ratkaisukaava oletetaan tunnetuksi. Tekstissa
viitataan algebran peruslauseeseen ja jakolaskualgorit-
miin, jotka on esitetty kirjoituksessa [7].

Erinomainen kirja polynomeista kiinnostuneille on [3],
ja erityisesti tdmén kirjoituksen asioista 10ytyy lisédtie-
toa kirjoista [2, 6]. wxMaxima, jonka avulla esimerkkeja
voi helposti laskea, on vapaasti saatavilla oleva symbo-
lisen laskennan ohjelmisto.!

My6s Sage on ilmainen ohjelmisto, jolla voi laskea seké
symbolisesti ettd numeerisesti [1].2 Jiljempéné olevat
tehtévit voi helposti laskea my6s Sagen avulla. Samoin
Wolfram Alphalla voi kéteviisti laskea polynomeilla.?

Esimerkkeiné on taas kidytetty matematiikkakilpailusi-
vun tehtévid.*

Juurilauseketehtiavit ovat polynomiteh-
tavia

Juurilausekkeet ovat monella tavalla ongelmallisia. Jo-
kainen, joka on edes vdhdn kayttdnyt symbolisen las-

Lhttps://wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/index.html
2https:/ /www.sagemath.org/index.html

3https:/ /www.wolframalpha.com/
4https://matematiikkakilpailut.fi/aiheet/

kennan ohjelmistoja, tietda, ettd ohjelmistot usein eivét
kisittele juurilausekkeita niin kuin kiyttdjd haluaisi.
Jos i on imaginaariyksikko, niin esimerkiksi ohjelmis-
to saattaa tulkita, ettd /1 — x = i/ — 1, mika tuskin
on kédyttdjan tarkoitus.

Johtopédatos on, ettd juurilausekkeita pitad valttaa,
ja kun on pédssyt ndin pitkéille, niin huomaa, etté
useimmiten ne ovatkin tarpeettomia. Laskut kannat-
taa tehdd polynomeilla, jolloin voidaan edetéd algorit-
misesti. Itse asiassa juurilausekkeita harvoin esiintyy
missédan “luonnollisessa” matemaattisessa ongelmassa.
Matematiikan tehtévissa esiintyy juurilausekkeita, kos-
ka niitten késittely on hankalaa, ja halutaan opettaa
tatéd: luodaan siis ongelmia sinne missd niitd ei valtta-
métta ole.

Tavallaan voisi sanoa, ettd juurilauseketehtéavit ovat
polynomitehtévia, joissa ratkaisijan pitaé etsié se oleel-
linen polynomi, jonka tehtdvén laatija on piilottanut.
Katsotaan esimerkki téllaisesta tapauksesta.

Esimerkki 1. Matematiikan olympiavalmennuksen hel-
mikuun 2020 valmennustehtévissé piti ratkaista yhtalo

Vat+z++va—x=ux. (1)

Lahes sama tehtava oli ylioppilaskirjoituksissa kevaal-
14 1978, kansainvélisissd matematiikkaolympialaisissa
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vuonna 1963 sekd Youtubessa.® Youtuben tehtévi oli
siiné mielessd erilainen, ettd siind oli vain kompleksi-
sia ratkaisuja.

Nelijuuritehtévissd perinteisesti ldhdetdéan liikkeelle
siitd, ettd katsotaan milloin neliGjuuret ovat reaalisia,
mutta nyt ei vélitetd siitd téssd vaiheessa. Lasketaan
ensin tehtava yleisesti, ja lopuksi voidaan sitten katsoa
mitéd ratkaisuja halutaan.

Juurilausekkeista padstddn eroon seuraavasti. Otetaan
kédyttoon apumuuttujat u ja v, joitten avulla alkupe-
riistd yhtalod vastaa seuraava systeemi.

fo=z—u—v=0
f=u—a—z=0

fo=v>—a+z=0.

Tavoitteena on nyt eliminoida muuttujat u ja v, jolloin
jéljelle jaa jokin polynomiyhtédlé muuttujalle x. Elimi-
noinnin idea on, ettd systemaattisesti kumotaan halu-
tun muuttujan isoin termi. Ennemmin tai myhemmin
muuttujan potenssi on nolla, jolloin kyseistd muuttujaa
el enaa esiinny.

Eliminoidaan ensin w.

fs=ufotfi=(@—vu—z—a
fa=(x—v)fo+ fzs =0 200 +2> -z —a.

Sitten eliminoidaan v. Ensin lasketaan
fa—fa= —2zv + 22 sz:w(fov—Q).

Saatiin kaksi tapausta: joko z =0 tai fs =z —2v—2 =
0. Jatketaan v:n eliminointia jalkimmaisessa tapaukses-
sa.

fo=2f1+vfs = =3z +2)v+22° — 2 — 2a
fr=2fc — 3z +2)fs = 2% — da + 4.

Paadyttiin siis siihen, ettéd jos x on yhtélon (1) ratkai-
su, niin joko z = 0 tai 22 — 4a + 4 = 0. Huomaa, etté
parametri a olisi yht& hvyin voinut olla kompleksiluku;
tdma ei vaikuta laskuihin mitenkdédn. Voisikin todeta
jo téssa vaiheessa, ettd tehtdva on ratkaistu.

Kuitenkin juurilauseketehtévissd on tapana enemmén
tai vihemmaén keinotekoisesti rajoittaa haluttujen rat-
kaisujen joukkoa. Katsotaan siis vield, mitka néisté rat-
kaisuista ovat tehtdvén laatijan mielestd hyviksyttévia
ratkaisuja.

Alkuperéisessia tehtdvissi ajateltiin, ettd neliGjuuret
ovat ei-negatiivisia, joten ©v > 0 ja v > 0, mista sit-
ten seuraa, ettd myos x > 0.

Jos = 0, niin v = —v ja u? = v? = a. Vastaus x = 0

voidaan hyvéksyd vain, jos a = 0.

Shttps:/ /www.youtube.com /watch?v=tREYHgIKB2k
Shttps://www.youtube.com /watch?v=1161QgawnYQ

Jos taas 22 — 4a + 4 = 0 ja halutaan reaalisia ratkaisu-
ja, niin a > 1. Edelleen yhtalostd f; = 0 saadaan, etté
v=—1+4+x/2. Mutta jos 1 < a < 2, niin v < 0, joten
pitéa itse asiassa vaatia, ettd a > 2.

Yhdistamalld namé tapaukset voidaan sanoa, ettd yh-
talo (1) on ekvivalentti seuraavan tehtévan kanssa:

Olkoon annettu f = z(22 —4a+4); etsi sellaiset nol-
lakohdat, joille joko = > 0 ja a > 2 tai z > 0 ja
a=0.

Néin muotoiltuna tehtava tietysti vaikuttaa oudolta.
Toisaalta voisi sanoa, ettd juurilauseketehtévéit lahto-
kohtaisesti ovat outoja sen jialkeen, kun ne on muotoiltu
"oikein”. PA

Katsotaan sitten toinen samantyyppinen tehtéva.

Esimerkki 2. Tam4 ongelma esitettiin YouTubessa:®

v = {/8+3¢ﬁ+ f/s-:sﬁ:?

Heti ndhdddn numeerisesti, ettd x on ldhelld ykkos-
td, joten varmaankin xz = 1, mutta miten tdmén voisi
osoittaa?

Edetdan kuten askeisesséd esimerkissé, ja tarkastellaan
seuraavaa tehtavaa.

r=u-+v
fi=u®—8—3w=0
fo=v>—84+3w=0
fs=w?—21=0.

Téassékin voitaisiin systemaattisesti eliminoida muut-
tujat u, v ja w, mutta edetddn nyt suoremmin. Koska
fi + fo = u® +v3 — 16, niin

3 = (u+v)® = u® 4 3u®v + 3uv? +*
= 3uv(u + v) + 16 = 3uvz + 16.

Termi uv saadaan seuraavasti:

Jifet8(f1 + f2) = 3w(fi — f2) — 9f3
= w303 +125 = 0.

Jos halutaan, ettd uv on reaalinen, niin uwv = —5 ja
saatiin siis

23 4+ 150 — 16 = (z — 1)(2® + = + 16) =0,

joten voidaan kirjoittaa

§/8+3x/ﬁ+ 6/8—3\/ﬁ=1.
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Mutta onko vastaus itse asiassa x = 1?7 Tuossahan las-
kettiin, ettd z3 + 152 — 16 = 0. Eiko silloin lausekkeen
%/8 + 321+ %/8 — 31/21 pitiisi kuvata yht4 hyvin po-
lynomin g = 22 + z + 16 nollakohtia? Mihin nimi nol-
lakohdat héavisivat? Itse asiassa

x=\3/8+3\/ﬁ+{/8—3\/ﬁ (2)

on ratkaisukaava polynomin f = 23+15z—16 nollakoh-
dille, joka keksittiin Italiassa 1500-luvulla. Tét4 kaavaa
ei ole tapana opettaa, eiké sitéd ole syytdkdan opettaa,
juuri tuon dskeisen ongelman takia: kaavan pitéisi ku-
vata kaikkia kolmea nollakohtaa yhtaaikaa. Lisdksi tie-
tyissd tapauksissa kaavassa pitdd ottaa neli6juuri ne-
gatiivisesta luvusta, vaikka selvésti haluttu nollakohta
on reaalinen. Huomattiin kuitenkin, ettd jos vain las-
kee kiiyttien kaavaa (v/—1)2 = —1, niin saadaan lo-
pulta oikea vastaus. 1500-luvulla negatiiviset luvutkin
olivat vield vahan epailyttavia, joten oltiin tdysin val-
mistautumattomia kohtaamaan kompleksilukuja.

Joka tapauksessa ratkaisukaavan 16ytyminen sai paljon
huomiota, joten kasitteellisistd ongelmista huolimatta
matemaatikot yrittivit sitten 16ytda ratkaisukaavoja
yleisessé tapauksessa. Pian 16ydettiinkin ratkaisukaava
neljinnen asteen polynomille, kiyttden samoja ideoita
kuin kolmannen asteen tapauksessa.

Taman jélkeen ratkaisukaavoja ei endd 16ytynytkaén,
ja luultavasti jo 1700-luvulla, lukuisten epdonnistuneit-
ten yritysten jélkeen, epailys alkoi kasvaa, ettd ratkai-
sukaavoja ei aina voitaisi 16ytédéd. Lopulta Galois 1800-
luvun alkupuolella osoitti tdmén. Mutta jo parikym-
mentd vuotta aikaisemmin Gauss oli jo vakuuttunut
tasta [5, s. 71]:

Parhaat matemaatikot ovat ponnistelleet vuosia al-
gebrallisten yhtélditten parissa, mutta on vain vihan
toivoa, etta ratkaisu 19ytyisi. On yhéa todenndkoisem-
péé, etta ratkaisu on mahdoton yleisessa tapaukses-
sa.

Askeisen esimerkin huvittava piirre on se, etti ratkai-
sukaava esitetddn ongelmana, ja ongelman ratkaisu pe-
rustuu siihen, ettd loydetddn polynomi, jolle se ei ole
ratkaisukaava.

Itse asiassa Galois'n tulos osoitti myds paljon laajem-
min, ettd ratkaisukaavat ovat oikeastaan hyodyttomia,
ja polynomien tutkimisessa mielenkiinto pitéisi suun-
nata muualle.

Paradoksaalisesti siis ratkaisukaavojen etsiminen vai-
kutti merkittavisti (polynomi)algebran kehitykseen,
kunnes sitten lopulta huomattiin, ettei niilld tee mi-
tddn. Miten sitten polynomin nollakohtia pitéisi analy-
soida?

Mita tarkoittaa polynomin nollakohtien
ratkaiseminen?

Edelld olevissa esimerkeissé oli kyseessd polynomien
nollakohtien ratkaiseminen, vaikka tehtdvat olikin
muotoiltu siten, ettd tatd ei suoraan sanottu. Yleisesti
ottaen polynomin nollakohtia ei tunneta, mutta jos esi-
merkiksi ¢ = 2% — 2, niin on tapana sanoa, etti tdmén
nollakohdat ovat +1/2. Mutta mitd tdmé oikeastaan
tarkoittaa? Kun katsoo asiaa toisesta nakokulmasta,
niin voitaisiin sanoa, ettd téssi ei oikeastaan ratkais-
ta nollakohtia, vaan pikemminkin nimetddn nollakoh-
dat. Yhtd hyvin voitaisiin kirjoittaa: g:n nollakohdat
ovat £, missi o on luku, jolle pitee a? — 2 = 0. Sa-
moin edelld ollut ratkaisukaava (2) on tavallaan vain
erdis (huono) tapa nimet# polynomin f = 23+ 15z — 16
nollakohdat.

Jo Gauss oli tullut siihen tulokseen, ettd ratkaisukaa-
voissa on kyse nimeédmisesta eikd varsinaisesta ratkai-
susta [5]. Hin sanoi, ettd jos on annettu yhtélo 2™ = a
ja sitten sanotaan, ettd sen "ratkaisu” on & = {/a, niin
eihén téssd ole muuta tehty kuin keksitty uusi merkin-
tatapa, siis nimetty yksi nollakohta. Yhtd hyvin voi-
taisiin kirjoittaa, ettd x = a on "ratkaisu”, jossa siis
tautologisesti o on luku, jolle pétee o™ = a.

Mutta jos "ratkaisun” sijaan vain "nimetédén” nollakoh-
tia, niin mité iloa téstd sitten voisi olla? Osoittautuu,
ettd tdma on ehkédpa yllattavinkin hyddyllinen idea.
Moran mukaan [6] Kronecker sitten varsinaisesti kehit-
ti systemaattisesti tdtd uutta ndkokulmaa. Mora kut-
suu tatd Kroneckerin filosofiaksi, ja hén tiivistdd sen
idean néin:

Koska ei voi laskea nollakohtia, niin yritetddn kui-
tenkin laskea nollakohdilla.

Nimetadn siis nollakohdat silla tavalla jarkevasti, etta
niilld voi laskea.

Tavallaan tdmén idean pitéaisi olla tuttu: neliojuurimer-
kintda on kéytetty jo satoja vuosia, ja kouluissa on ope-
tettu, ettd symbolin v/2, siis polynomin g = x? — 2 nol-
lakohdan, avulla voidaan laskea seuraavasti:

(a +bV2)(c + dV2) = ac + (ad + be)V2 + bd(V2)?
= ac + 2bd + (ad + be)V/2.
Symboli v/2 ei siis oikeastaan ole reaaliluku, vaan jokin
algebrallisesti miaritelty luku, jolle pitee (v/2)% = 2.

Aivan samoin lasketaan kompleksiluvuilla: luku i on
polynomin ¢; = 22 + 1 nollakohta, joten

(a4 bi)(c+ di) = ac + adi + bci + bdi?
= ac — bd + (ad + bc)i.

Luku +/2 on siis olemassa samalla tavalla kuin imagi-
naariyksikko ¢. Tassa ehka lukijalla heraé epailys, etta
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voidaanko noin vain nollakohtia ikéd&n kuin luoda tyh-
jasta. Tdhén ei olekaan mitdédn yksinkertaista vastaus-
ta. Kuitenkin monilla matematiikan alueilla, esimerkik-
si differentiaaliyhtdloitten teoriassa, on esiintynyt tilan-
teita, joissa ratkaisua ei ole olemassa sielld missa sen
"pitéisi olla” tai missd sen luultiin olevan tai missa sen
haluttiin olevan. Téalloin on sitten yritetty etsiéd ratkai-
sua ”jostain muualta”, mutta tietenkin pitdd myos pe-
rustella, ettd tdméa muualta tullut ratkaisu on jotenkin
jarkeva.

Joka tapauksessa voidaan osoittaa [6, section 5.5]:

nimedmaélla saadut nollakohdat voidaan samaistaa
algebran peruslauseen avulla saatujen (reaalisten ja
kompleksisten) nollakohtien kanssa.

Téassé on tietysti laajemminkin ongelmana se, mita tar-
koitetaan, kun sanotaan, etta jokin matemaattinen ob-
jekti, kuten reaaliluku, vektori jne, "on olemassa”. Té-
td, ja paljon muuta on mielenkiintoisesti pohdittu kir-
jassa [4], mutta sivuutetaan téssd namé filosofiset on-
gelmat ja ldhestytddn asiaa kdytdnnollisesti. Todetaan
vain, ettd i ja /2 ovat olemassa, koska niilld voi jarke-
vasti laskea. Reaali- ja kompleksiluvuilla ei voi laskea,
mutta hyvéksytddn nyt niittenkin olemassaolo muista
syista.”

Katsotaan sitten erds esimerkki, jossa nollakohdilla las-
ketaan. Tété sitten hyddynnetdén, kun ratkaistaan jal-
jempéné olevia tehtédvid. wxMaximassa jakolasku saa-
daan komennolla divide.

Esimerkki 3. Olkoon annettu
f=a% 225+ 72t + 23 — 322 + 5z + 1.

Miké on f(—11/7) ? Luonnollisesti :n paikalle voi si-
joittaa luvun —11/7 ja laskea tavalliseen tapaan. Ol-
koon kuitenkin gy = 7z + 11, jolloin —11/7 on gg:n
nollakohta. Nyt jakolaskualgoritmin avulla

6913306
117649

Siis f(—11/7) = 6913306/117649. Téassi osaméaaralla
qo ei ole merkitysté, ja voitaisiinkin kirjoittaa, kuten
kokonaislukujen tapauksessa:

f=qo(Tx+11)+

6913306
= — d 7 11.
I=Trreag Mot
Jatan harjoitustehtavéksi sen pohtimisen, kumpi tapa
laskea polynomin arvo on nopeampi, perinteinen vai
jakolaskuun perustuva.

Entipi mikd on f(1/2)? Nyt viimeistdin kannattaa
luopua merkinnistd /2 ja kirjoitetaan: olkoon o po-
lynomin ¢g; = z? — 2 nollakohta, siis luku, jolle pé-
tee @ — 2 = 0. Taméi on parempi sen takia, ettd

nyt voidaan, jos niin halutaan, mééritelld polynomi
o = a2 — 2, jossa « tulkitaan muuttujaksi. Juuri tél-
lainen tilanne tulee vastaan seuraavissa esimerkeissa.
Symbolin /2 tulkitseminen muuttujaksi voisi aiheut-
taa tarpeetonta hdmmennysta.

Jakolaskulla saadaan nyt:
f=(z* —22% + 92% — 32+ 15)(2% — 2) — = + 31,

joten f(a) = —a + 31. Samalla tavalla voidaan laskea
fn arvo minké tahansa polynomin nollakohdassa. Ol-
koon g = 23 — 3 ja olkoon B tdméin polynomin nolla-
kohta. Jakolasku antaa nyt

f= (2% =227+ Tx 4+ 4)(2® — 3) — 92 + 262 + 13

—  f(B) = —96%+ 268 + 13.
X

Esimerkki 4. Matti Lehtisen tehtéviakokoelmassa Kil-
pailumatematiikan lajeja ja periaatteita oli seuraava
tehtava.

Olkoon « polynomin f = 2% — 1823 + 1 reaalinen
nollakohta. Laske a* + 1/a*.

My6s Solmun tehtévikokoelmassa (Solmu 3/2021) oli
kédytdnnossa sama tehtéva:

Olkoon « polynomin f = z* — T2? + 1 positiivinen
nollakohta. Laske a® + 1/a°.

Kummankin tehtdvin alkuperdinen muotoilu oli hiu-
kan toinen. Esimerkiksi Lehtinen kirjoitti: "reaaliluvul-
le x on voimassa z3 + 1/23 = 18", Tissi ratkaisijaa
hématdan kayttamalld nollakohdalle ja muuttujalle sa-
maa symbolia. Namé kuitenkin pitéisi pitdéd erilldén,
koska ratkaisu perustuu tekijéihinjakoon, ja talléin nol-
lakohdalla taytyy olla eri symboli kuin muuttujalla.

Joka tapauksessa molemmat tehtévit ratkeavat yhta-
aikaa, koska tehtédvien polynomeilla on yhteinen tekijas:

f= (2% =3z +1)(a* +32° + 822 + 3z + 1)
f=(?=3c+1)(z*>+3z+1).

Tehtévissd on siis eri polynomi, mutta sama «. Luki-
ja kenties ihmettelee, miten kahdessa eri tehtavéssa on
sattumalta sama tekija. Vai onko se sittenkdan sattu-
maa? Tamin voi ajatella niin, ettd tehtdvin laatija on
mennyt yli siitd mistd aita on matalin. Jos ldhdetdén
liikkeelle tekijista 22 + ax + b ja etsitddn yksinkertai-
sinta sopivaa tapausta, niin ensin valitaan b = 1. Sitten
huomataan, ettd jos a = +1, niin nollakohdat olisivat
kompleksisia. Toisaalta jos a = 2, niin t&lldin kysees-
sé olisi kaksinkertainen nollakohta. Siis #? 4+ 3z + 1 on
tavallaan yksinkertaisin mahdollinen tilanteeseen sopi-
va polynomi.

wxMaximalla tekijat saadaan suoraan komennon factor
avulla. Katsotaan nyt ensin, miten tehtéavéa ratkeaa, kun

7Jatan lukijalle harjoitustehtéviksi sen pohtimisen mitd nimé muut syyt voisivat olla.
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tekijit tiedetddn, ja vasta sitten, miten tekijat voitai-
siin 16ytéa, jos komentoa factor ei ole kéytossa.

Polynomin f reaaliset nollakohdat « ja 8 ovat polyno-
min g = 22 — 3z + 1 nollakohdat ja selvisti péitee

f=3—a=1/a.

Molemmat reaaliset nollakohdat antavat saman tulok-

sen:
1

= i

Sitten vain lasketaan. Koska 1/a = 3 — a, niin

1
044—1—7:044—1—,6’4 +B4
«

1
a4+£:a4+(3—a)4.

Olkoon nyt
fo=a*+(3-2)%

Kuten esimerkissd 3, halutaan laskea fo(«). Jakamalla
g:114 saadaan

fo = (22% — 62 + 34)(z% — 3z + 1) + 47,

joten fo(a) = 47. Solmun tehtdvissi méaaritellaan f; =
x® + (3 — )%, misti sitten jakamalla saadaan

fi = (1522 — 452 + 120)(x? — 3z + 1) + 123,
joten fi(a) = 123.

Kompleksiset nollakohdat antavat eri tuloksen ja vas-
taukset eivét ole rationaalilukuja. PA

Tehtévasta voisi ehka saada kasityksen, etté nollakoh-
tien reaalisuus oli jotenkin oleellista, mutta néin ei ole.
Vastaus on yksinkertainen sen takia, ettd 16ydettiin toi-
sen asteen polynomi, joka oli annetun polynomin teki-
jé, ja reaaliset nollakohdat olivat tdmén tekijan nolla-
kohdat. Jatédnkin harjoitustehtdviksi seuraavan jatko-
kysymyksen.

Olkoon « polynomin f = 2% — 286 23 /343 + 1 nolla-
kohta. Laske a* + 1/a.

Ennen kuin katsotaan miten polynomien f ja f teki-
jat 16ydetdén, niin katsotaan kuutiojuurien nimedmis-
td. Téta tarvitaan myos viimeisessd esimerkissé.

Olkoon h = z2? + x + 1 ja sanotaan, ettd h:n nollakoh-
ta on w, missi w? +w + 1 = 0. Mutta h:lla on kaksi
nollakohtaa, ja nyt selvésti toinen on —w — 1, koska

(r-—w(zt+twt+)=2?+r—-—w?—w=2>+z+1.

Liséksi w # —w — 1, koska —1/2 ei ole h:n nollakoh-
ta. Téssdkadn ei tarvitse tietdd mitddn algebran perus-
lauseesta, mika onkin hyva merkki: jos viltetddn epé-
konstruktiivisia ideoita, niin silloin oikeasti voidaan las-
kea jotain.

Jos kaytetddn toisen asteen yhtédlon ratkaisukaavaa,
havaitaan, ettd polynomin h = z? + = + 1 nollakohdat

ovat kompleksisia. Mutta w ei oikeastaan ole komplek-
siluku, vaan se on médritelty kuten /2 ja i edelld, ja
voidaan laskea esimerkiksi

(a4 bw)(c+ dw) = ac + adw + bew + bdw?
= ac — bd + (ad + bc — bd)w.

Luvun w avulla voidaan nyt nimeté kuutiojuuret. Ol-
koon f, = x® — 3; tAméin nollakohtaa on tapana mer-
kitd symbolilla /3. Mutta fa:114 on kolme nollakohtaa,
joten tuon merkinnan avulla ei voida puhua niista eril-
lisind lukuina. Nyt £ merkinta ei auta, koska on kolme
eri vaihtoehtoa. En tiedd onko joku kenties ehdottanut
jonkinlaista kolmoisetumerkkié, kuten vaikkapa

ﬁ

3.

b
Neljansien ja korkeampien juurien merkinngissa sitten
pitéisi keksia vield luovempia yritelmié.

Kolmoisetumerkin sijaan kédytetdan lukua w. On help-
po tarkistaa, etti w® = (—w — 1)3 = 1. Esimerkiksi

W=ww?=—wll4+w)=-w-w=1

Nyt fo:n nollakohdat saadaan helposti. Olkoon g luku,
jolle pitee 32 — 3 = 0. Kaksi muuta nollakohtaa ovat
wp ja —(w + 1), koska

(wB)* =wip® = > =3
(~w-1)8)" = ~(w+1)*8 = ° = 3.

fa=1a" = 3= (x—tV3)(x —1V3)(x —bV3)
= (z - B)(z —wh)(z + (w +1)B).
Huomaa erityisesti, ettd ndmé kolme nollakohtaa ovat

erisuuria, ja téssd tekijoihinjaossa ei tarvinnut tietda
mitadn kompleksiluvuista tai algebran peruslauseesta.

(4)

Esimerkki 5. Katsotaan nyt miten yhtdlossi (3) ole-
vien polynomien tekijit voidaan 16ytaa.

Olkoot +a ja + polynomin f nollakohdat. Voidaan
siis kirjoittaa
f=(@—a)z+a)(e—pB)(z+5)
Koska o232 = 1, niin téstd saadaan
f=(@—a)z+a)(z—1/a)(z+1/a).
Merkitaan a = o + 1/, jolloin
f=(?—az+1)(2®+azx+1)
=2t 4+ 2-ad®)? +1=a' —T2? + 1.

Siis @ = £3.
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Olkoot nyt a ja 8 polynomin f reaaliset nollakohdat.
Muut nollakohdat ovat
aw, ﬁw7 —Oé(OJ‘i‘ 1)? _B(W—i_ 1)

Kaikkien nollakohtien tulo on yksi, [7, kaava (4)], ja
—w(w + 1) = 1, joten a®3% = 1. Koska oletuksen mu-
kaan « ja (§ ovat reaalisia, niin o = 1. Merkitddn
a=a+p=a+1/a Tilldin siis

2

go=(—a)(z-p)=2"—ar+1.

Koska « ja § ovat f:n nollakohtia, niin gy on f:n tekijé.
Toinen tekijé on selvasti

gi=a" +br® +c®+de+1
joillekin b, ¢ ja d. Kertomalla auki saadaan
f—g091 = (a —b)x® + (ab—c— 1)a* +
(ac —d—b—18)z® + (ad — ¢ — 1)z* + (a — d)=.
Siispd b = d = a ja ¢ = a® — 1 ja a:lle saadaan
a® —3a—18 = (a — 3)(a® + 3a + 6) = 0,
joten a = 3.
Katsotaan vield toinen tapa. Kirjoitetaan ensin
g1 = (z —wa)(z —wf)(z + (w+ Da)(z + (w+ 1)5).

Koska a4 3 = a, niin heti voidaan eliminoida 3, jolloin
saadaan
g1 = (z —wa)(z —w(a— )
(z+ (w+1a)(z + (w+1)(a —a)).

Tulkitaan nyt luvut w, a ja @ muuttujiksi, ja méaaritel-
ld4n polynomit

Jo =w w1

ga = & —aa + 1.

Jaetaan sitten g; polynomin g, suhteen:

91 = Q19w + 11
r = a* —2a0® + (22 — ax + a*)a® +
az(a — x)a + 2 (z? + ax + a?).

Tulkitaan sitten, ettd o on muuttuja, ja a ja = ovat
parametreja, ja jaetaan g,:n suhteen:

1 = q2ga + T2

ry =zt + az® 4 (a® — )2 + az + 1.
Phe

FEsimerkki 6. Matematiikkavalmennuksen tehtéva,
syyskuu 2016.

Etsi sellainen kokonaislukukertoiminen polynomi,
jolla on nollakohta V2 + /3.

Téssa siis pitdd etsid polynomi, jonka "ratkaisukaava”
on

#
x::t\@JrE\S/g. (5)

Kun otetaan huomioon kaikki etumerkkikombinaatiot,
niin huomataan, ettd lauseke V2 + /3 voidaan tulkita
kuudella eri tavalla. Haluttu polynomi ei voi "tietdd”,
mité tulkintaa siltd vaaditaan, joten silld téytyy olla
namé kaikki nollakohdat: sen taytyy olla varautunut
kaikkeen! Polynomin aste on siis kuusi, ja jos nollakoh-
dat ovat by, ..., bg, niin vastaus on

f: (x—bl)---(a:—b6).
Nyt pitdd vain nimetéd luvut b; ja kertoa auki.

Olkoon « polynomin g = x2—2 nollakohta; kiyttamalls
lisdksi yhtélon (4) tekijoitd ndhddén, ettd nollakohdat
ovat
bh=a+f,b=a+wh, bg=a—(w+1)p
by=—a+p8,bs=—a+wh, bg=—a—(w+1)5.

Nyt vain lasketaan:

hi = (x—by)(z —bo)(x —b3) = (x — a)® — 3
= 2% 4+ 6x —3 —a(32* +2)

hy = (x — by)(z — bs)(x — bg) = (= +a)® — 3
=23 + 62 — 3+ a(32® + 2).

Téasté sitten saadaan

f=hihs = (2° + 62 — 3)® — 2(32% + 2)?
=25 — 62* — 62% + 122% — 362 + 1.

Téaysin algoritmisesti vastaus saadaan seuraavasti. Tul-
kitaan taas «, 8 ja w muuttujiksi ja méaéritellidn po-
lynomit g, = a? — 2, g5 = B2 —3jag, =w? +w+ 1.
Sitten lasketaan jakolaskualgoritmilla

J=q09. + 10

ro = 2% — 3a?a? — 28323 + 3a2? — 60283 +
85— of

70 = q19a + 71

ro=a% — 62t — 26323 + 1222 — 12832 + 55— 8

1 =q293 + 12

ro = 2% — 62* — 623 + 1222 — 362 + 1.

Ensin suoritetaan jakolasku muuttujan w suhteen, sit-
ten a:n ja lopuksi 8:n. Huomaa, etté ei ole vélid, missé
jarjestyksessd tdmé tehdéddn, siind mielessd, ettd aina
saadaan sama ro. Luonnollisesti o ja ry riippuvat ja-
kojarjestyksesté.

Tama voidaan laskea wxMaximalla seuraavasti. Maari-
telladn ensin polynomit:

ga:a’—2;gb: 3 —3;g0:w?+w+1;
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wxMaximassa kaksoispiste on sijoitusoperaattori ja
puolipiste tarkoittaa komennon péattymistd. Sitten
madritellidn polynomi, jota halutaan sieventéé:

f:x—a—0)-x—a—w-f)
(x—a+@+1)- ) (x+a—f)
(ta—w B)-(ctatwl)p)
Ratkaisu saadaan nyt komennon divide avulla:
gr:divide(f,ga,a) ;
qr0:divide(qr[2],gb,3) ;
grl:divide(qr0[2],go,w);
Haluttu polynomi on qrl[2].

Ratkaistaan tdmé nyt aivan toisella tavalla eliminoin-
nin avulla, kuten esimerkeissé 1 ja 2. Olkoon siis

fo=x—u—vw
fi=u*—2
f2 1}3—3.

Eliminoidaan muuttujat u ja v, jolloin jéljelle ja& halut-
tu polynomi. Huomaa erityisesti, ettd lasku on téysin
algoritminen. Lisdksi tédssé ei tarvitse vélittdd mistdan
rajoituksista muuttujien u ja v suhteen, toisin kuin esi-
merkissd 1, vaan painvastoin téssid nimenomaan pitaa
sallia kaikki mahdolliset arvot.

Eliminoidaan ensin u:

f3:Ufo+f1:(z—v)u—2
fai=(x—0v)fo+ fs =v> —2zv + 2% - 2.

Sitten eliminoidaan v.

fs =vfs— fo = —220* + (2° = 2)v + 3
fo=22fs+ fs = —(302 +2)v +22° — 4z + 3
fr= 02 +2)fs+vfs

= (—42% — 8z + 3)v + 3z —4a® — 4
fs = (—42® — 82 +3) fo + (32% + 2) fy

= 2% — 62* — 623 + 122% — 362 + 1.

Tamén toisen menetelmédn mielenkiintoinen piirre on
se, ettd sanaa nollakohta ei tarvitse edes mainita. v

Entépé sitten jos haluttaisiin menné toiseen suuntaan:
jos on annettu polynomi

f=a% —6a* — 623 + 122% — 36z + 1,

niin miten voidaan tietdd, ettd tdlld polynomilla on
"ratkaisukaava” (5)7 Tahén ei ole mit&&n helppoa vas-
tausta. Tahan liittyvid kysymyksid on perusteellisesti
kasitelty muun muassa kirjoissa [2, 6]. Avainsana on
Juurikunta (splitting field).

Jatkuu ensi numerossa

Jakolaskualgoritmi oli taas hyddyllinen tyokalu, ku-
ten viime kerrallakin. Usein itse tehtévéssid ei varsi-
naisesti tule esille, ettd ratkaisua kannattaa etsid ni-
menomaan titd kautta. Tavallaan pitdd tottua ajat-
telemaan asiaa jakolaskun kannalta. Tehtdvissa ei to-
siaankaan kannusteta tdménkaltaiseen ndkokulmaan.
Tyypillisesti ei koskaan sanota esimerkiksi, ettd olkoon
f =523 — 72% — 2x — 9 vaan kirjoitetaan: tarkastellaan
vhtilsa
T 1
72249  5x2 -2

Ratkaisijaa haméataan kirjoittamalla ongelma hassusti,
jolloin ei ehké heti tule mieleen, ettd tehtavé ratkeaa
systemaattisesti polynomityokalujen avulla.

eliminointi esiintyy jatkuvasti polynomitehtévien yh-
teydessé. Palataan tdhén tarkemmin joskus myShem-
min.

Tassé ja edellisessd kirjoituksessa tarkasteltiin polyno-
miyhtédléita. Itse asiassa osoittautuu, ettd jakolasku on
hyodyllinen myos epayhtaloditten yhteydessd. Tamaé oli
minullekin hiukan odottamatonta, koska epayhtal6it-
ten tapauksessa ei ole taysin selvad, miksi tdma tapa
johtaa niin usein haluttuun lopputulokseen. Palataan
tdhdnkin my6hemmin ja katsotaan ensi kerralla, mi-
ten polynomien avulla voidaan tarkastella Eukleideen
geometrian tehtavia.

Luonnollisesti tarkoitus ei ole téysin korvata geomet-
rian menetelmia polynomeilla, mutta uusi nakokulma
antaa aina uudenlaisia ideoita, ja esimerkiksi polyno-
mien nidkokulmasta saadaan helposti pari mielenkiin-
toista tulosta. Ensimmaéinen ongelma oli vaivannut ma-
temaatikoita satoja vuosia, ja toista pidettiin varsin yl-
lattavana kun se 16ydettiin:

(i) Kuutiojuurta ei voi konstruoida harpilla ja viivoit-
timella.

(ii) Ttse asiassa viivoitin on turha: kaikki konstruktiot
voidaan tehdé pelkastadan harpilla.

Viitteet
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Harmonisesta keskiarvosta

Pekka Smolander
Karelia-ammattikorkeakoulu

Luvuille voidaan tavallisen keskiarvon eli aritmeettisen
keskiarvon lisdksi maédritelld myos muita keskiarvoja,
esimerkiksi geometrinen keskiarvo ja harmoninen kes-
kiarvo. Muistutetaan mieleen, etta positiivisten lukujen
a ja b aritmeettinen keskiarvo on

a+b
2

A—

ja geometrinen keskiarvo
G = Vab.

Harmoninen keskiarvo voidaan maaritelld kaanteislu-
kujen avulla seuraavalla ilmaisulla: "Lukujen a ja b
harmoninen keskiarvo H on ka#nteislukujen 1/a ja 1/b
aritmeettisen keskiarvon kdanteisluku.” Tama ajatus il-
maistaan kaavalla

1 1/a+1/b
H 2
tai
2 1 1
H a' b

Ratkaisemalla tastd H saadaan, ettd lukujen a ja b har-
moninen keskiarvo on

2ab
a+b

Tarkastelemalla kaavoja ndhdédén, ettd ndméa kolme
keskiarvoa liittyvét ldheisesti toisiinsa. Nimittdin po-
sitiivisille luvuille a ja b saadaan

a+b 2ab

a2
> a+b—ab—G.

AH =

Nain ollen

G =VAH,
eli G on lukujen A ja H geometrinen keskiarvo.

Téassé kirjoitelmassa ollaan kiinnostuneita harmonises-
ta keskiarvosta. Katsotaan ensin, kuinka se liittyy kes-
kinopeuksien laskemiseen ja virdhtelevin kielen &énen-
korkeuksiin. Lopuksi késitelldin muutamia harmonisen
keskiarvon geometrisia konstruktioita.

Yksi harmonisen keskiarvon konstruktio on esitelty Sol-
mun artikkelissa [1]. Siind konstruoidaan useita kahden
luvun eri keskiarvoja puolisuunnikkaan avulla. Netti-
haku "harmonic mean” johtaa verkkosivuille, joilta 16y-
tyy lisdd harmonisen keskiarvon konstruktioita. Katso
esimerkiksi [2].

Nopeuksien keskiarvo

Tarkastellaan seuraavaa ajatusleikkid. Pekka ajaa pol-
kupyorilld ensin 5 km nopeudella 10 km/h ja sen jal-
keen 5 km nopeudella 30 km/h. Mik& on Pekan keski-
nopeus koko 10 km pyoralenkill&?

Ensiksi tulee mieleen nopeus 20 km /h, silli 20 on luku-
jen 10 ja 30 keskiarvo. Talld nopeudella Pekalta kuluisi
10 km:n matkaan puoli tuntia. Mutta Pekalta kuluu
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nopeudella 10 km/h jo pyordlenkin 5 km:n alkumat-
kaan puoli tuntia. Siis keskinopeus ei voi olla 20 km /h.
Luovutaan kokeilemisesta.

Oikea keskinopeus saadaan, kun lasketaan ensin mat-
kaan kaytetty aika ja jaetaan silld matka 10 km. Ku-
ten jo edelld huomattiin 5 km:n matkaan nopeudella 10
km/h aikaa kuluu 30 min. Vastaavasti 5 km:n loppu-
matkaan nopeudella 30 km/h aikaa kuluu 10 min. Ko-
ko 10 km pyorélenkkiin kuluu siis aikaa 40 min, josta
saadaan keskinopeudeksi 15 km/h.

Mutta kuinka luku 15 liittyy lukuihin 10 ja 30?7 Laske-
taan keskinopeus yleisemmassé tilanteessa. Ajatellaan,
ettd ensin ajetaan matka s keskinopeudella v; ja sen
jalkeen sama matka s keskinopeudella vo. Néihin mat-
koihin kéytetdan ajat t1 = s/v1 ja to = s/ve. Siis kes-
kinopeus koko matkalla on

2s
v =
t1 +to

3

josta muokkauksen jalkeen saadaan

2’[)1'[)2

V1 + Vg

Siis v on lukujen v; ja vs harmoninen keskiarvo. Nyt
jos v1 = 10 ja v = 30, niin

210
_2:10:30 0
10 + 30

Duurikolmisointu

Nimitykset harmoninen keskiarvo ja harmoninen jono
periytyvéit antiikin Kreikasta, jossa Pythagoraan kou-
lukunta teki huomioita varahtelevien kielten pituuksien
ja sédvelkorkeuksien yhteydestd. Huomattiin, ettd jos
kolmen samanlaisen kielen pituudet suhtautuvat toi-
siinsa kuten luvut 1/4, 1/5 ja 1/6, niin saadaan harmo-
niselta kuulostava sointu. Ndin muodostuukin puhdas
duurikolmisointu. Katsotaan, kuinka se liittyy harmo-
niseen keskiarvoon.

Tarkastellaan vardhtelevia kieltd ja merkitdan vapaan
kielen pituutta luvulla 1. Tehd&an seuraavia huomioita:

e Jos kieli laitetaan virdhtelemédn ensin koko pituu-
della 1 ja sitten pituudella 1/2, niin &4nien taajuudet
muodostavat oktaavin suuruisen intervallin.

o Lukujen 1 ja 1/2 harmoninen keskiarvo on 2/3. Kie-
len pituuksia 1 ja 2/3 vastaavien dénien taajuudet
muodostavat intervallin puhdas kvintti.

e Lukujen 1 ja 2/3 harmoninen keskiarvo on 4/5 ja
kielen pituuksia 1 ja 4/5 vastaavista &énien taajuuk-
sista syntyy intervalli suuri terssi.

Niin ollen viardhdyspituuksia 1, 4/5 ja 2/3 vastaavista
taajuuksista muodostuu duurikolmisointu.

Huomataan, ettd duurisoinnun antavat kielen vérahte-
lypituudet 1, 4/5 ja 2/3 suhtautuvat toisiinsa samalla
tavalla kuin luvut 1/4, 1/5 ja 1/6. Kannattaa huomata
my0s, ettéd tdssd puhutaan puhtaista intervalleista. Soi-
tinten tasaviritys ei aivan tésmélleen tuota téssé tar-
kasteltuja kielen pituuksien suhteita.

Konstruktio

Kahden positiivisen luvun harmoniselle keskiarvolle on
keksitty useita erilaisia konstruktioita. Solmun artik-
kelissa [1] esitetdéan yksi konstruktio puolisuunnikkaan
avulla. Piirtdmalld puolisuunnikas sopivasti voidaan
tuota padttelyd hieman keventéa.

Olkoot a ja b positiivisia lukuja. Piirretdén janat AB ja
CD siten, ettd a = AB ja b = CD ja ettd ndmé janat
ovat kohtisuorassa janan AC kanssa. Piirretdéan yhdys-
janat AD ja BC'. Olkoon F yhdysjanojen leikkauspiste
ja F' pisteen E kohtisuora projektio janalle AC. Mer-
kitdan ¢ = FF ja osoitetaan, ettd ¢ on lukujen a ja b
harmonisen keskiarvon puolikas.

B
D
“ E
b
c
A X F )% C

Merkitdan © = AF ja y = CF. Kolmioiden ABC' ja
FEC yhdenmuotoisuuden perusteella

rT+y a

Y Cc

eli " a
—4+1=-.

c

Koska z ja y ovat yhdenmuotoisten kolmioiden ABE
ja CDFE korkeudet, niin niille patee

r _a
Y b

Siis a a

—+1=-.

b + c
Ratkaisemalla tédsté ¢ saadaan
_ ab

a+b

Siis ¢ on puolet lukujen a ja b harmonisesta keskiarvos-
ta.
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Virtaviivaistetaan konstruktiota

Edellisessé konstruktiossa kéytettiin verrantoa

xT a

y b
Koska x + y on janan AC pituus, se voidaan valita va-
paasti. Valitaan nyt x = a ja y = b. Talloin riittaa
tarkastella edellisen kuvan kolmiota ACD, joka on ir-
rotettu oheiseen kuvaan.

D
E
b
C
A a F b C

Muodostetaan siis suorakulmainen kolmio ACD, jolla
on kateetit a+b = AC ja b = C'D. Valitaan sivulta AC
sellainen piste F', ettd a = AF ja b = FC. Valitaan si-
vulta AD piste E siten, ettd F'E on yhdensuuntainen
sivun C'D kanssa.

Merkitaén ¢ = FF. Nyt ndhdaén, ettd ¢ on puolet lu-
kujen a ja b harmonisesta keskiarvosta. Nimittain kol-
miot AF'E ja ACD ovat yhdenmuotoisia, joten

c_ a
b a+b
Siis
. ab
T a+b
Tehtavia

Aiheesta kiinnostunut lukija voi konstruoida positiivis-
ten lukujen a ja b harmonisen keskiarvon puolikkaan
seuraavien tehtédvien avulla. Konstruktioiden todistuk-
set ovat mukavia geometrian harjoitustehtavid ja ne
jatetaan lukijalle.

Tehtava 1. Piirretdén kolmio O AB siten, ettd a = OA
ja b= OB. Lisiksi oletetaan, ettd kulma AOB on 120

astetta. Olkoon C' kulman AOB puolittajan ja sivun
AB leikkauspiste.

Tehtava 2. Piirretdén kolmio O AB siten, ettd a = OA
jab = OB. Olkoon C kulman AOB puolittajan ja sivun
AB leikkauspiste. Olkoon D sivun OB sellainen piste,
ettd jana DC on yhdensuuntainen sivun O A kanssa.

Osoita, ettéd luvulle ¢ = DC' pétee
11,1
c a b

Viitteet
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Solmun tehtavia

Tehtévét sopivat lukiolaisten lisdksi myods edistyneille
yléakoululaisille.

1. Osoita, ettd jos reaaliluvut x, y ja z toteuttavat yh-
talon

x y z
y+z m+z+x+y_’

niin 2 2 2
y+z xT+z x+y_

Maarita kaikki ehdon toteuttavat reaaliluvut.

2. Opri kirjoitti 2022 luvun listan seuraavasti: Listan
kolmas luku on toinen luku jaettuna ensimmaéisellad lu-
vulla, listan neljéds luku on kolmas luku jaettuna toisella
luvulla, ja niin edelleen, esimerkiksi listan 100. luku on
99. luku jaettuna 98. luvulla. Mikd on Oprin listan vii-
meinen luku, jos sen ensimmainen luku on 20 ja toinen
luku on 227

3. Nelikulmion ABCD sivut AD ja DC' ovat yhté pit-
kéat. Kulman DAB suuruus on «, kulman ABC' suu-
ruus on 2«, kulman BCD suuruus on 3« ja kulman
CDA suuruus on 4a. Osoita, ettd sivu AB on kaksi
kertaa niin pitka kuin sivu AD.

4. Olkoot x; ja xy yhtdlén 1522 — 21z + 7 = 0 reaali-
juuret. Maarita lausekkeen

tarkka arvo.

5. Viisikulmion kaikki sivut ovat yhtéd pitkid ja kaksi
sen kulmista ovat suoria. Kuinka suuria muut kolme
kulmaa voivat olla?

6. Edel tekee puisia tikkuja, joiden pituus on kokonais-
luku. Mitkéddn kolme tikkua eivit saa muodostaa kol-
miota. Tikuissa on pituudeltaan 1 ja 10 olevat tikut ja
pisimman tikun pituus on 100. Kuinka monta tikkua
Edel voi enintdan tehda?

7. Kahden kolminumeroisen luvun keskiarvo on luku,
joka saadaan kirjoittamalla kyseiset luvut perdkkéin
ja erottaen luvut desimaalipilkulla. Mitkd nama kaksi
lukua ovat?

8. Yksikkonelion siséén piirretdén neljd ympyrad kuten
alla olevassa kuvassa on esitetty. Kaksi suurempaa ym-
pyrda ovat samankokoiset ja samoin kaksi pienempéé
ympyrid ovat samankokoiset. Ympyrat sivuavat toisi-
aan ja nelion sivuja. Mika on ympyroiden keskipisteet
yhdistdmalld muodostuvan vinonelién pinta-ala?

- )

N

1
9. Maarita kaikki positiiviset reaaliluvut z, joille x + —
x

1
on kokonaisluku ja x? + — on alkuluku.
x

10. Mitké luvuista 1,...,50 voidaan lausua vahintdan
kahden perédkkaisen ei-negatiivisen kokonaisluvun sum-
mana?
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11. Sadnnollisen 12-kulmion ABCDEFGHIJKL si-
sddn sivuille AB ja GH piirretddn neliot ABPQ ja
GHRS kuten alla olevassa kuvassa on esitetty. Osoi-
ta, ettd PQ ja RS ovat sddnnoéllisen 6-kulmion vastak-
kaiset sivut.

H G
I F
J R S E
L C
A B

12. Kahteen astiaan mahtuu kumpaankin 2 litraa
nestettd. Ensimmaisessd astiassa on 2 litraa 100-
prosenttista appelsiinimehua ja toisessa astiassa on 1
litra vettd. Puolet ensimmaéisen astian appelsiinimehus-
ta kaadetaan toiseen astiaan, jossa on vetté, ja neste se-
koitetaan. Sekoitetusta nesteestd kaadetaan 1 litra ta-
kaisin ensimmaéiseen astiaan. Menettely toistetaan: En-
simmaéisesté astiasta kaadetaan 1 litra toiseen astiaan,
neste sekoitetaan ja 1 litra sekoitettua nestettd kaa-
detaan takaisin ensimméiseen astiaan. Kuinka monta
prosenttia kummankin astian nesteestd on appelsiini-
mehua?

13. Kolme vihkoa ja kaksi lyijykynda maksavat kirja-
kaupassa yhteensd 11,10 euroa. Viisi vihkoa ja nelja
lyijykynda maksavat yhteensd 20,10 euroa. Mitd ovat
yhden vihkon ja yhden lyijykynén hinnat?

14. Luvuista 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8 valitaan kolme eri lukua
ja lasketaan ne yhteen. Téma tehdéan kaikilla mahdol-
lisilla kolmen luvun valinnoilla. Osa summista on pa-
rillisia ja osa on parittomia. Kumpi tulos on yleisempi,
parillinen vai parioton summa?

15. Shakkiturnauksessa oli viisi osallistujaa. Jokainen
osallistuja pelasi kerran jokaista muuta osallistujaa vas-
taan. Voitosta sai yhden pisteen, tasapelista 0,5 pistet-
td ja héaviostd 0 pistettd. Turnauksen lopuksi havait-
tiin, ettd (i) turnauksen voittanut pelaaja ei pelannut
yhtdan tasapelid, (ii) toiseksi tullut pelaaja ei hévin-
nyt yhtadn pelid, (iii) kaikilla pelaajilla oli eri mééra
pisteitd. Kuinka monta pistettd pelaajat saivat?

16. Positiivisen desimaaliluvun desimaalipilkku siirre-
tédan neljd paikkaa oikealle. Saatu luku on alkuperiisen
luvun kadnteisluku kerrottuna neljalla. Mikéa on alku-
perdinen luku?

17. Ratkaise yhtdloryhméa

a+d=9,

ad+b=28,
bd + ¢ = 74,
cd = 18,

kun a, b, ¢, d ovat kokonaislukuja.

18. Kirppu on lukusuoralla kohdassa 0 valmiina hyp-
pdamaéadn. Jokaisella hypylldén kirppu liikkuu 3 tai 5
yksikkod joko vasemmalle tai oikealle. Kirpun tavoite
on kéyda jokaisen luvun 1,...,20 kohdalla. Etsi jono,
jossa on enintdan 22 hyppya ja joka toteuttaa vaaditun
tavoitteen.

19. Valitaan kuutiosta satunnaisesti nelja karked. Kaik-
ki mahdolliset neljan kérjen valinnat ovat yhta toden-
nékoisida. Mikd on todennakoéisyys, ettd valitut kar-
jet muodostavat tetraedrin? Entd miké on todennékoi-
syys, ettd valitut kédrjet muodostavat sddnnollisen tet-
raedrin?

20. Nelion sivun pituus on 6 cm. Jokainen sivu on ym-
pyrédn halkaisija kuten alla olevassa kuvassa on esitetty.
Ison ympyrén keskipiste on nelién keskipisteessa ja sen
sdde on nelion sivun pituinen. Laske alueiden I, II ja
III pinta-alat.

Tehtévien ratkaisut julkaistaan Solmun tulevissa nu-
meroissa.

Léhde: KoMaL
K&annos ja sovitus suomeksi: Mika Koskenoja
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