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Onpas niita paljon!

Neea Palojarvi
Helsingin yliopisto

Opetin viime syksyné Helsingin yliopistolla kombinato-
ritkan kurssia. Kurssilla muun muassa laskettiin erilais-
ten tapojen lukumaérid. Esimerkiksi tutkittiin, kuinka
monella eri tavalla jokin maara ihmisid voidaan lait-
taa jonoon. Kurssin opettamisesta innostuneena ker-
roin kurssin tehtavistd myos sellaisille ystévilleni, su-
kulaisilleni ja tutuilleni, joilla ei ole matematiikan opis-
kelusta yliopistotaustaa. Osalla viimeisimmét matema-
tiikkan opinnot olivat kansakoulusta usean vuosikym-
menen takaa, osalla toisen asteen opinnoista muuta-
man vuoden takaa. Heistd useampaa yhdisti hAmmés-
tys, kuinka paljon erilaisia tapoja on.

Tassa kirjoituksessa esitelliéin kolme kombinatoriikan
kurssillani esiintynyttd tehtévéé, joissa pohditaan eri
asioiden lukumaéérié. Tehtdvét on valittu niin, ettd niis-
sd on jotain konkreettista mukana ja tilannetta voi
hahmotella esimerkiksi jarjestelemélla kirjoja. Tata voi
tehdé vaikka yhdessé kavereiden kanssa! Kuten mones-
ti matematiikan tehtdvissd muutenkin, tehtdvaa yksin-
kertaisempien tilanteiden tutkiminen voi auttaa saa-
maan ajatuksesta kiinni. Tehtdvéat pyrkivat olemaan
helpommasta vaikeampaan, mutta on toki varsin yksi-
I6llista, mitké tehtdvat kokee vaikeiksi. Alkuun péadsee
peruskoulun tarjoamilla matematiikan tiedoilla, mut-
ta korkeammasta matemaattisesta ajattelukyvysté on
hyotyé. Erityisesti tehtévien vinkeissa ajattelu on py-
ritty kirjoittamaan melko selkedsti auki ja teksti niin,
ettd aktiiviset ja taitavat ysiluokkalaisetkin saisivat sii-
ta jotain irti.

Kirjojen jarjestys

Tehtava: Kirjohyllyyn laitetaan viisi matematiikan,
neljd tietotekniikan, melja fysiikan, kolme kemian ja
kolme biologian kirjaa. Kuinka monella tavalla kirjat
voidaan jarjestdd niin, ettd saman aineen kirjat ovat
perdkkdin?

Vinkkeja tehtavian ratkaisuun: Téssa tehtavéssa jo-
kainen jarjestys on eri, mikéli kirjat ovat eri jarjestyk-
sessé. Eli jos vasemmalla on ensin matematiikan kirja
A ja sitten matematiikan kirja B, niin se on eri jir-
jestys kuin jos vasemmalla olisi ensin kirja B ja sitten
kirja A.

Kuten tekstin alussa mainittiinkin, kannattaa ensin
miettid yksinkertaisempia tilanteita. Mika olisi vastaus,
jos kysyttaisiinkin vain, kuinka monella eri tavalla kak-
si matematiikan kirjaa voidaan laittaa eri jarjestykseen
hyllylle? Voit kokeilla téta ihan oikeilla kirjoilla! Enta
kaksi matematiikan kirjaa ja yksi fysiikan kirja? (Ald
lue eteenpéin, jos et halua lukea edellisiin kysymyk-
siin vastauksia.) Ensimmaéiseen kysymykseen vastaus
on kaksi eri tapaa; voi olla, ettd toinen on vasemman-
puoleinen tai sitten painvastoin. Jalkimmaiseen kysy-
mykseen vastaus on nelji eri tapaa. Keksitko tdhén sel-
laiset perustelut, joiden avulla voidaan vakuuttua, etté
jarjestyksid on kahden matematiikan kirjan ja yhden
fysiikan kirjan tapauksessa juuri tuon verran — ei yh-
tdan enempéad tai vihempaa?

Esitetadn nyt edelliselle kahden matematiikan kirjan ja
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yvhden fysiikan kirjan tilanteelle yksi mahdollinen rat-
kaisutapa. Tarkastellaan ensin, kuinka monella eri ta-
valla yksi fysiikan kirja voi olla hyllylld kahteen ma-
tematiikan kirjaan ndhden. Koska matematiikan kirjo-
jen on oltava perdkkéin, fysiikan kirjan on oltava joko
niitd ennen tai niiden jédlkeen. T&td on havainnollis-
tettu kuvassa 1. On kuitenkin vield huomattava, etté
kummassakin néissé jarjestyksissd matematiikan kirjo-
jen paikat voivat vaihdella. Edellisessé kappaleessa on
todettu, ettd ne voi laittaa kahteen eri jarjestykseen. Eli
kumpaakin kuvan 1 tilannetta kohti on tdsmélleen kak-
si eri matematiikan kirjojen jérjestysté. Kaiken kaikki-
aan kysyttyjé jarjestyksid on siis 2 -2 = 4.

matematiikan fysiikan
kirjat kirja

fysiikan matematiikan
kirja kirjat

Kuwva 1: Havainnollistava kuva yhden fysiikan kirjan si-
jainnista matematiikan kirjoihin ndhden.

Pystyisitko nyt yleistdmaéén tilanteen ja vastaamaan al-
kuperéiseen kysymykseen? Halutessasi voit yrittad vie-
14 pohtia joitain muita tehtdvinannon tilannetta yksin-
kertaisempia tilanteita tai muilla sopivin tavoin yrittaa
hahmottaa tilannetta.

Tehtavin ratkaisu: Kaytetddn téssa ratkaisussa tun-
nettua merkintdd n! = n(n — 1)(n — 2)---1, joka on
tassd maéaritelty kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla
n. Esimerkiksi on 3! =3-2-1=6.

Tarkastellaan ensin, kuinka monella eri tavalla eri ai-
neet voivat olla, ja sitten, kuinka monella eri tavalla
kirjat voidaan jarjestdd nididen aineiden sisalla.

Kirjoja on viidesté eri aineesta. Siispd vasemmanpuo-
leisin aine voidaan valita viidelld eri tavalla. Jaljelld on
neljé ainetta, joista voidaan valita vasemmalta lukien
toinen aine. Témén jalkeen jaljelld on enédéd kolme ainet-
ta, sitten kaksi ja oikeanpuoleisimman aineen kohdalla
on endd yksi jéljelld. Siispé aineiden jérjestdmistapoja
on 5-4-3-2-1= 5! erilaista, silld esimerkiksi jokais-
ta vasemmanpuoleista ainevalintaa kohti on aina nelja
erilaista valintaa sen vieressé olevalle aineelle ja kukin
néistd tuottaa erilaisen lopputuloksen.

Kuitenkin jokaisessa edellisisté jérjestyksistd saman ai-
neen kirjat voivat olla eri jarjestyksisséd. Vastaavalla ta-
valla kuin edellisessd kappaleessa on péételty, voidaan
todeta, ettd matematiikan kirjat voidaan jarjestad 5!
eri tavalla, tietotekniikan 4!, fysiikan 4!, kemian 3! ja
biologian 3! eri tavalla.

Yhteensd mahdollisia jérjestystapoja on siis

515041413131 =120-120-24-24 -6 - 6 = 298 598 400.

Siis ldahes 300 miljoonaa! Ei siis luultavasti kannata
alkaa testaamaan téllaisella kirjamé&aralla, mikakohan
kirjojen jérjestys nayttaisi parhaimmalta hyllyssa.

Istumajarjestykset

Tehtava: [llalliselle osallistuu kymmenen ihmistd,
joista viisi juo vitnid ja viist ei juo. He syovdt illallisen
pyoredan poyddan ympadrilld ja asettuvat sen ympdrille is-
tumajdarjestyksen mukaan niin, ettd mitkddn kaksi vii-
nid juovaa eivdt istu vierekkdin eivdtkd mitkddn kak-
si henkiléd, jotka eivdt juo viinid, istu vierekkdin. II-
lallisen jdrjestdjd suunnittelee kirjoittavansa ylos kaik-
ki mahdolliset edelliset vaatimukset toteuttavat istuma-
jarjestykset ja valitsevansa niistd parhaimman.

Laske, kuinka monta erilaista istumajdrjestysti on, ja
kerro sen perusteella, kannattaako illallisen jdrjestdjin
toteuttaa suunnitelmansa.

(Kaksi istumagjdrjestystd ovat samat, mikdli niissd jo-
kaisen henkilon oikealla puolella istuva henkilo on kum-
massakin sama ja samoin vasemmalla puolella istuva.)

Vinkkeja tehtavan ratkaisuun: Kuten aiemminkin,
tehtavad voi yrittdd hahmottaa pienemmilld méaérilla
tai vaikka ilman lisdehtoja. Edellisessd tehtavissa ka-
siteltiin jo asioiden laittamista jonoihin eli téllaisia ti-
lanteita osataan tutkia. Voisiko siis auttaa, jos ensin
jattaisi kokonaan huomioimatta poydan ympaérilla is-
tumisen ja keskittyisikin vain jonon tutkimiseen? Mil-
laista jonoa kannattaisi tutkia, jotta siitd olisi hyotya
tdméin tehtivin kannalta? (Al lue eteenpdin, jos et
halua tdhén kysymykseen vastausta.)

Tutkittavissa istumajéirjestyksissahén pitéisi joka toi-
sen juoda viinid ja joka toisen olla juomatta. N&in ol-
len olisi luonnollista tutkia sellaisia jonoja, joissa té-
maé ehto toteutuu. Voisiko joitain edellisessé tehtévas-
sé esiintyneitd ajatustapoja soveltaa tdmén tehtdvén
ratkaisuun? Vaikka nyt samalla tavalla toimivat (vii-
nid juovat tai eivit juovat) eivit ole vierekkiin kuten
edellisessd kohdassa saman aineen kirjat, niin jonossa
on kuitenkin samanhenkistd sdannonmukaisuutta. Voit
jalleen kerran tarvittaessa hahmotella tilannetta pie-
nemmilld thmisméérilld ja vaikka kokeilla kavereiden
kanssa, kuinka monta erilaista jonoa loydétte. Kuinka
monta sellaista jonoa, jossa joka toinen henkil6 juo ja
joka toinen ei juo viinid, on, kun viisi ihmista juo viinié
ja viisi ihmisté ei juo viinid? Vastaus tdhén kysymyk-
seen 16ytyy tehtdvin ratkaisun toisesta kappaleesta.

Tehtéavassa kuitenkin kysyttiin istumajérjestyksia, ei-
ké jonoja. Alkuun voi hahmotella, mitd ndmé rajoituk-
set oikein tarkoittavat ilman, ettd otetaan viinin juo-
mista tai juomattomuutta huomioon. Esimerkiksi, jos
pybredn poydan ymparilla esiintyy kolme eri ihmista,
niin kuinka monta erilaista istumajérjestystéd on suluis-
sa olevan tekstin perusteella (ei siis vield tutkita viinin
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juomista tai juomattomuutta)? Vastaus nikyy kuvasta
2.

Kuva 2: Kolmen ihmisen erilaiset istumajdirjestykset
poyddan ympdrilld.

Erityisesti siis, kun ihmiset vain kiertdvat ympéri poy-
taa myo6ta- tai vastapaiviadn (ks. kuva 3), niin tehtavan-
annon mukaan sama istumajirjestys sadilyy. Mitéd ta-
pahtuu, jos tehdédén ihan miké tahansa sellainen muu-
tos istumajarjestykseen, jota ei ole mahdollista saavut-
taa alkuperdisen istumapaikkoja kiertamalld myota- tai
vastapdivadn? Onko uusi istumajérjestys tehtdvinan-
non tulkinnan mukaan silloin sama kuin alkuperai-
nen istumajérjestys? (Vastaus tdhan loytyy seuraavasta
kappaleesta.)

Kuva 3: Istumajdrjestyksen kiertdminen mydtd- tai
vastapaivaan.

Vastaus edelliseen kysymykseen on, ettei istumajér-
jestys voi olla sama kuin alkuperdinen. Jos se nimit-
tain olisi, niin kaikilla olisi samat henkilot oikealla ja
vasemmalla puolella molemmissa istumajarjestyksissa.
Kun tétd istumajarjestystd kierrettéisiin niin, ettd jo-
kin henkil6isté istuisi samalla paikalla kuin alkuperai-
sessé istumajérjestyksessé, niin myos hanen vasemmal-
la puolellaan olevan pitéisi istua samalla paikalla kuin
alkuperéisessé istumajérjestyksessd. Sama luonnollises-
ti patisi myos tdmén vasemmalla puolella olevalle ja
niin edelleen. Siispad kaikkien olisi istuttava samoilla
paikoilla kuin alkuperéisessé istumajarjestyksessa, mi-
ta ei haluttu, koska tutkittavaa istumajérjestysta ei pi-
tdnyt saada aikaiseksi alkuperdistd istumajarjestysta
kiertamalla.

Nyt on siis huomattu, ettd vain sellaiset tavat, joissa

istumajarjestys saadaan toiseksi kiertdmalla, ovat sa-
moja. Jos siis pdydadn ympérilld istuu kolme ihmisté,
niin kuinka monta tdmén istumajarjestyksen kanssa sa-
manlaista istumajarjestysta on, kun istumajarjestysta
kierretddn? (Vastaus: Kolme, kukin saadaan kiertdmal-
14 vaikka my6tapaivadn istumajarjestystd yhden aske-
leen eteenpiin.) Miten paattely yleistyy vaikka neljaén,
viiteen tai kymmeneen ihmiseen?

Kun edellinen, yhden istumajérjestyksen kanssa sa-
manlaisten jarjestysten lukumaéara on saatu selville, on
aika yhdistédé se ailempaan jonoajatteluun; tdméahén on
endéd ainoa asia, mikd tehtdvdn ratkaisusta puuttuu.
Miten jonossa olevat ihmiset voidaan laittaa istumaan
paydén ymparille (miettimédtta viinin juomista tai juo-
mattomuutta)? Mitka erilaiset jonot tuottavat saman-
laiset istumajérjestykset? Voit esimerkiksi miettia kol-
men hengen muodostamia jonoja. Kuinka monta niita
on? Miten voit laittaa ndmé jonot poydan ympérille?
Miten tdmaé vertautuu kuvassa 2 esitettyjen istumajér-
jestysten lukumééraén? Enté sitten siihen, ettd saman-
laiset jonot saadaan, kun kierretdén istumajarjestysta
ympari? (Vastaukset seuraavassa kappaleessa.)

Kolmen ihmisen jonojahan on 3! = 6. Voidaan laittaa
jonossa olevat ihmiset poydéan ympérille niin, ettd en-
simmaéinen istuu johonkin tiettyyn tuoliin, toinen sen
vasemmalle puolelle ja kolmas tdmén vasemmalle puo-
lelle. Koska kiertdmaélla saadaan kuitenkin samanlaiset
istumajarjestykset aikaan ja kaikki ndmé tulevat eri-
laisissa jonoissa esiin, niin tulos pitdd jakaa kolmella
eli kiertojen lukumé&éaralla. Siispé erilaisia istumajér-
jestyksia on kaksi. Miten tétd ajatusta voisi soveltaa
tehtdvinannon tilanteeseen?

Tehtavin ratkaisu: Tutkitaan tehtédvaa ensin sellai-
sessa tilanteessa, joka osataan jo edellisen kohdan poh-
jalta ratkaista. Ajatellaan siis tilannetta aluksi jonona
eli ei oteta huomioon sité, ettd ihmiset istuvat pyorein
poydan ymparilld. (Lopullisessa tulkinnassa ajtellaan,
ettd jonon toinen istuu jonon ensimméisen vasemmal-
la puolella, kolmas toisen vasemmalla puolella kunnes
lopulta viimeinen istuu ensimmaéisen oikealla puolella,
kun heidédt laitetaan istumaan pdydan ympaérille.)
Tassa jonossa ensimmainen juo viinia tai ei juo viinia.
Talle valinnalle on siis kaksi eri vaihtoehtoa. Kun té-
maé, on valittu, jonossa joka toisella on aina oltava tama
sama valinta eli he joko juovat viinia tai eivat juo riip-
puen ensimmaéaisestd henkilosté. Koska néaita henkil6ité,
on viisi, heidét voidaan laittaa 5! eri jarjestykseen. Toi-
saalta heiddn vélissdédn olevat henkil6t voidaan myos
laittaa 5! eri jirjestykseen. Siispd pelkalla jonoajatte-
lulla tapoja on 2 - 5!5!.

OO0 0U0On
Kuva 4: Jonossa joka toinen juo tai ei juo viinid. Sa-

malla tavalla juovia/ei juovia on kuvattu samanlaisilla
ympyroilld.
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Nyt on kuitenkin vield huomioitava, ettd kun ihmiset
laitetaan poydén ymparille, niin kiertdmalld istuma-
jirjestystd pOoydan ympéri saadaan uusi samanlainen
istumajarjestys. Koska poydan ymparillda on kymme-
nen paikkaa, niin tdma kierto voidaan tehdd kymme-
nellé eri tavalla. Lisdksi ndméa kayvét lapi kaikki tavat
saada kaksi samanlaista istumajérjestystd yhdestd is-
tumajirjestyksestd, silld muussa tapauksessa oikealla
ja vasemmalla puolella olevat naapurit eivit siily. Siis
edellisessa kappaleessa saatu tulos on vield jaettavalla
kymmenella kysyttyjen istumajarjestysten lukuméaran
saamiseksi:

2-5!5!

=415 =24 -120 = 2880.
10

Lahes 3000 istumajarjestyksen lapikdynti on tyolésta,
joten ehké jérjestdjan kannattaisi paattda sopiva istu-
majérjestys jollain muulla tavalla kuin kidymélle kaikki
jarjestykset 1api.

Salasanojen lukuméaara

Tehtava: Kuinka monta sellaista kahdeksan merkkid
pitkdad salasanaa on, jotka koostuvat vain merkeistd a,
b ja ! sekd jotka sisdltdvit jokaisen merkin ainakin ker-
ran?

Vinkkeja tehtavan ratkaisuun: Kuten jo aiemmis-
sa esimerkeissd huomattiin, voi tehtavan tutkiminen il-
man liséehtoja ja sen jélkeen lisdehtojen huomioiminen
auttaa tehtévin ratkaisussa. Mika voisi olla tassa tehté-
vassa se lisdehto, jota ilman tehtdvia voisi aluksi miet-
tid? Miten tdmén yksinkertaistuksesta pystyy muodos-
tamaan ratkaisun kysyttyyn tehtavaan? (Jos et halua
nahdé yhtd mahdollisuutta vield, 4la siirry seuraavaan
kappaleeseen.)

Yksi mahdollisuus on alkuun miettié, kuinka monta sel-
laista salasanaa on, jotka koostuvat merkeistéd a, b tai !
ilman mitd4n lisdrajoituksia. Nythén kysyttyjen salasa-
nojen lukumééra saadaan, kun tuloksesta vihennetdén
ne salasanat, joista puuttuu jokin merkeista a, b tai !.
Kuinka monta salasanaa, jotka koostuvat merkeisté a,
b, ! on? (Vastaus 16ytyy ratkaisun toisesta kappalees-
ta.)

Seuraavaksi olisi laskettava, kuinka monta sellaista jo-
noa on, josta puuttuu jokin merkeista a, b tai !. Miten
tdmén voisi laskea? Miten voidaan soveltaa edellisen
kappaleen laskuissa esitettyéd ratkaisutapaa? Onko jo-
tain erityista otettava huomioon? Voi auttaa, ettd hah-
mottelee itselleen erilaisia salasanoja. Kun kaikki ndma
havainnot yhdistéa, onkin ratkaisu jo valmis.

Tehtavin ratkaisu: Lasketaan tdméa lukumé&ars las-
kemalla kaikki salasanat ja vihentamaélld niistd ne sa-
lasanat, jotka eivét sisélld jotain merkeistd a, b tai !.

Lasketaan ensin kaikkien merkit a, b tai ! sisdltdvien
salasanojen lukumaééra. Koska salasana on kahdeksan
merkkié pitkd ja kullekin merkille on kolme vaihtoeh-
toa, on kaikkia salasanoja 38.

Nyt on vield vahennettéivé sellaisten salasanojen, jot-
ka eivat sisdlld jotain merkeistd a, b tai !, lukuméé-
rd. Huomataan, ettd talloin siis kukin salasana koos-
tuu korkeintaan kahdesta eri merkisté (ne kaksi muuta
merkkid) ja on kahdeksan merkkia pitka. Siispa sellai-
sia salasanoja, jotka eivit sisilld merkkii a, on 28 kap-
paletta, sellaisia, jotka eivét sisélld merkkié b, on myds
28 kappaletta ja sama pétee merkille !.

Nyt on kuitenkin vield huomattava, ettd voi olla, ettei
salasana sisdlld myoskdan kahta eri merkkid. Esimer-
kiksi salasana aaaaaaaa ei sisilld merkkia b, eikd merk-
kid !. Se on siis laskettu edellisessd kappaleessa mukaan
sekd silloin, kun tutkitaan salasanoja, jotka eivéit sisal-
14 merkkid b ettd silloin, kun tutkitaan jonoja, jotka
eivit sisdlla merkkid !. Néin ollen se on tullut laskettua
edelld kahdesti. Siispé se on vahennettévé kerran. Kos-
ka salasana, joka ei sisdlld mitd tahansa kahta merk-
kid, on salasana joka sisidltdd vain yhden merkin, on
tdllaisia salasanoja kaiken kaikkiaan kolme kappalet-
ta. Mink&an muun tyyppisia salasanoja ei ole laskettu
mukaan useampaan kertaan. Siispa sellaisia salasanoja,
jotka eivit sisalld jotain merkeisté a, b tai !, on 3-28 —3.

Nyt siis sellaisia kahdeksan merkin salasanoja, jotka
koostuvat vain merkeistd a, b ja ! ja jotka sisdltavét
vahintddn kerran kunkin merkeisté, on

3¥-(3-2°-3)=3"-3-2°+3=3-(3"-2°+1)
=3 (2187 — 256 + 1) = 3 - 1932 = 5796

kappaletta. Jo siis kolmella merkilla ja edellisilla rajoi-
tuksilla saa kohtuullisen paljon salasanoja aikaan. Poh-
dintatehtdviné voi olla, kuinka monta erilaista salasa-
naa saadaan aikaiseksi suuremmilla merkkimaarilla —
joko lisérajoituksilla tai ilman.

Lopuksi

Edellisissé esimerkeissd ndkyy hyvin, kuinka positiivi-
silla, ykkosta suuremmilla kokonaisluvuilla kerrottaes-
sa tulo kasvaa nopeasti suureksi ja néin ollen edelliset
vastauksetkin kasvavat melko nopeasti. Esimerkiksi, on
jo
2.2.2.2.2.2.2.2.2.2=2"=1024

ja 229 on yli miljoonan! Tai 10! (eli “kuinka monella
eri tavalla kymmenen ihmistd voi laittaa jonoon”) on
3628 800. Kannattaa siis edellisten esimerkkien valos-
sakin olla hieman varovainen ennen kuin paéattiaa alkaa
kdyméaan kaikkia erilaisia mahdollisia tapoja lapi lait-
taa eri asioita jarjestykseen — edes silloin, kun asioita
on verrattain pieni maara.
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