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Yhden kiven laatoitus

Hannu Korhonen

Matematiikassa laatoittaminen (engl. tiling tai tessella-
tion) tarkoittaa tason peittämistä kuvioilla, jotka eivät
peitä toisiaan osittainkaan ja joiden väliin ei jää rako-
ja tai reikiä. Käytännössä useimmat seinä-, lattia- tai
katulaatoitukset tehdään neliön tai suorakulmion muo-
toisista laatoista. Monilla muillakin kuvioilla laatoitta-
minen onnistuu (kuva 1). Laatoitus on jaksollinen, jos
tasoa voidaan siirtää niin, että kuviointi ei muutu. On-
gelmallisempia ovat laatoitukset, jotka eivät ole jaksol-
lisia. Sellainen laatoitus onnistuu yhdelläkin laatalla.

Jaksollinen (engl. periodic) laatoitus on siirtosymmet-
rinen (kuva 1, kolme vasemmanpuoleista). Kuvio ei
muutu, jos koko taso siirretään tiettyyn suuntaan tie-
tyn matkan verran. Samalla kuviolla voi olla kaksikin
toisistaan riippumatonta siirtosuuntaa ja muita näi-
den lineaariyhdistelmiä. Siirtosymmetrinen kuvio voi
olla myös peilaus- tai kiertosymmetrinen. Penrosen tai
Rissasen laatoista kootut ruusukuvioiset, kiertosym-
metriset laatoitukset (kuva 1, kaksi oikeanpuoleista)

ovat esimerkkejä jaksottomista (engl. aperiodic, non-
periodic) laatoituksista [1], [2].

Sekä Penrosen että Rissasen laatoista voidaan tehdä
sekä jaksollisia että jaksottomia laatoituksia. Penrosen
laatoituksessa käytetään kahta erilaista laattaa ja Ris-
sasen laatoituksessa useampia. Jaksottomaksi laatoitus
voidaan pakottaa piirtämällä laattoihin kuvioita, joi-
den täytyy jatkua reunan yli seuraavalle laatalle, tai
tekemällä laatan reunoihin koloja ja ulokkeita, jotka
sallivat vain tietyt asennot. Useista laatoista kootuis-
ta jaksottomista tason peitoista on kirjoitettu paljon
1970-luvulta lähtien [5], [6], [7], [8].

Pitkään oli avoinna kysymys, olisiko olemassa laatta,
josta voitaisiin koota tason peitto, mutta joka ei sal-
lisi jaksollisuutta. Tästä nimi ”yhden kiven” ongelma
(engl. ein-stein problem). Ensimmäinen ratkaisu kek-
sittiin vasta kymmenkunta vuotta sitten [9]. Sitä rat-
kaisua ei voi luonnehtia tyylikkääksi, sillä ”laatta” on
monimutkainen eikä edes yhtenäinen (kuva 2, ylin).

Kuva 1: Kolme jaksollista (shakkilauta, Pythagoraan laatoitus ja Escherin Lintu/kala no 82) sekä kaksi jaksotonta
laatoitusta (Penrose [3] ja Rissanen [4]).
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Ihan tuore keksintö [10] on yhtenäinen kuvio, josta
voidaan koota jaksoton ja vain jaksoton tason peitto
(kuva 2, keskimmäinen osakuva). Viiteartikkeli sisältää
myös todistuksen laatoituksen jaksottomuudelle. Jak-
sollisia laatoituksia (esimerkiksi kuva 1, kaksi vasem-
manpuoleista) on helppo luoda matematiikkaohjelmil-
la, esimerkiksi Geogebralla [11], tai ohjelmoimalla. Sen
sijaan jaksottoman laatoituksen rakentaminen on mo-
nivaiheisempaa.

Kuva 2: Socolar-Taylor-laatta (ylin [9]), HexSeed-laatta
(keskimmäinen [10]) ja osa jälkimmäisistä koottua laa-
toitusta (alin osakuva).

HexSeed-laatan rakenneperusta on säännöllinen kuusi-
kulmio (kuva 3, ylin osakuva). Sen kolmelle sivulle teh-

dään puoliympyrän muotoiset lovet ja irrotetut palat
siirretään ulokkeiksi muille sivuille. Tason peiton ko-
koamiseen johtava korvaussääntö muodostuu 16 toisiin-
sa liitetystä laatasta (kuva 3, keskimmäinen osakuva).
Peruslaattojen kiertokulmat ovat 60 asteen kerrannai-
sia. Tuloskuvio on pääpiirteittäin peruslaatan muotoi-
nen kohdistamisen määräävine lovineen ja ulokkeineen
(kuva 3, alin osakuva).

Kuva 3: HexSeed-peruslaatan rakenne ja sääntö, jonka
mukaan laatoitus kootaan. Nuolet osoittavat peruslaa-
tan suunnan.

Seuraavassa vaiheessa 16 peruslaatan muodostamia ku-
vioita liitetään vierekkäin saman korvaussäännön mu-
kaan. Toisen korvauksen jälkeen kuviossa on 256 pe-
ruslaattaa (kuva 4). Näitä ryhmiä liitetään sitten taas



6 Solmu 2/2022

toisiinsa samalla periaatteella. Tuloskuvioon sovelle-
taan samaa korvaussääntöä yhä uudestaan ja uudes-
taan. Seuraavissa korvauksissa syntyvissä kuvioissa on
4 096, 65 536, 1 048 576, . . . peruslaattaa. Peiton pinta-
ala kasvaa 16-kertaiseksi jokaisella korvauskerralla. Ko-
ko taso peittyy, kun geometrista algoritmia jatketaan
rajatta.

Kuva 4: HexSeed-laatoista rakentuva jaksoton tason
peitto toisen korvauksen jälkeen.
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