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Suuria ja viela suurempia lukuja

Padkirjoitus

Eraanéa iltana ekaluokkalainen lapseni kertoi, ettd yk-
si hdnen kavereistaan uskoo, ettd googolplex on suurin
luku ja siitéd ei pdédse yli. Ymmarrén hyvin lasten kiin-
nostuksen suuriin lukuihin. Minulla itsellani oli piene-
né huoneeni seindllé lista, joka alkoi miljoona, biljoona,
triljoona, kvadriljoona ja jatkui melko pitkélle.

Suurten lukujen hahmottaminen ei kuitenkaan ole
helppoa. Aika nopeasti luvut muuttuvat niin suuriksi,
ettd niitd harvoin oikeasti tarvitsee. Onkin helppo ym-
maértda, miksi ekaluokkalainen uskoo, ettd suurin luku
on olemassa. Ongelmat suurten lukujen kanssa nakyvét
myo6s esimerkiksi ylioppilaskirjoituksissa silloin, jos ko-
kelas saa laskimesta vaikkapa 101100” = oo ja kiiyttis
tata sujuvasti osana argumenttia.

Matemaatikon ndkokulmasta téllainen kokelaan virhe-
késitys on kovin kummallinen: miksi tuo aérellinen luku
korotettuna potenssiin, joka on myos darellisen luvun
ddrellinen potenssi voisi ikind antaa darettéoméan? Toi-
saalta, jos on tottunut siihen, etté on téysin normaalia,
jos laskin vaikkapa antaa tulokseksi, ettd tan 90° = oo
(ja tdma tuloshan on ihan mielekés!), niin ei valttamat-
td tule edes mieleen miettid, onko se daretdn jossain
toisessa tapauksessa jarkeva.

Lisdksi nédin suuria lukuja on valtavan hankala hahmot-
taa. Maailmankaikkeuden atomien lukumé&aréksi on ar-
vioitu 10%°. Jo pelkki googol on 10'°° ja googolplex
puolestaan 108°°2°! On kovin hankala miettid mitdén,
mihin koskaan térmaisi ja miké olisi googolplexin suu-
ruinen (paitsi jos ratkaisee tehtévid, joissa on potens-
sitorneja).

Jos maailmankaikkeuden atomien lukumééra on 1080
ja jos haluaisimme laskea kaikki permutaatiot, jotka
néistd atomeista saataisiin, olisi niiden lukumééra Stir-
lingin kaavalla noin

1080
10301 ~ V271080 (1080)

€

Tama luku on vield ehkéd hieman epéakaytidnnollisessa

muodossa, joten arvioidaan sitd. V271080 < 10%0 ja
10%°
€

< 1089, jolloin saadaan
<1080 1080107,

Vastaavasti voitaisiin my6s arvioida lukuméaralle ala-
raja. Huomataan, ettd téllaisia permutaatioita on mon-
ta kertaluokkaa vihemmain kuin googolplexin verran,
mutta sentddn huomattavasti yli googolin verran.

Osa meisté on voinut kuulla luvusta e3'% siini, yhtey-

dessé, ettd kun Harald Helfgott vuonna 2013 todisti
terndérisen Goldbachin konjektuurin, niin ennen hénen
todistustaan oli jo Vinogradov vuonna 1937 todistanut
konjektuurin riittdvan suurille luvuille ja vuonna 2002
Liu ja Wang osoittaneet, ettd riittdvan suuri on suu-
rempi kuin €3'%°. Valtava luku, paljon suurempi kuin
googol, mutta ei lahelldkddn googolplexia.

Olen péadssyt ohimennen tekeméidn tuttavuutta goo-
golplexia reilusti suuremman luvun kanssa transken-
denttilukuteorian puolella. Sielld vastaan tuli e?°°. Tés-
sd kohtaa voi todeta, ettd eipd tuo viela kovin suuri
ole, googolin joku pieni potenssi vain. Juju onkin sii-
né, ettd tdma oli erddn luvun toinen logaritmi. Khas-
sa ja Srinivasan nimittdin maarittivit Mahlerin trans-
kendenttimittatodistuksessa erédélle vakiolle tarkan ar-
von. Khassan ja Srinivasanin todistus oli voimassa vas-
ta, kun tarkasteltiin sellaista polynomijoukkoa, jossa
kerrointen itseisarvo oli rajoitettu parametrilla H, jolle
piti olla voimassa esimerkiksi loglog H > €%%°. Koska
€90 > 10*12 ja e > 10'/3, voidaan tehdé helppo arvio
log H > 1041, jolloin H > ¢'°""" > 101" Témi luku
on valtavasti suurempi kuin googolplex.

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
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Yhden kiven laatoitus

Hannu Korhonen

Matematiikassa laatoittaminen (engl. tiling tai tessella-
tion) tarkoittaa tason peittdmistd kuvioilla, jotka eivit
peité toisiaan osittainkaan ja joiden véliin ei jaa rako-
ja tai reikid. Kdytdnnossd useimmat seiné-, lattia- tai
katulaatoitukset tehd&an nelion tai suorakulmion muo-
toisista laatoista. Monilla muillakin kuvioilla laatoitta-
minen onnistuu (kuva 1). Laatoitus on jaksollinen, jos
tasoa voidaan siirtdé niin, ettd kuviointi ei muutu. On-
gelmallisempia ovat laatoitukset, jotka eivéit ole jaksol-
lisia. Sellainen laatoitus onnistuu yhdelldkin laatalla.

Jaksollinen (engl. periodic) laatoitus on siirtosymmet-
rinen (kuva 1, kolme vasemmanpuoleista). Kuvio ei
muutu, jos koko taso siirretddn tiettyyn suuntaan tie-
tyn matkan verran. Samalla kuviolla voi olla kaksikin
toisistaan riippumatonta siirtosuuntaa ja muita nai-
den lineaariyhdistelmié. Siirtosymmetrinen kuvio voi
olla my6s peilaus- tai kiertosymmetrinen. Penrosen tai
Rissasen laatoista kootut ruusukuvioiset, kiertosym-
metriset laatoitukset (kuva 1, kaksi oikeanpuoleista)

ol
EEEEN
EEEEN

ovat esimerkkeja jaksottomista (engl. aperiodic, non-
periodic) laatoituksista [1], [2].

Sekéd Penrosen ettd Rissasen laatoista voidaan tehdé
seké jaksollisia ettd jaksottomia laatoituksia. Penrosen
laatoituksessa kaytetadn kahta erilaista laattaa ja Ris-
sasen laatoituksessa useampia. Jaksottomaksi laatoitus
voidaan pakottaa piirtdmaélla laattoihin kuvioita, joi-
den taytyy jatkua reunan yli seuraavalle laatalle, tai
tekemalld laatan reunoihin koloja ja ulokkeita, jotka
sallivat vain tietyt asennot. Useista laatoista kootuis-
ta jaksottomista tason peitoista on kirjoitettu paljon
1970-luvulta ldhtien [5], [6], [7], [8].

Pitkdédn oli avoinna kysymys, olisiko olemassa laatta,
josta voitaisiin koota tason peitto, mutta joka ei sal-
lisi jaksollisuutta. Téstd nimi “yhden kiven” ongelma
(engl. ein-stein problem). Ensimmaéinen ratkaisu kek-
sittiin vasta kymmenkunta vuotta sitten [9]. Sitd rat-
kaisua ei voi luonnehtia tyylikkéadksi, silld ”laatta” on
monimutkainen eikéd edes yhtendinen (kuva 2, ylin).

Kuva 1: Kolme jaksollista (shakkilauta, Pythagoraan laatoitus ja Escherin Lintu/kala no 82) sekd kaksi jaksotonta

laatoitusta (Penrose [3] ja Rissanen [{]).

sisallysluetteloon
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Than tuore keksinté [10] on yhtendinen kuvio, josta
voidaan koota jaksoton ja vain jaksoton tason peitto
(kuva 2, keskimmaéinen osakuva). Viiteartikkeli siséltda
my0s todistuksen laatoituksen jaksottomuudelle. Jak-
sollisia laatoituksia (esimerkiksi kuva 1, kaksi vasem-
manpuoleista) on helppo luoda matematiikkaohjelmil-
la, esimerkiksi Geogebralla [11], tai ohjelmoimalla. Sen
sijaan jaksottoman laatoituksen rakentaminen on mo-
nivaiheisempaa.

Kuva 2: Socolar-Taylor-laatta (ylin [9]), HexSeed-laatta
(keskimmdinen [10]) ja osa jalkimmdisistd koottua laa-
toitusta (alin osakuva).

HexSeed-laatan rakenneperusta on sdannéllinen kuusi-
kulmio (kuva 3, ylin osakuva). Sen kolmelle sivulle teh-

ddan puoliympyrdn muotoiset lovet ja irrotetut palat
siirretdén ulokkeiksi muille sivuille. Tason peiton ko-
koamiseen johtava korvaussdéntd muodostuu 16 toisiin-
sa liitetystd laatasta (kuva 3, keskimmainen osakuva).
Peruslaattojen kiertokulmat ovat 60 asteen kerrannai-
sia. Tuloskuvio on paépiirteittdin peruslaatan muotoi-
nen kohdistamisen maéraédvine lovineen ja ulokkeineen
(kuva 3, alin osakuva).

Kuva 3: HexSeed-peruslaatan rakenne ja sddnto, jonka
mukaan laatoitus kootaan. Nuolet osoittavat peruslaa-
tan suunnan.

Seuraavassa vaiheessa 16 peruslaatan muodostamia ku-
vioita liitetddn vierekkéin saman korvaussiddnnoén mu-
kaan. Toisen korvauksen jilkeen kuviossa on 256 pe-
ruslaattaa (kuva 4). N&itd ryhmié liitetdén sitten taas

sisallysluetteloon
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toisiinsa samalla periaatteella. Tuloskuvioon sovelle-
taan samaa korvaussddntod yhd uudestaan ja uudes-
taan. Seuraavissa korvauksissa syntyvissd kuvioissa on
4096, 65 536, 1 048 576, . .. peruslaattaa. Peiton pinta-
ala kasvaa 16-kertaiseksi jokaisella korvauskerralla. Ko-
ko taso peittyy, kun geometrista algoritmia jatketaan
rajatta.

Kuva 4: HexzSeed-laatoista rakentuva jaksoton tason
peitto toisen korvauksen jilkeen.
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Solmun 3/2021 tehtdvien ratkaisut

1. Ratkaise yhtalopari

T+y+ - 19,
Y
@ty _ g
Y
kun z,y € R.
Ratkaisu. Merkitddn a =z +y ja b= £, y # 0, jolloin

Yy
saadaan yhtalopari

a+b=19,
ab = 60.
Sijoittamalla ensimmaisesta yhtélostd b = 19 — a yhté-
l6parin toiseen yhtaloon saadaan
a? —19a+ 60 =0,
jonka ratkaisut ovat a = 4 tai a = 15.

Tapaus a = 4: Télloin z +y =4 eli y =4 — x, joten

X

= 15.
4—z
Tasté seuraa 60 — 15z = x eli 162 = 60, joten x = % _
% ja néin ollen y =4 — % — i'

Tapaus a = 15: Talloin x +y = 15 eli y = 15 — z, joten
x

15—2x

Tastd seuraa 60—4x = x eli 5z = 60, joten z = %0 =12
ja ndin ollen y = 15 — 12 = 3.

Yhtiloparilla on siis kaksi ratkaisua (12, 1) ja (12,3).

2. Kolmen perdkkéisen kokonaisluvun nelididen summa
on yhtd suuri kuin seuraavien kahden kokonaisluvun
nelididen summa. Mitkd ndméa perakkéiset viisi koko-
naislukua ovat?

Ratkaisu. On selvitettdva yhtalon
(x -2+ (x—1)*+2% = (x+1)* + (z +2)?

ratkaisut, kun x € Z. Toiseen potenssiin korotukset te-
keméalla saadaan

322 — 6z + 5 = 222 4 62 + 5,

siis 22 — 122 = z(z — 12) = 0, joten x = 0 tai x = 12.
Nain ollen kysytyt viisi perdkkéistd kokonaislukua ovat
—2,-1,0,1,2 tai 10,11, 12, 13, 14.

3. Paperille on piirretty alla olevan kuvan mukainen ne-
lidistad koostuva monikulmio. Kaksi nelioté varitetdan
punaisiksi ja loput neliot erivérisiksi: yksi nelié vihredk-
si, yksi keltaiseksi, yksi siniseksi ja yksi oranssiksi. Mo-
nikulmio leikataan irti paperista ja nelididen yhtyma-
kohdissa 90° taitoksia tekemé&lld muodostetaan kuutio.
Kuinka monella eri tavalla nelididen véarittdminen on
mahdollista tehd& niin, ettd muodostetussa kuutiossa
mitkddn vierekkaiset sivut eivit ole samanvérisia?

Ratkaisu. Numeroidaan neliot seuraavasti:

sisallysluetteloon
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Taittelun jalkeen kaikki muut numerot paitsi 6 ovat nu-
meron 1 naapureita, kaikki muut numerot paitsi 5 ovat
numeron 2 naapureita ja kaikki muut numerot paitsi
4 ovat numeron 3 naapureita. Néin ollen vain sivut 1
ja 6, sivut 2 ja b tai sivut 3 ja 4 voidaan maalata pu-
naisiksi. Kun mika tahansa edelld mainituista kolmesta
sivuparista maalataan punaisiksi, niin jiljelle jaavat si-
vut voidaan maalata vihredksi, keltaiseksi, siniseksi ja
oranssiksi 4-3-2-1 = 24 eri tavalla. Néin ollen erilaisia
tapoja maalata kuvio vaaditulla tavalla on 3 -24 = 72.

Huomaa, ettd koska varittdminen tehdadn paperille
piirrettyyn monikulmioon ennen leikkaamista ja tait-
telua, niin kuutiota kiertamalla saadut samanlaiset vé-
ritykset ovat erilaisia monikulmion vérityksié.

4. Kaksi henkiloa yritti arvioida ulkoilmakonsertin ylei-
somaaran. Toinen arvioi, etté yleis6a oli 2700, ja toinen
puolestaan arvioi, etté yleis6a oli 3600. Osoittautui, et-
té toisen arvion prosentuaalinen virhe oli kaksi kertaa
niin suuri kuin toisen virhe. Liséksi toinen aliarvioi ja
toinen yliarvioi yleison maéréin. Kuinka paljon konser-
tissa oli yleis6a?

Ratkaisu. Merkitdan pienempéa virhetta p %. Talloin
on kaksi mahdollisuutta.

2700
Tapaus 1: =
1_ 2
100

100
p = 10, joten konsertissa oli yleis6a 3000.

3600
14+ 22

. Yhtalon ratkaisu on

2700 3600

Tapaus 2: 5 = 5 Yhtdlon ratkaisu on
__ 4D 1 + =
100 100

p= %, joten konsertissa oli yleisoa 3300.

Niéin ollen konsertissa oli yleis6a joko 3000 tai 3300.

5. Nelién sivun pituus on v/2 — 1. Molempia nelién li-
vistdjid jatketaan toisesta padsta nelion sivun pituuden
verran, ks. kuva alla.

(a) Kuinka pitkd on jana, joka yhdistaa jatkeiden péa-
tepisteet?

(b) Osoita, ettd neliossi on karki, joka yhdessd jat-
keiden péatepisteiden kanssa muodostaa tasakylkisen
kolmion.

Ratkaisu. Kéytetdan alla olevaan kuvaan lisdttyja mer-
kintoja.

Qe sP

a a:\/§—1

A B

(a) Koska AC = /2a, niin
KP:@—&—a: (ﬂ—l—l)a.
2 2
Koska QK P on tasakylkinen suorakulmainen kolmio,
niin
2
QP:\@<\§+1>a:(\/§+1)a
=(V2+1)(V2-1)=2-1=1.

(b) Koska
AP =\2a+a=(V2+1)a=(V2+1)(vV2-1) =1,

niin AP = @QP. Nain ollen AQP on tasakylkinen kol-
mio. (Symmetrian vuoksi myos BPQ on tasakylkinen
kolmio.)

6. Kuuden perdkkéisen kokonaisluvun summa kerro-
taan kuuden seuraavan kokonaisluvun summalla. Osoi-
ta, ettéd talla tavalla saadun tulon jakojddnnés luvulla
36 jacttaessa on aina sama.

Ratkaisu. Olkoon ensimméinen kokonaisluku a. Talloin
tulon ensimméinen tekiji on

a+(a+1)+(a+2)+(a+3)+(a+4)+(a+5) = 6a+15
ja toinen tekiji on
(a+6)+(a+7)+(a+8)+ (a+9)+ (a+10)
+ (a+11) = 6a + 51.
Néiden tulo on
(6a + 15)(6a + 51) = 36a* + 396a + 765
=36(a® + 11la + 21) 49,

jonka jakojadnnos luvulla 36 jaettaessa on aina 9.

sisallysluetteloon
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7. M&&ritd luvun 11! + 13! suurin alkutekija. (Positii-
visen kokonaisluvun n kertoma n! on kokonaislukujen
1,...,n tulo; esimerkiksi 4! =1-2-3-4 =24.)

Ratkaisu. Koska
11+ 13!= (1 +13-12)11! = 157 - 111,
niin suurin alkutekija on 157, joka on alkuluku.

8. Kaupan kassassa on 5, 10, 20, 50, 100 ja 200 eu-
ron seteleitd yhteensd 18200 euroa. Ennen kuin vii-
meisin seteli lisdttiin kassaan, niin jokaisen setelityypin
lukumééra oli kddntden verrannollinen setelin arvoon.
Kuinka monta 200 euron setelia kassassa on?

Ratkaisu. Tehddan taulukko seteleiden lukumééaristé
ennen viimeisen setelin lisdamista kassaan:

Seteli (€) 5 10 20 | 50 | 100 | 200
Lukumaéard | 40z | 20z | 10z | 4z | 2z T

Naiden seteleiden arvo on

540z + 10 - 20z + 20 - 102 + 50 - 4z
+ 100 - 2z + 200 - x = 1200z.

Tieddmme, etté
1200z + y = 18200,

missd x € N ja y € {5,10,20,50,100,200}. Koska seké
1200 ettéd 18200 ovat jaollisia luvulla 200, niin on oltava
y = 200. Néin ollen

1200z 4 200 = 18200 <= z = 15,
joten 200 euron seteleitd on kassassa 16.

9. Tasasivuinen kolmio ABF on nelion ABCD sisélla
alla olevan kuvan mukaisesti. Janan AF pituus on 2.
Miké on nelion ABC D pinta-ala?

D C

A B

Ratkaisu. Piirretddn kuvaan suorakulmio, jonka l&vis-
tdja on AE ja sivut ovat nelion ABC'D sivujen suuntai-
sia. Merkitddn suorakulmion nelién sivuilla olevia kér-
kia X ja Y, katso alla oleva kuva. Koska E X B on tasa-
kylkinen suorakulmainen kolmio, niin £ X = X B. Toi-
saalta, koska AEX on puolet tasasivuisesta kolmiosta

AEG (katso kuva), niin AE =2, AX = 1ja XE = /3.
Niin ollen AB = AX + XB = 1 + /3, joten nelién
ABCD pinta-ala on

(1+V3)" =442v3 ~ 7.46.

D C
E
Yl
2
A X Vel B

10. Aino, Pekka ja Liisa pelaavat seuraavanlaista pelia.
He valitsevat vuorotellen jonkin kokonaisluvun yhdes-
td kymmeneen ja lisddvat luvun aikaisemmin valittu-
jen lukujen summaan. Aino aloittaa, Pekka on toinen
ja Liisa on kolmas, jonka jédlkeen vuoro siirtyy takaisin
Ainolle jne. Selvyyden vuoksi jokainen pelaaja sanoo
vuorollaan lukujen uuden summan. Pelin voittaa pe-
laaja, joka sanoo ensin luvun sata. Osoita, ettd tytot
voivat keskenddn sopia pelistrategian, jolla pelin voit-
taa varmasti jompi kumpi heisté, eikd Pekka voi voittaa
pelié.

Ratkaisu. Tytot pelaavat seuraavalla strategialla: Aino
lisdé aina luvun 1 summaan, jonka Liisa on sanonut.
Kun Pekka on lisénnyt luvun ¢ summaan, jonka Aino
on sanonut, niin Liisa lisd4 luvun 11—¢ summaan, jonka
Pekka sanoo. Talloin riippumatta siitd, minkd summan
Pekka sanoo, kumpikin tytté sanoo aina summan, joka
on 12 suurempi kuin edelliselld kierroksella. Néin ollen,
koska 100 = 8 - 12 + 4, niin jos Anna aloittaa luvulla
4, niin hén voittaa pelin, ja jos hén aloittaa luvulla 5,
niin Liisa voittaa pelin.

11. Heitetddn kuusi noppaa. Mikéd on todennékoisyys,
ettd saadaan vihintddn neljid samaa silmalukua?

Ratkaisu. Tasmélleen 4 samaa lukua voidaan heittdé

6-<Z>~14-52:2250

eri tavalla. Vastaavasti tdsmaélleen 5 samaa lukua voi-

daan heittaa
6 =
6 - .15 .51 =180
5)

eri tavalla ja tdsmaélleen 6 samaa lukua voidaan heittéa

6
. .16.50 =
6 (6) 5° =6
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eri tavalla. Koska ndma eivit voi sattua yhté aikaa ja
kaikkien mahdollisten tapausten lukuméiird on 6° =
46656, niin kysytty todennékéisyys on

22504+ 180 +6 2436 203
46656 T 46656 3888

~ 0,0522.

12. Positiiviselle reaaliluvulle & on voimassa x2 + w% =
7. Maarita a5 + x% laskematta luvun x arvoa.

Ratkaisu. Kéytetddn summan x + % potensseja. Koska
2
1 1
(:c—l—) =2’ + 5 +2=7+2=9
x x
ja x on positiivinen, niin x + % = 3. Nyt
3
1 3 1
3 = <ac—|—> =’ +3z+ =+ 5
x x
s 1 1 |
=T +73+3‘ T+ - =x +73+3~3,
x x x
joten a3 + %3 = 27 — 9 = 18. Nain ollen

1\° ) 0 5 1
35—<x+> :x5—|—5x‘3+101;+f_|_i3_|_7
X X X

5
5 1 3 1 1
="+ —=+05-|2°+ 5 | +10- {2+ —
x? x x

1
=a®+ =< +5-18+10-3.
X
Tasta seuraa, etté

1
2% 4+ — =243 - 90 — 30 = 123.
xr

13. Alla olevassa kuvassa on 16 pistettd. Kuinka monel-
la tavalla on mahdollista valita kolme pistettd niin, etta
muodostuu kolmio, jonka kérjet ovat valituissa pisteis-
sa?

Ratkaisu. Kolmen pisteen valinta 16 pisteestd voidaan

tehdd 16\  16-15-14
<3>_ 5.2.1 0

eri tavalla. Naista kolmion kérjiksi eivit kelpaa sellaiset
valinnat, joissa kaikki kolme pistetta sijaitsevat samal-
la rivilla. Tallainen rivi voi olla vaakarivi, pystyrivi tai
rivi, joka on 90° vinossa (diagonaalinen). Vaakarivilla

kelpaamattomat pisteet voidaan valita neljilla eri ta-
valla, ja koska vaakarivejd on neljé, niin vaakariveilta
kelpaamattomat pisteet voidaan valita 4-4 = 16 eri ta-
valla. Vastaavasti pystyriveiltd kelpaamattomat pisteet
voidaan valita my6s 16 eri tavalla.

Vasemmalta oikealle alaspéin vinoilta riveiltd kelpaa-
mattomat pisteet voidaan valita 1+4+1 = 6 eri taval-
la, koska vasemmasta yldkulmasta oikeaan alakulmaan
kulkevasta 4 pisteen rivistd valinta voidaan tehdé 4 eri
tavalla ja tdman rivin yla- ja alapuolella olevista vi-
noista 3 pisteen riveistd valinta voidaan tehda yhdella
tavalla kummastakin. Vastaavasti vasemmalta oikealle
ylospéin vinoilta riveiltd kelpaamattomat pisteet voi-
daan valita my0s 6 eri tavalla.

Niin ollen kelpaamattomia pistevalintoja on yhteensa
16 +16 46 + 6 = 44,

joten kelpaavia pistevalintoja on 560 — 44 = 516. Alla
olevaan kuvaan on piirretty yksi kelpaava kolmen pis-
teen valinta (néakyy vérillisessd kuvassa sinisend) ja yksi
kelpaamaton valinta (nékyy vérillisessi kuvassa punai-
sena).

14. Reaaliluvut x ja y toteuttavat ehdot z + 3y = 12 ja
x > 2y > 0. Mita arvoja x + 2y voi saada?

Ratkaisu. Koska x > 2y > 0, niin y > 0 ja y < %x
Piirretdén tilanteesta kuva (z,y)-koordinaatistoon ja
selvitetaéan pisteet (z,y), jotka ehtojen perusteella kel-
paavat mahdollisten arvojen C' = = 4 2y laskemiseen.

Y

Pisteet (x,y), jotka ovat suoralla z+3y = 12 ja ovat ku-
vassa harmaalla merkitylld alueella, kelpaavat. Vakion
C mahdolliset arvot voidaan méarittaa piirtdmalla suo-
ria, joiden kulmakerroin on —% ja jotka leikkaavat suo-
ran = + 3y = 12 harmaalla alueella. TAman perusteella
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C'n arvojen ala- ja ylaraja saadaan kahden yhtéléparin
ratkaisuista:

4+ 3y =12, . 4+ 3y =12,
ja
T =2y, y=0.

Ensimméisen yhtéloparin ratkaisu on (2, 12) ja toi-

sen (12,0). Niin ollen C':n arvojen alaraja on % +2-
2 = B = 96 ja yliraja on 12+ 2 -0 = 12, joten
9,6 <x 42y <12.

15. Milld parametrin a arvoilla toisen asteen yhtalolla
ar’ +a’r+a=—
a
on kaksoisjuuri?

Ratkaisu. Kirjoitetaan yhtédlé muodossa
1
ar? +a*xr+a— - =0.
a
Yhtalolla on kaksoisjuuri, jos sen diskriminantti on 0:

1
O=a4—4a<a—a) =a* —4a®> + 4= (a* - 2)%

Niin ollen on oltava a2 = 2 eli a = £/2.

16. Yksin tehdessddn Pekalta kuluu tyotehtavéssa viisi
tuntia ja Paavolta kuluu samassa tyotehtdvassa kuusi
tuntia. Kun he tekevit tyctehtdvin yhdessa, niin hei-
dén tuottavuutensa heikkenee jatkuvan kinastelun ta-
kia. Molempien tyoteho vdhenee suhteessa yhtd pal-
jon samalla prosenttiméaérilld. Kuinka monta prosent-
tia heiddn tyotehonsa vahenee, kun yhdessé heilld ku-
luu tyotehtéavassa 3,5 tuntia?

Ratkaisu. Yksin tehdessdan Pekka tekee viidesosan tyo-
tehtéavéstd tunnissa ja Paavo tekee vastaavasti kuudes-
osan. Jos he eivit vaikuttaisi toistensa tyontekoon, niin
he tekisiviat yhdessa % + % = % tyotehtavésta tun-

nissa, joka merkitsisi samaa kuin XL tyotehtavista 3,5

iy

tunnissa. Mutta koska he tekevit g5 tyotehtavistd 3,5
tunnissa, niin heidén tyStehonsa on 2 alkuperiisesti

77
tehosta. Néin ollen heidan ty6tehonsa yhdessé tyosken-
nellessédan vihenee

100%-%100%:22,1 %.

17. Tiinalla on uusi tyopaikka ja hén kulkee toihin
omalla autolla. Ensimméisend tyopéivanéd hin ajoi 70
km/h keskinopeudella ja saapui t6ihin minuutin myo-
héssd. Toisena tyopéivana han ldhti liikkeelle samaan
aikaan, ajoi 75 km/h keskinopeudella ja saapui toihin
minuutin etuajassa. Kuinka pitkd tyomatka Tiinalla
on?

Ratkaisu. Ensimmaéisend pdivana Tiinan tydmatka kes-

ti « tuntia. Toisena paivana aikaa kului 6—20 tuntia va-

hemman kuin ensimmaisenad paivana. Koska kuljettu
matka oli molempina péivind sama, niin

2 1
70m—75<m—60> —= w—§—0,5.

Néin ollen Tiinan tyomatka on

70 km/h - 0,5 h = 35 km.

18. Jouluun on aikaa viisi paivda ja joulukuusessa on
jaljella viisi karkkia: kaksi niistd on marmeladia ja kol-
me on suklaata. Karkkeja ei voi tunnistaa kaarepaperin
perusteella. Hanna paattdaa syoda yhden karkin paivés-
sé jouluun asti. Kumpi seuraavista on todenndkoisem-
pad: Hanna syo toisen (ja viimeisen) marmeladikarkin
kolmantena paivané vai hén sy6 kolmannen (ja viimei-
sen) suklaakarkin neljantend paivana?

Ratkaisu. Jos Hanna sy6 toisen marmeladikarkin kol-
mantena paivana, niin hénen pitdéd syoda ensimmaéainen
marmeladikarkki joko ensimmaéisend tai toisena paivé-
né. Vaihtoehtoja on siis kaksi. Jos Hanna sy6 kolman-
nen suklaakarkin neljintend péivdand, niin hdnen on
syotava, ensimmadiset kaksi suklaakarkkia kolmen en-
simmaéisen paivan aikana. Tamé merkitsee sita, etta
kolmen ensimméisen péaivin aikana on yksi péiva, jol-
loin Hanna sy6 marmeladikarkin. Vaihtoehtoja on siis
kolme. Néin ollen on todenndkdisempédd, ettd Hanna
sy0 kolmannen suklaakarkin neljantend paivana.

19. Heitetdén kolikkoa nelja kertaa. Taman jélkeen hei-
tetddn kolikkoa vield niin monta kertaa kuin saatiin
kruunia neljasséd ensimmaisessd heitossa. Miké on to-
dennékoisyys, ettd saadaan vahintddn viisi kruunaa?

Ratkaisu. On mahdollista saada vahintdén viisi kruu-
naa vain, jos ensimmadiselld neljdn heiton kierroksella
saadaan kolme tai nelja kruunaa.

Tarkastellaan ensin tapausta, jossa neljalld ensimmaéi-
selld kierroksella saadaan kolme kruunaa. Yhteend
vaihtoehtoja on 2% = 16, joista kolme kruunaa saadaan
(g) = 4 eri tavalla. Taméan jalkeen heitetadn kolikkoa
kolme kertaa ja pitdd saada vdhintddn kaksi kruunaa.
Toisella kolmen heiton kierroksella vaihtoehtoja on yh-
teensd 23 = 8, joista vihintddn kaksi kruunaa saadaan

(2) + (g) = 4 eri tavalla.

Tarkastellaan sitten tapausta, jossa neljalla ensimmai-
sella kierroksella saadaan neljé kruunaa. Nelja kruunaa
saadaan vain yhdelld tavalla yhteenss 2* = 16 vaih-
toehdosta. Tamaén jélkeen heitetddn kolikkoa nelja ker-
taa ja pitdd saada vdhintddn yksi kruunaa. Tama ei
toteudu ainoastaan silloin, kun saadaan nelja klaavaa,
joka on mahdollista vain yhdella tavalla 16 vaihtoeh-
dosta. Néin ollen toisella neljan heiton kierroksella va-
hintdédn yksi kruuna saadaan 16 — 1 = 15 eri tavalla.

Saadaan siis, ettd todennédkoisyys saada vahintdan viisi
kruunaa on

4 4 1 15 47

— -4 = —==—=0,18.

16 8+16 16 256 0.18

20. Suorakulmio jaetaan kahdeksaksi nelicksi alla ole-
vassa kuvassa esitetylld tavalla. Keskikokoisen nelion
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pinta-ala on 100 cm?. Miki on alkuperdisen suorakul-
mion pinta-ala?

Ratkaisu. Keskikokoisten nelididen sivun pituus on 10
cm. Suurin nelié voidaan jakaa 16 neliodn seuraavasti:

Téastd ndhdédén, ettéd pienten nelididen sivun pituus on

3-10 cm
5

=6 cm,
joten alkuperéisen suorakulmion pinta-ala on

20 - 62 cm? 4+ 3- 100 cm? = 1020 cm?.

Lihde: K6MaL
Kéaannos ja sovitus suomeksi: Mika Koskenoja
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Tarinoita polynomeista (osa 1)

Jukka Tuomela
Itd-Suomen yliopisto, Joensuu
jukka.tuomela@uef.fi

Lahtokohtia

Polynomeja esiintyy kaikkialla matematiikassa, joten
polynomeihin liittyvid kysymyksid voi tulla esille osa-
tehtdvind hyvin monissa eri yhteyksissd. Ei siis ole
ihme, ettd lukiossa kasitellddn polynomeja, ja mate-
matiikkakilpailuissakin usein on polynomeihin liittyvia
tehtavid. Namé tehtiavit ovat kuitenkin usein jotenkin
kummallisia, ja niihin liittyvét mallivastauksetkin ovat
joskus hiukan erikoisia. Ei kuitenkaan ole ihan yksin-
kertaista selittda, missd mielessd minusta tehtavéit ovat
joskus hassuja, ja mika sitten olisi ”luonnollisempi” ta-
pa tarkastella polynomitehtavia.

Tama kirjoitus ldhtikin liikkeelle yrityksesta selventéa
tatd asiaa, mutta huomasin, ettd asiaa tulikin helposti
aika paljon, joten oli sitten parasta jakaa tdma kirjoi-
tus osiin. Katsotaan sitten montako osaa tarvitaan.

Ehkapa lyhyesti voisi sanoa, ettd polynomitehtévét
usein perustuvat johonkin ndppéaraén kikkaan, joka toi-
mii, kun tehtédvan polynomi on huolellisesti valittu. Toi-
saalta monesti tehtdvian voisi ratkaista algoritmisesti
aivan yleisessdkin tapauksessa. Mutta asia varmaan-
kin selkenee, kun katsotaan tarkemmin joitain esimerk-
keja. Kéytidn seuraavassa esimerkkeind tehtévié, jotka
ovat joko ylioppilaskirjoituksista! tai matematiikkakil-
pailusivuiltaZ.

Lhttps://matta.hut.fi/matta/yoteht/
2https:/ /matematiikkakilpailut.fi/

Téasséd kirjoituksessa ei oleteta mitaédn erityisid lukion
ulkopuolen esitietoja. Jotkut termit ja merkinnét voi-
vat olla uusia, mutta tdmén ei pitéisi olla ongelmallis-
ta. Esitiedoiksi riittda, ettd tietdd, mikd on polynomi
ja miten polynomeja lasketaan yhteen ja kerrotaan. Jos
sitten haluaa syvéllisemmin perehtyéd polynomeihin voi
aloittaa erinomaisesta kirjasta [2].

Perusasiat

Léhdetdan liikkeelle yhden muuttujan polynomeista,
jotka ovat muotoa

f:ao+ala:+~-~+anx":Zajxj. (1)
j=0

Jos a, # 0, niin sanotaan, ettd polynomin aste on
n ja merkitddn deg(f) = n. T&lldin sanotaan, ettd
LT(f) = apz™ on f:n isoin termi (leading term).

Usein tehtévissd esiintyvissd polynomeissa kertoimet
a; ovat rationaalilukuja, mutta ne voisivat myos olla
reaali- tai kompleksilukuja.

Olkoon nyt Q rationaalilukujen joukko; jos on annettu
polynomi (1), missé a; € Q, niin merkitddn f € Q[z].
Hyvin usein tehtévissa esiintyy kuitenkin ”parametre-
ja”; tavallaan ne ovat muuttujia, kuten ”varsinainen”
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muuttuja x, mutta kuitenkin tehtdvin kannalta joten-
kin eri asemassa.

Esimerkki 1. Kevaalla 2014 ylioppilaskirjoituksissa ky-
syttiin, milld parametrin arvolla a polynomilla

f=az® -5z +2

on kaksinkertainen nollakohta. Tehtava ratkeaa helpos-
ti, kun kirjoitetaan

f=a2? =5z +2=a(x —b)? = ax® — 2abx + ab®.

Vertaamalla kertoimia néhdéén, ettd a = 25/8 ja
b=4/5. Phe

Kun kertoimissa on parametreja, on usein kéitevia aja-
tella, ettd kertoimet ovat parametrien rationaalifunk-
tioita:

h on a:n rationaalifunktio, h € Q(a), jos h = /g,
missé f, g € Q[a).

Ennen kuin paéstdédn asiaan, otetaan vield pari termia.
Joukko Q[z] on rengas, miké tarkoittaa, ettd voidaan
laskea yhteen ja kertoa, mutta kddnteisalkiota ei ole:
jos f on polynomi, niin 1/f ei ole polynomi (paitsi jos
f on vakio). Sen sijaan Q ja Q(a) ovat kuntia; néissa
myo6s kéddnteisalkio on olemassa, joten jos h on ratio-
naalifunktio, niin myés 1/h on rationaalifunktio. Nyt
voidaan kirjoittaa

f=ar*—5z+2¢cQa)x]

Samoin voidaan merkitd monen muuttujan tapaukses-
sa, esimerkiksi
b , ab? 3 1
= —x" + - x
/ a—’ "4 +b 4

a2
2ab

+ 2z € Q(a, b)[z, y].

Tassd ajatellaan, ettd f on polynomi muuttujien x ja
y suhteen, ja kertoimet ovat parametrien a ja b ratio-
naalifunktioita.

Jos sitten R on reaaliluvut, niin periaatteessa voitai-
siin tarkastella reaalikertoimisia polynomeja: f € R[z].
Tassé kirjoituksessa ei kuitenkaan tehda néin. Syy on
se, ettéd tarkoituksena on ottaa algoritminen nékokul-
ma; katsotaan mitd oikeasti voidaan késin laskea, tai
mité tietokoneelle voi ohjelmoida. Reaaliluvuilla ei voi
laskea, silld niille ei ole dérellistd esitysmuotoa. Muis-
tetaan, etté tietokoneet kayttavit liukulukuja (floating
point numbers), kun ne approksimoivat reaalilukuja.
Toisaalta jos jossain laskussa esiintyy vaikkapa luku 7,
niin sehédn on laskun kannalta kuten miké tahansa pa-
rametri, joten voitaisiin kirjoittaa

f=az342mx+31% € Q()|x].

Jatkossa polynomin kertoimet ovat padasiassa joko ra-
tionaalilukuja tai rationaalifunktioita.

Algebran peruslause

Olkoon f kuten yhtdlossd (1) ja oletetaan nyt, ettd
a; € Q ja a, # 0. Algebran peruslauseen mukaan f
voidaan kirjoittaa muodossa

f:otn(yc—bl)e1 ...(m—bk)ek’ (2)

missé b; # bj, kun i # j, ja &1 + - + € = n. Lu-
vut b;, jotka ovat f:n nollakohdat, ovat yleisesti ottaen
kompleksilukuja. Jos siis tiedet&én nollakohdat b; ja
niitten kertaluvut £;, niin polynomi voidaan aina jakaa
ettd x — b; on ensimméisen asteen polynomi. Sanotaan
vield, ettd nollakohta on yksinkertainen, jos sen kerta-
luku on yksi.

Usein on kuitenkin mukavampi kirjoittaa
f:an(x*bl)"'(:cfbn)v (3)

missd kaikki nollakohdat eivit vilttdmétta ole erisuu-
ria, vaan niitd toistetaan kertaluvun ilmoittama méaara.
Huomaa, etté yleisesti ottaen nollakohdat ovat yksin-
kertaisia, jos polynomin kertoimet valitaan ”satunnai-
sesti”.

Kertomalla auki ndhdéan, etta

by---b, = (_1)n‘LO
an
- (4)
bl + .. ern = — ,
an

miké on joskus hyodyllista.

Jos ei haluta kompleksilukuja, niin voidaan jakaa reaa-
lisiin tekijoihin. Muistetaan, ettd jos polynomin kertoi-
met ovat reaalisia, niin kompleksiset nollakohdat esiin-
tyvét liittolukupareina. Jos b on kompleksinen nolla-
kohta, niin

(x —b)(x —b) = 2> — 2Rbx + |b|*.

Saadaan siis toisen asteen tekiji 22 + cx + d, missi
c® —4d < 0. Tami johtaa “reaaliseen algebran pe-
ruslauseeseen”. Talloin polynomi (1) voidaan kirjoittaa
muodossa

f=an(x=by)--- (m—bg)(a:2+clx+d1) e (a:2+cka:+dk),

misséd bj, ¢; ja d; ovat reaalisia, 42k = n ja c? —4d; <
0. Esimerkiksi

ot +4 = (2% + 22+ 2)(2® — 22 + 2)
=@+1+d(z+1—-d)(z—14+9)(x—1—1).

Reaalinen perusmuoto voi joskus olla kdtevampi. Hyvin

usein tehtdvissd tarkastellaan vain reaalista tapausta,

jolloin kompleksiset nollakohdat tyypillisesti ovat epa-
oleellisia ratkaisun kannalta.
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Koska Q € R C C, niin sanotaan, ettd R on kunnan
Q kuntalaajennus, ja samoin C on sekd Q:n ettd R:n
kuntalaajennus. Ideana on, ettd koska yleensé polyno-
milla f € Q[z] ei ole nollakohtia Q:ssa, niin yritetdan
16ytad ne nollakohdat jostain isommasta joukosta. Al-
gebran peruslause siis sanoo, ettd C on riittdvan” iso:
aina 10ytyy tarpeeksi nollakohtia.

Jossain mielessd tdmaé intuitiivisesti selittdd, miksi re-
aaliluvuilla ja kompleksiluvuilla ei voi olla aérellista esi-
tysmuotoa: joukkojen R ja C taytyy olla valtavan isoja,
jotta sielld olisi nollakohdat kaikille polynomeille, jopa
reaali- ja kompleksikertoimisille, joten téllaisia joukko-
ja ei voi algoritmisesti késitella.

Tunnetusti ei ole mitdén algoritmia, milld nollakohdat
b; voitaisiin tarkasti laskea. Palataan myéhemmin tar-
kemmin siihen, mita johtopaatoksia tasta pitdisi vetaa.

Lukiotehtévissé ja kilpailutehtévissé esiintyvét polyno-
mit eivdt kuitenkaan missddn mielesséd ole ”satunnai-
sia”, vaan péinvastoin ne on varta vasten valittu siten,
ettd niilld on joitain erityisominaisuuksia. Esimerkiksi
naissa tehtévissa polynomeilla on usein nollakohtana 0,
+1 tai £2. Oletetaan siis, ettd tehtdvan ratkaisija 16y-
tdd tdméan kokeilemalla, ja pédsee sitten tdmén avulla
tehtavéssa eteenpéin.

Esimerkki 2. Syksyn 2016 ylioppilaskirjoituksissa oli
kaksikin tdméantyyppistd tehtdvda. Toisessa tarvittiin

23 4+ 622 — T =a(x—1)(x+7)
ja toisessa puolestaan
2" —60r — 8 =
(z —2)(2% + 22° + 42 + 82 + 1627 + 322 +4). ¥

Esimerkki 3. Pohjoismaisessa matematiikkakilpailussa
vuonna 2003 tehtava ratkesi, kun huomasi, etté

5
fzxg—x7+2x6—2x5+3x4—3x3—|—4x2—4x—|—§

5
=a(z—1)(2°+ 22" + 32° +4) + 3
Tehtévissa piti osoittaa, ettd f > 0 kaikilla z. Pk

Esimerkki 4. Baltian tie -matematiikkakilpailuissa
vuonna 1993 tehtdvin ratkaisu edellytti, ettd jaetaan
polynomi

f=a2—a%—a2t4+1

keen helposti loydetaén
f=(-1%(x+1)@*+1)*@" +1).

Téssé piti osoittaa, ettd jos x on pariton, niin f/512
on kokonaisluku. PAY

Niitten esimerkkien perusteella voidaan péétella, etté
jos yliopppilaskirjoituksissa tai matematiikkakilpailuis-
sa esiintyy polynomitehtévid, on yllattdvan suuri to-
dennékéisyys, ettd tehtavé ratkeaa, kun kokeilee mité
tapahtuu, kun x = +1 tai z = £2.

Yritetadn kuitenkin nyt katsoa systemaattisesti, mita
voidaan tehdé silloin kun arvaamalla ei paéstd eteen-
pain.

Jakolasku

Léhdetédan liikkeelle jakolaskusta. Muistetaan ensin, et-
ta jos on annettu kokonaisluvut m ja k, niin on olemas-
sa 0 < r < k ja q siten, etta

m=qk+r.

Sanotaan, ettd g on osamééré ja r on jakojddnnds. Jos
ei olla kiinnostuttu osaméérasté, on tapana merkité

m=r mod k

Polynomeille voidaan maééritelld samantapainen jako-
lasku:

Jos on annettu polynomit f ja g, niin on olemassa
yksikésitteiset polynomit ¢ (osaméérd) ja r (jako-
jAAnnos) siten, ettd

f=a9+r

ja deg(r) < deg(g).

Yksikésitteisyyden osoittamisen jatan harjoitustehta-
véiksi. Seuraava algoritmi takaa olemassaolon. Olkoon
annettu polynomit f ja g, ja LT(f) = a,a™ ja LT(g) =
Cma™; tAll5in merkinté LT(g) [LT(f) (luetaan: LT(g) ja-
kaa LT(f):n) tarkoittaa, ettd n > m, jolloin

LT(f) _

an n—m

LT(9) cm

on hyvin méaéritelty termi. Seuraava algoritmi laskee
osamédréin ja jakojadnnoksen.

Algoritmi 1 OSAMAARA JA JAKOJAANNOS

Input: polynomit f ja g, g # 0.

Output: polynomit ¢ ja r siten, ettd f = qg + r ja
deg(r) < deg(g)

: q:=0; r:=f;

: while r # 0 ja LT(g)|LT(r) do
- LT(r)

1= a4+ 1)

o LT(r)
4: ri=r— CT(9) g
5

: end while

N =

b

Algoritmin rivilla 4 jakojaannoksen isoin termi kumou-
tuu, joten deg(r) pienenee joka askeleella. Tamén ta-
kia ennemmin tai mydhemmin joko r = 0 tai deg(r) <
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deg(g), jolloin algoritmi tulee ulos while silmukasta,
mik4 todistaa, ettd algoritmi pdattyy. Algoritmi on it-
se asiassa kédytdnnossd sama kuin kokonaislukujen ja-
kaminen jakokulmassa.

Yksinkertainen jakolasku on yllattdvan tehokas tyoka-
lu.

Esimerkki 5. Britannian matematiikkaolympialaisissa
vuonna 2007 piti laskea

1+ 2007* 4 20084
14 20072 4 20082°

Tietenkin tdmén voi laskea suoraan, mutta osoittajaan
tulee 14-numeroinen luku, joten tdmé olisi hyvin tyo-
listd késin laskien. Olkoon f = 1+ 2% + (z + 1)* ja
g=1+22+ (z + 1)?; jakolasku antaa

f=@"+z+1)g,
joten vastaus on 1 + 2007 + 20072 = 4030057. PA

Esimerkki 6. Baltian tie matematiikkakilpailussa
vuonna 1992 oli seuraava tehtéva.

Oletetaan, ettd a? +b%+ (a+b)? = 2 +d% + (c+d)>.
Todista, ettd a* + b* + (a + b)* = ¢t + d* + (c + d)*.
Olkoon

f=ad" +b*+(a+b)* -t —d* — (c+d)*,
g=a®+b*+(a+b)?—c*—d?—(c+d)>

Tehtdva voidaan nyt muotoilla seuraavasti.
Jos g =0, niin f =0.

Mutta nythédn ratkaisu saadaan heti: viite voi olla tot-
ta tdsmaélleen silloin kun g on f:n tekija. Toisin sanoen
kun f jaetaan g:1la, niin jakojadnnéksen pitéisi olla nol-
la.

Nyt tietysti olisi luontevaa ajatella, ettd f, g €
Qla, b, ¢, d], koska kaikki muuttujat ovat tavallaan sa-
manarvoisessa asemassa. Mutta jakolaskualgoritmin
kannalta voidaan yhtd hyvin ajatella vaikkapa, ettéd a
on "muuttuja’”, ja muut ovat "parametreja”, jolloin voi-
daan ajatella, ettd f, g € Q(b, ¢, d)[a].

Nyt jakolaskualgoritmi antaa
f=q9=(a®>+ab+b*+c*+cd+d*yg,

mikd todistaa véitteen. Vaikeaksi tarkoitettu tehtava
ratkeaa siis algoritmisesti suoraan laskemalla. Huomaa,
ettd tédssd tehtdvin ainoa vaikeus oli siiné, ettéd piti ni-
metéd polynomit f ja g. PAY

Yleisesti ottaen polynomitehtédvissé ongelma on tapana
muotoilla yhtaloitten avulla, eiké oleellisia polynomeja
suoraan mainita. Tehtévissa siis aina kannattaa nimeta

ne polynomit, joita tarkastellaan. Tuntuu ehké hassul-
ta, ettd asioitten nimedminen ”oikein” ratkaisee tehté-
van. Tamén voi mieltdd niin, ettd kun polynomit on
nimetty, niin automaattisesti tdméa ohjaa ajattelua oi-
keaan suuntaan. Katsotaan vield toinen esimerkki tél-
laisesta ilmiosta.

Esimerkki 7. Matti Lehtisen tehtavikokoelmassa Kil-
pailumatematiikan lajeja ja periaatteita oli seuraava
tehtéava.

Oletetaan, etté,
abc =1,
atbie=tyiql
a b ¢
Osoita, ettd a =1 tai b= 1 tai c = 1.
Huomaa, etté véite
a=1ltaib=1taic=1
on ekvivalenttia sen kanssa, etta
h=(a—-1)(b-1)(c—1)=0.
Olkoon fy = abc —1 ja
fi=abc(a+b+c)—ab—ac— be.
Tehtévé voidaan nyt muotoilla seuraavasti.

Oletetaan, ettd fo = f1 = 0. Osoita, ettd h = 0.

Olkoqn edelleen fl =a+b+c—ab—ac—bec. Jos fo =0,
niin f; = f1. Téstd saadaan muotoilu:

Oletetaan, ettd fy = fl = 0. Osoita, ettd h = 0.

Mutta nyt heti ndhddén, etta

h:f0+f17

miké todistaa vaitteen. PAY

SYT

Jakolaskun avulla voidaan helposti laskea suurin yh-
teinen tekijd (ged, greatest common divisor) polyno-
meille; algoritmi on tuttu Eukleideen algoritmi, jolla
lasketaan kokonaislukujen suurin yhteinen tekji. Jos
on annettu polynomit f ja g, niin merkitddn dskeisen
algoritmin antamaa jakojaannostd r = rem(f,g). Li-
siksi on kitevia ottaa kiayttoon seuraava merkinté: jos
LT(f) = a,z™, niin isoimman termin kerroin (leading
coefficient) on LC(f) = a,.
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Algoritmi 2 SUURIN YHTEINEN TEKIJA

Input: polynomit f ja g #0
Output: syt(f,g)
a:=f;b:=y;
while b # 0 do
r :=rem(a,b)

a:=b
b:=r
end while

syt(f,g) := a/LC(a)

Koska jakojadnnoksen aste pienenee joka askeleella,
niin algoritmi paattyy.

Suurimman yhteisen tekijan avulla ndhdaan, onko kah-
della polynomilla yhteisid nollakohtia; f:114 ja g:114 on
yhteisid nollakohtia, jos deg(syt(f,g)) > 0. Tamén sel-
vittdminen on tdysin algoritmista, eikd se riipu siité,
osataanko nollakohtia laskea. Jos siis "unohdetaan” al-
gebran peruslause, niin joka tapauksessa on voimassa
seuraava tulos.

Olkoon f, g € Q[z]. Jos syt(f, g) = 1, niin tehtavalla
f = g = 0 ei ole ratkaisuja.

Huomaa erityisesti, ettd tdméa ei riipu siitd mistd Q:n
kuntalaajennuksesta ratkaisua etsitdan.

Esimerkki 8. Kanadan matematiikkaolympialaisissa
vuonna 1988 oli seuraava tehtava.

Olkoon f = 1988x2 + bz + 8891 ja g = 889122 +
bz + 1988; milla b:n arvoilla polynomeilla f ja g on
yhteinen tekija?

Téssikin tehtéva ratkeaa heti, jos huomaa kokeilla, mi-
td tapahtuu, kun x = £1. T&ll6in ndhd&an heti, ettd
b = +10879 ja vastaava yhteinen tekijé on = 4 1.

Jos edetddn algoritmisesti, niin lasketaan ensin

= 9993 4 1 10879)

r=rem(f,g) = oo

ja sitten

8891

7z (b — 118352641).

ro =rem(g,r) =

Jos on yhteisia tekij6itd, niin ro = 0, ja tdstd saadaan
arvaamalla 16ydetty ratkaisu. PA

Esimerkki 9. Pohjoismaisessa matematiikkakilpailussa
vuonna 2009 oli seuraava tehtéva.

Olkoon f = x'7 4+ 23 +2° —902* + 2 — 90; tiedetiin,
ettd f:114 on tekija g = 22 + = + a. Miké on a?

Téasséd vaiheessa lukija varmaankin jo arvaa, ettd a =
+1 tai a = 2.

Jos g on tekijé, niin jakojadnnods on nolla. Lasketaan
jakojaannos:

f=qg+r, missi
r = hll‘ + ho ja
ho = —8a® + 84a” — 258a° + 3654° — 276a*
+ 114a® — 116a® + 93a — 90,
hi = a® — 36a” + 211a® — 483a° + 565a*
— 370a® + 137a® — 209a + 94.
Téassd ensin ajatellaan, ettd f ja g ovat x:n polyno-
meja ja a on parametri, eli f, g € Q(a)[x], ja sovel-
letaan jakolaskualgoritmia z:n suhteen. Nyt jakojaéan-
nés on 7 = hix + ho, missid h; ovat polynomeja a:n
suhteen, ja jakojadnnos on nolla, jos polynomeilla hg
ja hy on yhteisid nollakohtia. Nyt suoraan laskemalla
syt(ho, h1) = a— 2, joten vastaus on a = 2. Laskut ovat
helpompia, jos huomaa, etté
f=a'" 421 + 25 - 90zt + 2 — 90
= (174 + 1) (1:13 +x— 90).
Selvésti g:n téytyy olla polynomin f =B 42 -90

tekijé, ja jakolasku antaa nyt

N

f=dqg9+7

= iAllz + ilo

ho = —6a° + 35a° — 56a* + 364> — 10a% 4 a — 90
hi = a® — 21a® + 70a* — 84a® + 454 — 11a + 2.

=

Luonnollisesti edelleen syt(hg, h1) = a — 2. Phe

Neliovapaa polynomi

Palataan sitten kaavaan (2). Jos ollaan ensisijaisesti
kiinnostuttu nollakohdista, ja kertaluvut eivét ole niin-
kédan oleellisia, niin voisi olla mukavampi analysoida
polynomia

fred = (x—bl)--~(a:—bk).

Sanotaan, ettd freq on f:n reduktio, ja ettd f on nelié-
vapaa (squarefree), jos f = fred- Jos f ei ole neliGvapaa,
niin deg(fred) < deg(f), joten siirtyminen redusoituun
polynomiin alentaa astetta, mikd puolestaan helpottaa
tehtévin analyysid. Mutta miten redusoitu polynomi
voitaisiin laskea? Nollakohtiahan ei tunneta.

Jos b on f:n nollakohta, jonka kertaluku on ¢, niin tal-
16in voidaan kirjoittaa

f=(z—b)'n(),
missé h(b) # 0. Mutta talloin edelleen

f/ — E(.’L‘— b)é_lh—l— (a: _ b)eh/ — (.7;— b)g_lﬁ.
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Toisin sanoen (z — b)*~! on f:n ja f":n tekiji, ja kun
tdma tekijd poistetaan f:std, saadaan

f() = ((E — b)h
Téassd padstiin eroon moninkertaisesta nollakohdasta,
kun jaettiin f:n ja f’:n tekijalla. Mutta edelld on esi-
tetty algoritmi suurimmalle yhteiselle tekijélle, eiké al-
goritmissa tarvitse tietdd nollakohtia. Siispa

S

syt(f, f')

Toisella tavalla ajateltuna téssd f jaetaan kahteen te-
kijaan:

fred =

f=syt(f, ') fred-

Usein (tai aina) tehtéva helpottuu, jos loydetdén jokin

sia tekijoitd erikseen.

Esimerkin 4 tapauksessa saadaan syt(f, f/) = o* — 1,
joten

1)(2® —1).

2?2 — g8 —at 41 = (2t -

Redusoituun polynomiin siirtyminen helpottaa tehta-
vad jo siind, ettd polynomin asteluku pienenee, mutta
on itse asiassa toinenkin térked syy, miksi tdmé reduk-
tio kannattaa tehdi. Palataan tdhan sitten myohem-
min.

wxMaxima, Sage ja Wolfram Alpha

Edelld esitellyt algoritmit on toteutettu varmaankin
kaikissa symbolisen laskennan ohjelmistoissa. Esimer-
kiksi wxMaximassa on komento divide, joka laskee osa-
madran ja jakojadnnoksen, ja komento ged, joka laskee
suurimman yhteisen tekijan.

Tarkemmin wxMaxima?® on kéayttoliittyma Maximaan?.

Néamé ovat vapaita ohjelmistoja, ja itse asiassa wx-
Maximaa voi kayttda ylioppilaskirjoituksissa. Siis kaik-
ki edelld mainitut esimerkkitehtévét olisivat ratkenneet

3https:/ /wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/
4https://maxima.sourceforge.io/
Shttps://www.sagemath.org/index.html
Shttps://jupyter.org/

parissa minuutissa, jos ne olisivat olleet ylioppilaskir-
joitustehtévid. Esimerkissé 7 ei tosin tarvinnut jakolas-
kua, mutta se olisi helposti ratkennut myos toisella ta-
valla muuttujia eliminoimalla, ja tAméakin onnistuu wx-
Maximalla. Palataan muuttujien eliminointiin tarkem-
min myohemmin.

Myo6s Sage on ilmainen ohjelmisto, jolla voi laskea se-
ki symbolisesti ettd numeerisesti [1].> Sagea on ehki
kitevintd, kiyttdd Jupyterin avulla.b

Netissd on lisdksi vapaasti kéytettavissa Wolfram Alp-
ha, jonka avulla voi helposti laskea téssa kirjoituksessa
olleet esimerkit.” Téssd on taustalla Mathematica®, jo-
ka on maksullinen ohjelma. Toinen hyva maksullinen
ohjelma on Maple.”

Jatkuu ensi numerossa

Ensi kerralla katsotaan tarkemmin polynomien nolla-
kohtien ratkaisemista. Erityisesti tarkastellaan kriitti-
sesti ratkaisukaavoja ja juurilausekkeita ja paddytddn
sithen, ettd jos ne eivit ehké ole taysin hyodyttomia,
niin ainakin niitten merkitystd on vahvasti liioiteltu.
Jakolaskualgoritmi sen sijaan osoittautuu edelleen hyo-
dylliseksi tyckaluksi.

Viitteet

[1] G. V. Bard, Sage for undergraduates, American
Mathematical Society, 2015.

[2] D. A. Cox, J. Little, and D. O’Shea, Ideals, varie-
ties, and algorithms, 4th ed., Undergraduate Texts
in Mathematics, Springer, Cham, 2015, An intro-
duction to computational algebraic geometry and
commutative algebra.

"https:/ /www.wolframalpha.com /examples/mathematics/algebra/polynomials

8https://www.wolfram.com /mathematica/
Yhttps://www.maplesoft.com/
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Matematiikkadiplomit vuoden 2022 alusta syyskuun

puoliviliin
Marjatta Nddtanen

Uusia vastauspyyntoja Solmun matematiikkadiplomei-
hin tuli 298 kpl nailtd 93 paikkakunnalta:

Akaa, Alajarvi, Alavus, Asikkala, Bryssel, Espoo, Eu-
rajoki, Harjavalta, Hattula, Helsinki, Hollola, Hyvin-
kaa, Iisalmi, Ikaalinen, Ilmajoki, Joensuu, Jokioinen,
Joroinen, Jyvaskyld, Jamijarvi, Jarvenpad, Kaarina,
Kangasala, Karkkila, Kauhajoki, Kempele, Kerava,
Kirkkonummi, Kokkola, Kontiolahti, Kotka, Kouvola,
Kuhmoinen, Kuopio, Kuusamo, Kéarkola, Lahti, Laihia,
Lapinlahti, Lappeenranta, Lapua, Laukaa, Liminka,
Loimaa, Mikkeli, Muhos, Mustasaari, Muurame, Mént-
sdla, Nokia, Nurmijarvi, Orimattila, Orivesi, Oulu, Ou-
lunsalo, Parkano, Pirkkala, Pori, Pyh&ajarvi, Poytya,
Raahe, Raasepori, Raisio, Rauma, Rautalampi, Riihi-
méki, Rovaniemi, Ruokolahti, Salo, Sastamala, Sauvo,
Savitaipale, Savonlinna, Seindjoki, Siikajoki, Siilinjar-
vi, Sipoo, Somero, Tallinna, Tampere, Turku, Tuusula,
Ulvila, Utajéarvi, Utsjoki, Uusikaupunki, Vaasa, Valkea-
koski, Vantaa, Vihti, Ylivieska, Y1&jirvi, Adnekoski.

Vastauspyyntojé laaja-alaisiin tehtdvapaketteihin tuli
6 kpl nailtad neljaltd paikkakunnalta: Espoo, Helsinki,
Sauvo, Tampere.

On hienoa, ettd opettajat tarjoavat oppilailleen mah-
dollisuuden matematiikan harrastamiseen! Koko maan
tilanne sen sijaan ei todellakaan naytd hyvéltd: Kan-
sallisen koulutuksen arviointikeskus Karvin viime vuo-
den lopulla tehdyn arvioinnin mukaan erityisesti mate-
matiikan osaamisen taso on laskenut yhtédjaksoisesti jo

vuodesta 2000. Arvioinnissa todettiin, ettd osaamisen
taso on aidosti laskujohteinen riippumatta esimerkiksi
koronapandemiasta johtuvista syisté.

Suomen sijoitus Pisa-tuloksissa on laskenut yhtéjaksoi-
sesti vuodesta 2006 alkaen kaikilla Pisa-tutkimuskier-
roksilla, joista suhteellisesti eniten sijoituksemme on
pudonnut matematiikan osaamisessa. Heikentyva ma-
tematiikan ja luonnontieteiden osaaminen on omiaan
vaikeuttamaan jo nyt laajamittaista osaajapulaa, joka
on elinkeinoeldmén pullonkaula. Innovaatiot, joita tar-
vitaan ilmastonmuutoksen ja muiden uhkien selvitta-
miseen, ovat uhattuna.

Matematiikan tuntien kéytto nopeasti vanhenevien oh-
jelmistojen ja koneiden kayton opetteluun on virhe, jo-
ka pitéisi jo myontéd ja palauttaa matematiikka omil-
le oppitunneilleen. Térkedn hienomotoriikan harjoitte-
lua ei myoskaédn tulisi laiminlyoda. Matematiikan oppi-
mistulosten tason nostaminen vaatii toimia koulun jo-
ka tasolla. Monissa kouluissa ei ole patevid matematii-
kan opettajia. Luokanopettajakoulutuksessa on lisét-
tava tuleville luokanopettajille valmiudet opettaa ma-
tematiikkaa, opettajille tarjottavan matematiikan li-
sakoulutuksen saatavuutta on parannettava. Matema-
titkan opetuksen siséltojen ja opetustapojen suunnit-
telussa tulee alkaa kuunnella matemaatikkoja. Mate-
matiikan vetovoiman parantamiseksi tarvitaan mate-
matiikan opetuksen sisdltéjen modernisointia nykytek-
niikan tarvitsemaan suuntaan. T&hén tarvitaan hy-
vd perusosaaminen, jolle rakentaa. Algebran merki-
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tys on ymmérrettiavi, symboleilla (kirjaimilla) on to-
tuttava ”laskemaan”, muuten jatko lukiossa takkuaa.
Esimerkiksi alkeellisen lukuteorian voisi ottaa lukion
kurssien joukkoon sisdltden jadnnosluokkien algebran
ja RSA-algoritmin esittelyn. Trigonometrian yhtey-
teen olisi otettava kompleksilukujen alkeisominaisuu-
det. Geometriassa tulisi painottaa todistamista laske-
misen sijaan; todistaminen on hyvéda harjoitusta loo-
giseen ajatteluun. Matematiikan ja tilastotieteen mer-
kitysta yliopisto-opinnoissa korostaa, ettéd aloituspaik-
koja on lisatty aloille, joilla matematiikalla on merki-
tystd. Koulukurssien kertaaminen enéé téssé vaiheessa
on vaikeaa. Jos matematiikan valmiudet eivit riitdkaan
opiskeluun yliopistossa, voi seurauksena olla opintojen
venyminen, keskeytyminen tai alan vaihto. Sama pétee
opiskeluun ammattikorkeakoulussa ja muissa oppilai-
toksissa aloilla, joilla matematiikan ja luonnontieteiden
pohjatiedot ovat tarkeita.

Matematiikan osaamisen merkitys on saatava yleiseen
tietoisuuteen ja alan vetovoimaisuutta on parannetta-
va, my0s medialla on tédssd oma vastuunsa.

Diplomien vastauksia voi edelleen pyytdd osoitteesta
juha piste ruokolainen at yahoo piste com, Helsingin
yliopiston osoitteen kayttdoikeuteni loppuu, mutta mi-
nuun saa tarvittaessa yhteyden Juha Ruokolaisen kaut-
ta.

Solmun matematiikkadiplomeilla on tekijanoikeudet;
aineisto on mééritetty suomen kielelld matematiikka-
lehti Solmun verkkosivuilla julkaistavaksi. Ellei oppi-
laiden suomen kielen osaaminen riité, voi opettaja aut-
taa tekstien ymmaértdmisessa. Samalla opitaan suomea
kielikylvyn tyyliin. Solmun sivuilla on myo6s selityk-
sin tdydennetty matematiikan verkkosanakirja suomi-
englanti, jota voivat englantia osaavat hyodyntéé diplo-
mitehtéviad ratkoessaan.
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N

Suorakulmio

Jukka Liukkonen
Mat. yo. evp.

Suora kulma ja suorakulmainen kolmio

Yksi mieltdni kauimmin askarruttaneista késitteista on
suora kulma. Jos otan késittelyyn L-kirjaimen muo-
toon vddnnetyn rautalanganpétkin ja veddn tuon ai-
noan kulman suoraksi, tuloksena ei suinkaan ole suora
kulma, vaan suoran kulman tuhoutuminen. Mielesté-
ni suoran kulman tulisi olla suora, siis sellainen, joka
ei ole kulma ensinkdan. Luku nolla on joskus keksit-
ty ilmoittamaan jonkin olevaisen paljoutta silloin, kun
tuota olevaista ei ole lainkaan. Siksi suoraksi vdédnnetty
rautalanka on mielestédni nollakulman ilmentyma. Mut-
ta kun ei: matematiikan kaanonissa nollakulma tarkoit-
taa sitd kulmaa, jossa kulmaa eli &killistd suunnanmuu-
tosta on eniten. Siind rautalangan pédat osoittavat sa-
maan suuntaan.

Geometrian luultavasti jumalallista alkuperéa oleva no-
menklatuuri on ymmaértdikseni asia, johon en pysty
vaikuttamaan. Vaikka suora kulma ja nollakulma ovat
mielestdni yksi ja sama asia, jatkan perinteiselld lin-
jalla. Elamén helppoudellakin on oma merkityksensa.
Olkoon siis suora kulma yhtd kuin kohtisuora kulma,
sellainen 90 asteen tai /2 radiaanin suuruinen kulma.
Kolmioista tai muista monikulmioista puhuessani tar-
koitan kulmilla vain kérkikulmia, en niitd 180 asteen
kulmia, joita on ylinumeroituvasti déreton méaara kar-
kipisteiden véleissd. Téssdkin noudatan vakiintunutta
puhetapaa. Yhdesté periaatteestani en kuitenkaan luo-
vu: kutsun suorakulmaiseksi kolmioksi ainoastaan sel-
laista kolmiota, jonka kaikki kulmat ovat suoria. Eh-
dottomasti! Mité jarked on siind, ettd kolmiota, jonka

kulmista alle 34 % on suoria, kutsutaan suorakulmai-
seksi? Sehén on yhtd holméé kuin jos pianon, viulun ja
sellon muodostamaa kokonaisuutta kutsuttaisiin pia-
notrioksi. Tuota ... tdmé ei tainnut olla osuva vertaus.

Olen piirtdnyt aidon suorakulmaisen kolmion kuvaan 1.
En viitsi merkitd kulmiin niitd tuttuja vikésid, suoran
kulman merkkeja, silla kaikki tdmén artikkelin kulmiot
ovat suorakulmioita.

Kuva 1. Suorakulmainen kolmio.

Suoraan kulkeminen kaareutuvalla pin-
nalla

Opiskelijariennoista kotiutuessani minulla oli joskus
vaikeuksia kulkea suoraan. Nyt jalkikdteen ymmaérran,
ettd hankaluudet johtuivat maapallon pinnan kaareu-
tumisesta. En ollut perehtynyt kaareutuvien pintojen
geometriaan tarpeeksi syvillisesti. En yksinkertaisesti
edes tiennyt, mitd suoraan kulkeminen kaareutuvalla
pinnalla tarkkaan ottaen tarkoittaa.
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Newtonin inertialain mukaan kappale jatkaa suoravii-
vaista liikettd vakionopeudella, ellei sithen vaikuta mi-
tddn voimia. Voiman vaikutus ilmenee kiihtyvyytené.
Seké nopeus v ettd kithtyvyys a ovat vektorisuureita,
ts. niilld on suuruus ja suunta. Jos v ja a ovat yhden-
suuntaiset, siis saman- tai vastakkaissuuntaiset, liike
sdilyy suoraviivaisena. Liikkeen suunta muuttuu tés-
maélleen silloin, kun a on erisuuntainen kuin v. Kiih-
tyvyysvektori a voidaan jakaa nopeusvektorin suun-
taiseen komponenttiin a| ja sitd vastaan kohtisuoraan
komponenttiin a | :
a-v

aH = —,

a=a|+ag, P

a, =a— aH .
Liike on suoraviivaista, jos ja vain jos a; = 0.

Seuraavaksi ajatellaan, ettéd piste lilkkuu kolmiulottei-
sessa euklidisessa avaruudessa E? kaareutuvaa kaksi-
ulotteista pintaa S pitkin. Tuo pinta voisi olla esi-
merkiksi pallon pinta. Koska pinta kaareutuu, liike ei
yleensé ole suoraviivaista kolmiulotteisessa avaruudes-
sa asustavan kolmiulotteisen tarkkailijan nédkékulmas-
ta. Entapa jos liikettd tarkkailee pinnalla asustava kak-
siulotteinen tarkkailija Lettu? Hé&n ei péddse irtaantu-
maan pinnasta eikd suoraan havaitse kolmatta ulottu-
vuutta.

Keskinopeus on paikan muutos jaettuna aikavéilin pi-
tuudella. Paikan muutos on vektori. Se on sitd enem-
mén pinnan S suuntainen, mitéd lyhyempi on aikavili.
Hetkellinen nopeus saadaan raja-arvona, kun aikavé-
lin pituus kutistetaan nollaan. Taten pinnalla tapahtu-
van liikkeen nopeusvektori on aina pinnan suuntainen.
Tuon nopeusvektorin Lettu havaitsee. Kiihtyvyysvek-
torin komponentti @ jaetaan pinnan suuntaiseen kom-
ponenttiin al ja pintaa vastaan kohtisuoraan kompo-
nenttiin af. Silloin

1L
aL:aJ_+al, I

a:a|‘—|—aj_—|—af.
Kummankin yhtélon oikealla puolella esiintyvait vekto-
rit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.! Vain pinnan
suuntaiset komponentit a| ja a!l_ nayttaytyvit Letun
havaintomaailmassa. Siitd johtuen Lettu pitda liiketta
suoraviivaisena, jos a! = 0. Toisin sanoen: liike pin-
nalla on suoraviivaista tdsmaéalleen silloin, kun kiihty-
vyysvektorin nopeusvektoria vastaan kohtisuora kom-
ponentti on kohtisuorassa myos pintaa vastaan. Tall6in
liikkkuvalla pisteelld ei ole pinnan suuntaista kiihtyvyyt-
td muissa suunnissa kuin mahdollisesti liikkeen ja sa-
malla liikeradan suunnassa.

Letun havaintomaailman geometriaa voidaan pitéda
pinnan S sisdisend geometriana. Nopeusvektorin v it-
seisarvoa |v| sanotaan vauhdiksi tai ratavauhdiksi. Lii-
kerataa pitkin voidaan kulkea myos tasaisella vauhdilla,
esimerkiksi yksikon suuruisella vauhdilla. Onkin yksin-
kertaisempaa madritelld pinnan siséisessd geometriassa
suorat viivat eli geodeesit tasavauhtisen liikkeen avulla:

van pisteen liikerata on geodeesi, jos liikkeen kiihty-
vyysvektori on kohtisuorassa pintaa vastaan.

Pallopinnalla geodeesit ovat isoympyrédn kaaria tai nii-
den patkia. Isoympyralla tarkoitetaan pallon keskipis-
teen kautta kulkevan tason ja pallopinnan leikkausym-
pyrad. Téaten kaikki pituuspiirit ovat geodeeseja, mut-
ta leveyspiireistd ainoastaan péivantasaaja on geodeesi.
Isoympyra kokonaisuudessaan on maksimaalinen geo-
deesi siind mielessé, etta ei ole pidempéa geodeesia, jo-
hon isoympyré sisdltyisi aitona osana.

Monikulmiot pinnoilla

Tasomonikulmion perdkkaisid kérkid yhdistavit sivut
ovat janoja, tason suoria viivoja. Pinnalla S monikul-
mion sivuilta vaaditaan, ettd ne ovat geodeeseja. Kuvan
1 esittdmén pallokolmion sivut kulkevat isoympyroita
pitkin, joten pallokolmio on ihan laillinen monikulmio.
Samoin ovat kuvien 2 ja 3 esittdmét suorakulmiot.

Kuva 2. Pdivintasaaja on esimerkki suorakulmaisesta
0-kulmiosta. Mikd tahansa muukin isoympyrd kelpaisi
esimerkiksi. Isoympyran kaikki kulmat todellakin ovat
suoria, silld implikaatio “x on isoympyran kulma = x
on suora kulma” on tosi kaikilla x.

Kuva 3. Kun pallon navat yhdistetdidan toisiaan vastaan
kohtisuorilla isoympyrin kaarilla, syntyy suorakulmai-
nen 2-kulmio.

Pallopinnalle saadaan téten piirrettyd suorakulmaiset
nolla-, kaksi- ja kolmikulmiot. Suorakulmaisen yksikul-
mion piirtdmistd varten siirrytdan kartiopinnalle. Piir-
tdmisen ideaa on havainnollistettu kuvissa 4 ja 5. Jos
kartion terdva kérki héiritsee, se voidaan tarvittaessa

INollavektorin ajatellaan olevan kohtisuorassa kaikkia muita vektoreita vastaan.
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korvata tasaisen pyoreélla huipulla, joka saumattoman
siledsti liittyy muuhun kartioon. Myos kaksi- ja kol-
mikulmaiset suorakulmiot voidaan toteuttaa kartiopin-
nalla. Mitenkohdn ne saadaan aikaan?

B

>

Kuva 4. Suoran ympyrdpohjaisen kartion vaippa syn-
tyy, kun ympyrasektorin vaaka- ja pystysivu litmataan
yhteen, jolloin pisteet A ja B yhtyvat. Punaisesta vii-
vasta tulee tdlloin suorakulmainen 1-kulmio kuvan 5
mukaisesti.

Kuva 5. Suorakulmainen 1-kulmio kartiopinnalla.

Jarjestyksessd seuraavana on suorakulmainen nelikul-
mio. Sitd kutsutaan my6s suorakaiteeksi syysté, jota
en milloinkaan ole ymmartinyt. Mikd ihmeen kaide? Ei
mene minun pirtaani, ei sitten millddn. Kuvassa 6 pais-
tattelee sddnnollinen suorakulmainen tasonelikulmio eli
nelié. Siind on neljé yhta pitkédd sivua. Neliot ovat ny-
kyisin hurjissa hinnoissa varsinkin padkaupunkiseudul-
la. Matemaatikoilla on erinomainen tilaisuus vaurastua
myymalld neligitd. Toisaalta norjalaisen Niels Henrik
Abelin (1802-1829) esimerkki osoittaa, ettd matema-
tiikan kirkkaimmat helmet hioutuvat vaatimattomissa,
suorastaan kurjissa olosuhteissa. Yliopistojen rahoituk-
sesta vastaavat poliittiset padttajat tietavit tdméan var-
sin hyvin.

Kuva 6. Nelié kiusasi viisauden ystdavid jo antiikin
Kreikassa. Nelion sivut ja ldvistdji eivdt tahtoneet
mahtua samaan maailmankaikkeuteen, mikd romahdut-
ti monen oppineen miehen maailmankuvan (ks. [1],

kappale 4.4.)

Suorakulmaisen nelikulmion kulmien summa on 360°
eli tdysi ympyrd. Onko silloin mahdollistakaan, ettd
suorakulmaisessa monikulmiossa olisi enemmén kul-
mia kuin neljé, esimerkiksi viisi? Ongelmaa voidaan 1&-
hestyé kidnteisesti ajattelemalla kolmiulotteiseen ava-
ruuteen suljettu murtoviiva, jossa on viisi suoraa kul-
maa kuten kuvassa 7. Sen jélkeen aletaan miettié, mil-
laisella pinnalla kyseinen murtoviiva saattaisi pouk-
koilla. Luonnonvoimat voidaan valjastaa mielikuvi-
tuksen avuksi: murtoviiva vddnnetddn rautalangasta,
kastetaan saippualiuokseen ja kas, saippuakalvo aset-
tuu kauniisti kaareutuvaksi rautalangan reunustamaksi
pinnaksi. Ajatuksissa pintaa jatketaan hieman laajem-
malle, jolloin rautalanka ei endé ole reunalla. Huomaa,
ettd avaruuden E3 jana on aina geodeesi, sijaitsipa se
milld pinnalla tahansa. Miksi?

e

Kuva 7. Kun suorakulmainen rautalankavidnnés kas-
tetaan saippualiuokseen, saippuakalvo muodostaa pin-
nan, ja rautalanka on sen reuna. Luonnonvoimat pyr-
kivdt minimoimaan kalvon pinta-alan. Siksi ndin syn-
tyneitd pintoja sanotaan minimipinnoiksi.

Rautalangasta vdadntdmélla on mahdollista tuottaa
n-suorakulmioita my6s kulmamaéarilla n > 5. En ha-
lua artikkelin loppuosasta saippuaocopperaa, joten pa-
laan kartiomallin pohdintaan. Onnistuisiko suorakul-
mion tuottaminen suurilla kulmamé&érilla, jos sivusta
auki leikatun kartion vaippaa jatkettaisiin ruuvimai-
sesti itsensé pédlle niin, ettd huippukulmasta tulisi rei-
lusti isompi kuin tdysi ympyrd? Sen jilkeen ylileved
helma pliseerattaisiin kuin hame ja liimattaisiin hal-
kio umpeen. Vekkihameen terdvid vekkejd ei saa syn-
tyd, vaan helman tulee kaareutua siledsti. No, onnistuu-
han se! Pinnan ja monikulmion konstruktio selitetdan
tarkemmin kuvan 8 yhteydessd. Niin ollen jokaista ei-
negatiivista kokonaislukua n kohti on olemassa pinta,
jolle voidaan piirtaéd suorakulmainen n-kulmio.
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Kuva 8. Kuvan 4 esittdmdn rakennuspalan kopioita voi-
daan liitmata toisiinsa mielivaltainen mdadrd. YIld pala-
sia on n kappaletta. Aluksi sivu By liimataan sivuun
As, sitten By litmataan sivuun As ja niin edelleen. Si-
vu B; litmataan aina sivuun A;+1 kunnes lopuksi vii-
meisen palasen sivu B,, liimataan ensimmdisen palasen
stvuun Ai. Origo O on ainoa kaikille palasille yhteinen
piste. Koska jo neljistd palasesta kertyy tdysi kierros,
tilkkuhelma pitdd poimuttaa sinikdyrdin lailla tasaisesti
aaltoilevaksi siledksi pinnaksi, poimukartioksi. Punai-
nen viiva muodostaa silloin suorakulmaisen n-kulmion
kaksiulotteiselle poimukartiopinnalle.

Poincarén kiekko

Kolmas ja matemaattisesti ehké yksinkertaisin ja kau-
nein tapa tuottaa monikulmaisia suorakulmioita on
piirtdd ne eraille pinnalle, joka ei mahdu kolmiulot-
teiseen euklidiseen avaruuteen, mutta kuusiulotteiseen
avaruuteen E° se ainakin mahtuu. Onneksi tuo pinta on
mahdollista projisoida tason avoimeksi origokeskiseksi
yksikkokiekoksi

B(0,1) := {(z,y) € E* | 2* +y* < 1}

ja vielapa konformisti, so. kulmien suuruudet siilyt-
tden. Etéisyydet tuossa projektiossa pakosti muuttu-
vat. Kuuluisa Mercatorin karttaprojektio [2] on téssd
mielessd samanlainen. Ennen ihmepinnan tarkempaa
esittelyd puhutaan hetki kaarevuudesta.

Kaksiulotteisen pinnan jokaiseen pisteeseen liittyy tiet-
ty reaaliluku, jota sanotaan kaarevuudeksi tuossa pis-
teessd. Kaarevuuden tasmaéllistd maaritelméé ei ole tar-
koituksenmukaista esittda tassid. Kaarevuuden etumer-
kistd saadaan vihje asettamalla pisteeseen pintaa sivua-
va tangenttitaso. Pallopinta j&i kokonaan tangenttita-
son toiselle puolelle ja koskettaa tasoa vain sivuamis-
pisteessd. Tama on tyypillistd positiivisesti kaareutu-
valle pinnalle. Tasoa sivuava tangenttitaso on taso itse.
Tason kaarevuus on nolla. My6s ympyrapohjaisen lie-
rién kaarevuus on nolla. Tangenttitaso sivuaa lieriota
suoraa pitkin, ja symmetria-akselin suunnassa auki lei-
kattu lierié voidaan levittds tasoon. Pinnan z = y? — 22
voidaan ajatella syntyvén siten, ettd xz-tason suuntais-
ta alaspain aukeavaa paraabelia liu'utetaan pitkin yz-
tasossa sijaitsevaa ylospédin aukeavaa paraabelia. Pinta

on esimerkki satulapinnasta. Kun satulapinnan johon-
kin pisteeseen asetetaan tangenttitaso, pinta karkaa ta-
son kummallekin puolelle heti sivuamispisteen valitto-
maéssa laheisyydessa, toisin kuin esimerkiksi lierion pin-
ta. Satulapinnalla on negatiivinen kaarevuus.

Pallopinta nédyttas tdsmalleen samalta kaikista pinnan
pisteistd katsottuna. Pallon kaarevuuden on siis oltava
sama positiivinen vakio jokaisessa pisteessd. Samasta
syysté tason kaarevuus on nolla kaikkialla, samoin lie-
rién kaarevuus. Satulapinnan z = y? — x2 negatiivinen
kaarevuus vaihtelee pisteestd toiseen. Herdéd kysymys,
onko olemassa pintaa, jolla on yksi ja sama negatiivi-
nen kaarevuus kaikkialla. Kuvaan 9 piirretty, pseudo-
palloksi nimetty pinta [5] on melkein téllainen, mutta
siind on terdava reunus. Hyviksytddnko pseudopallo vai
ei riippuu siitd, mité pinnalta vaaditaan. Jos pinnan on
oltava siled kaikkialla ja jokaista maksimaalista geodee-
sia pitkin pitdé voida kulkea loputtomiin vakiovauhdil-
la ilman, ettd “pudotaan pinnalta pois”, pseudopallo
ei riitd. Ratkaisuksi keksittiin jo 1800-luvulla hyper-
bolinen taso H?2. Paikallisesti pseudopallo ja H? ovat
samankaltaisia, mutta kokonaisuuksina, globaalilta ra-
kenteeltaan, ne ovat ratkaisevasti erilaisia. Hyperboli-
nen taso on kappaleen alussa mainittu ihmepinta. Sen
epdeuklidista geometriaa esitellddn artikkelissa [3] mm.
virkatun mallin avulla.

Kuva 9. Pseudopallon rautalankamalli. Pinta jatkuu
kummassakin suunnassa ohenevana pillindg loputto-
miin. Paksuimmassa kohdassa on terdvd reunus.

Sitkedn kansanvalistustyon seurauksena kansalaiset
tietdvit jo korkeammasta matematiikastakin jotakin
— luultavasti ainakin sen, ettd topologi, tuo puoliso-
kea matemaatikon alalaji, ei erota kahvikuppia munk-
kirinkilasta. Yliopiston kahvilassa posliinikuppia ham-
paantyngillddn jérsivd topologi pitdd hyperbolista ta-
soakin avoimena kiekkona. Yllatys, yllatys: pseudopal-
lon ja kiekon vélisen eron topologi huomaa heti.

Poincarén? mallissa [4] hyperbolinen taso H? proji-
soidaan yksikkokiekoksi B(0,1) siten, ettd geodeeseja
vastaavat kiekon reunaympyrén kohtisuoraan kohtaa-
vat ympyrdnkaaret ja rajatapauksina kiekon lavisté-
jat; muut geodeesit ovat ndiden maksimaalisten geo-

2Matematiikan viimeiseksi yleisneroksikin sanottu Henri Poincaré vaikutti Ranskassa vuosina 1854-1912. Hanen jilkeensi mate-
matiikka on paisunut niin laajaksi tieteenalaksi, etta sita ei yksi ihminen pystyne kokonaisuudessaan hallitsemaan.
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deesien patkia. Projektio sailyttdd kulmat: kahden geo-
deesin vilinen kulma pinnalla H? on sama kuin niité
vastaavien kaarien vélinen tavallinen euklidinen kulma
Poincarén kiekolla. Erityisesti suorat kulmat Poincarén
kiekolla ja hyperbolisella tasolla vastaavat toisiaan. Ku-
vaan 10 on piirretty geodeeseja ja niistd muodostettu
sdannollinen seitsenkulmainen suorakulmio.

Kuva 10. Poincarén kiekkoon voidaan piirtid suora-
kulmainen n-kulmio milla tahansa kulmamdardlld n >
4. Kuvassa on sadnnollinen suorakulmainen 7-kulmio.
Poincarén kiekko kdsittdd varjostetun alueen ilman reu-
naympyrad. Reunaviivan kohtisuoraan kohtaavien ym-
pyroiden ja kiekon leikkaukset ovat geodeeseja.

Kahden pisteen vilinen etéisyys kiekosta mitattu-
na on tdysin erilainen kuin vastinpisteiden etéisyys
pinnalla HZ?. Hyperbolisen metriikan pituuselemen-
tin ds neli6 kiekon tavallisten zy-koordinaattien ja
rf -napakoordinaattien avulla lausuttuna on

4(da? +dy?)  4(dr? 4 r?d6?)
(2P e

Jalkimmaistd kaavaa ja integraalilaskentaa kayttden
voidaan laskea, ettd Poincarén kiekon reuna on hyper-
bolisen metriikan mielessé darettoméan kaukana origos-
ta. Euklidisen r-séteisen origokeskisen ympyrén kehél-
td on sddettéd pitkin hyperbolista matkaa origoon pe-
rati

ds? =

1+7

1—r

yksikkoad, kun r < 1. Pituuselementin napakoordinaat-
tiesityksesta saadaan liséksi laskettua hyperbolinen pi-
tuus A origokeskiselle ympyréviivalle, jonka hyperboli-
nen siade on p:

p:=1In

A=m(e’ —e ")~ me’.

Tassd e ~ 2,718 on Neperin luku. Jos p olisi ympyran
euklidinen side, ympyréin kehén pituus olisi 27p. Ori-
gokeskisen p-siteisen ympyréan kehédn pituus hyperbo-
lisessa metriikassa on noin 7e”, kun p on suuri. Silloin
hyperbolinen kehd on pituudeltaan e”/(2p) -kertainen
euklidiseen verrattuna. Kun p = 10, pituuksien suhde
on noin 1100. Kun p = 100, suhde on noin 1,34 - 10*!.
Téastéa johtuu hyperbolisen avaruuden virkattujen pan-
nulappumallien voimakas poimuttuminen.

Hyperbolisen kehdn rajun venymisen takia ei tunnu
aivan mahdottomalta tosiasia, ettd vakiokaarevuuden

omaava pinta H? vilttdmitta pursuaa ulos avaruudes-
ta E3. Tdmin ja hieman enemminkin on suuri mate-
maatikko David Hilbert (1862-1943) todistanut vuon-
na 1901. Muita aiheeseen liittyvid tuloksia ovat todis-
taneet mm. Kaunis mieli -elokuvastakin tuttu mate-
maatikko ja talousnobelisti John Nash (Nashin upo-
tuslauseet 1950- ja 60-luvulla), Danilo Blanusa (iso-
metrinen upotus H? — ES, vuosi 1955) ja Emil’ Re-
nol’dovich Rozendorn (isometrinen immersio H? — [E5,
vuosi 1960).

Poincarén mallin yhteenveto. Pistejoukkona (ja to-
pologisena avaruutena) hyperbolinen pinta H? voidaan
ajatella kaksiulotteiseksi kiekoksi B(0,1). Kiekon ava-
ruudesta E? perimi euklidinen metriikka (so. mitta
etdisyydelle) antaa kiekon kaarevuudeksi nolla. Kaa-
revuuden kuitenkin halutaan olevan —1 koko kiekos-
sa. Euklidinen metriikka on siis korvattava jollain toi-
sella metriikalla. Jo 1800-luvulla keksittiin hyperbo-
linen metriikka, jolla kaarevuustavoite toteutuu. Jos
tallé toisella metriikalla varustettu kiekko halutaan si-
joittaa siledsti kaareutuvaksi kaksiulotteiseksi pinnak-
si euklidiseen avaruuteen E™ niin, ettd (sopivasti ve-
nytetyn ja vanutetun) kiekon avaruudelta E™ perimi
euklidinen metriikka pintaa pitkin yhtyy kiekon hyper-
boliseen metriikkaan, avaruudessa pitaé olla tarpeeksi
ulottuvuuksia: E? ja E3 eivit riitd, mutta E® todiste-
tusti riittda. Poincarén kiekkomalli on kuitenkin sikéli
kitevi, ettd pinnan H? geodeesit ndyttaytyvit kiekon
reunaympyrin kohtisuoraan leikkaavina ympyrankaa-
rina. Lisdksi kahden téllaisen ympyrankaaren vilinen
euklidinen kulma on yhtd suuri kuin vastaavien geo-
deesien vilinen hyperbolinen kulma pinnalla H?. Kun
tiedetddn, mitd Poincarén kiekolla tapahtuu, tiedetdan
samalla, mitd hyperbolisella pinnalla tapahtuu. Kiekko
toimii ikkunana ihmepinnalle.
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Tie jatko-opintoihin ulkomailla

Sylvester Eriksson-Bique
dosentti, Jyvéskyldn yliopisto

Oletko pohtinut jatko-opintoja? Mité jos jatko-opintosi
veisivatkin sinut ulkomaille? Tiesitko, ettd maailma on
melko avoin ja tdynnad mahdollisuuksia, joita et ehka
ole osannut kuvitella? Kerron téssid omien kokemuksie-
ni valossa jatko-opintoihin hakeutumisesta ulkomaille,
ja miten sithen kannattaa valmistautua. Erityisesti ker-
ron yhdysvaltalaisista yliopistoista, joista minulla on
eniten kokemusta. Osa kokemuksista soveltunee myos
muissa maissa opiskelemiseen seké esimerkiksi ulkomai-
siin kandi- ja maisteriopintoihin hakemiseen.

Taustani

Muistan istuneeni professorin tyéhuoneessa North Ca-
rolina State University:ssd kesalld 2010, kun minulle
ensimméisen kerran kerrottiin, ettd voisin hakea jatko-
opintoihin Yhdysvalloissa. Olin silloin vield kandivai-
heen opiskelija Helsingin yliopistossa, mutta olin péés-
syt kesédksi tutkimusharjoitteluohjelmaan, niin kut-
suttuun Research Experience for Undergraduate -
ohjelmaan. Professori Ipsen, ohjaajani, kannusti minua
hakemaan jo sini syksyné. Vastasin aluksi epardiden,
etten edes ollut saanut graduani valmiiksi ja ettd mie-
lelléni olisin opiskellut enemmén.

Kyseisen tapaamisen jélkeen olin nopeasti paattanyt,
ettd voisin sittenkin hakea jo samana syksyna jatko-
opintoihin Yhdysvaltoihin ja ettd voisin viimeistella
opintoni seuraavaan kesddn mennessia. Helsingin yli-
opiston joustavat tentti- ja opiskelukayténnot auttoi-

vat siind. Samalla perehdyin koko hakemusrumbaan,
mukaan lukien eri kokeet, suosituskirjeet, hakemuksien
maksut ja kielivaatimukset. Tutkin kymmenien maa-
ilman yliopistojen nettisivuja ja professorien sivustoja
etsien tutkimusta, mikd minua kiinnostaisi.

Viikkojen kuluessa lista typistyi n. 20 yliopistoon, joi-
hin padtin hakea. Osin valinnat perustuivat yliopisto-
jen kansainvilisiin arvioihin ja osin kollegoiden suosi-
tuksiin ja osin innostaviin professoreiden sivuihin. Kir-
joitin hakemukset, tein kokeet ja jain odottamaan tu-
loksia. Kokeita tehdédkseni jouduin vdhadn matkustele-
maan ja suunnittelemaan aikatauluja, varsinkin kos-
ka samalla olin vaihdossa Hannoverissa Saksassa. Ko-
ko hanke ldhes kaatui siihen, ettd myohastyin teknisen
vian vuoksi kokeeseen ilmoittautumisesta. Padsin kui-
tenkin kokeeseen ilmoittautumalla paikan paalla Ham-
purissa. Loppu hyvin kaikki hyvin sitd sanotaan, mutta
otin opikseni ja pyrin nyt aina ldhettdméan hakemuk-
set ja ilmoittautumaan ajoissa.

En ehké aluksi tajunnutkaan, kuinka kilpailtuihin paik-
koihin olin hakenut. Yllatyksekseni seuraavana kevaana
sain tarjouksia monista opintopaikoista. Juuri maiste-
riksi valmistuneesta oli varsin erikoista saada lupauksia
viiden vuoden rahoituksesta ja ehdotuksia keskustel-
la tarjouksesta tunnettujen professoreiden kanssa. Vie-
railtuani yliopistoissa ja keskusteltuani useiden ihmis-
ten kanssa pdadyin menemédn New Yorkin yliopistoon
Yhdysvalloissa syksylld 2011, mista valmistuin vuonna
2017.
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Yhdeksén vuoden jialkeen Yhdysvalloissa vuonna 2020
palasin Suomeen. Olen nyt tenure track -tehtévassa Jy-
vaskylan yliopistossa. Uskon, ettéd uralleni ja tutkimuk-
selleni oli ratkaisevan térkedd saada kokemuksia eri yli-
opistoissa ulkomailla. Kaikkia vaikutuksia on vaikea
mitata, ja suurin vaikutus on ollut kaikilla ihmisilla,
joihin pédsin tutustumaan opintojen aikana.

Miksi ulkomaille ja miten eroaa Suomes-
ta?

Ennen kuin hakee oikeastaan minnekdéan, on térkeéa
pohtia ja vastata miksi-kysymyksiin. Miksi hakisit ul-
komaille? Alla olen listannut joitain asioita, positiivi-
sia ja negatiivisia, joita ainakin itse pohtisin. Keskei-
sin vetovoimatekijé ulkomailla on, ettd sielld on mah-
dollisuuksia, joita Suomesta ei l1ydd. Mahdollisuuksil-
la tarkoitan tutkimussuuntia, joita ei taalla tutkita tai
laajempia verkostoja. Samalla ulkomaille meno tukee
liikkuvuutta, josta on muodostunut tyonhaussa ja ra-
hoituksen haussa varsin merkittava kriteeri.

Ulkomailla opiskelu eroaa myos hyvin paljon Suomes-
sa opiskelusta. Suomessa, ja Euroopassa yleensa, jatko-
opiskelu alkaa maisterin jilkeen ja koostuu pédasiassa
tutkimuksesta yhden ohjaajan mentoroimana. Aluksi
teet suunnitelman, joka koostuu n. 3-5 osaprojektis-
ta yhdessd aiheessa, ja valmistut n. 4 vuodessa. Ra-
hoituksesi usein on sillisalaatti ohjaajan ja sdétiéiden,
seké joskus yliopiston, rahoitusta. Voit itsendistyéd no-
peasti, ja voit hakea my6s oman rahoituksen. Projektit
joustavat paljon. Lopuksi on tarkka ja seremoniallinen
vaitoskirjan tarkastusprosessi, joka paattyy vaitostilai-
suuteen.

Yhdysvalloissa jatko-ohjelmat olettavat alhaisemman
tason: ldhempénd kandin tasoa Suomessa. Vastaavas-
ti vaitos kestdd usein pidempédn: 4-6 vuotta. Rahoi-
tus myonnetddn tavallisesti koko ajaksi. Ensimméiset
kaksi vuotta kuluvat kursseissa, seminaareissa ja ohjaa-
jan etsimisessa. Tyypillisesti joudut ldpédiseméédn sarjan
erittdin vaativia patevyyskokeita (qualifying exams).
Suorituksia seurataan ja on kriteereitd. Ylivoimaises-
ti suurin osa parjaa, varsinkin suomalaisella maisterin
taustalla, mutta osa paityy toisille teille. Opiskeluun
kenties kuuluu enemmén kilpailua, mutta samalla tu-
kenasi on suuri méérd henkilokuntaa ja muita jatko-
opiskelijoita. Vaitoskirjaan ei liity yhta paljon suunnit-
telua, ja osajulkaisuja voi olla vihemman. Vaitoskir-
jan tarkastaa toimikunta melko joustavasti, ja véitos-
tilaisuus on pikemminkin seminaaripuhe, jonka jalkeen
saat palautetta. Ehk& tutkielmalta vaaditaan hieman
vahemman. Tyo6llistymisen kannalta vaatimukset ovat
tosin yhté korkealla — ellei korkeammat.

Tyotehtavissdkin on eroja. Suomessa keskityt tutki-
mukseen ja saatat toimia assistenttina. Joskus péaset

opettamaan kurssiakin, mikali olet aktiiviinen. Yhdys-
valloissa opetus on normaali osa opintoja, ja heti alus-
ta ldhtien tyohosi kuuluu isojen laskuharjoitusten pité-
minen sekd tenttien ja kotitehtévien tarkastus. Usein
padset vastuuopettajaksi kurssille. Joskus opetuksen
taakka voi olla suurikin, varsinkin alkuvuosina. Tosin,
joskus rahoituksella saa sitd pienennettyd. Opetusta
usein kohdistetaan myos tyollesi relevantteihin kurssei-
hin. Opiskelijoiden tapaaminen toisesta kulttuurista on
kiehtovaa ja palkitsevaa. Erityisesti yhdysvaltalaisissa
huippuyliopistoissa tapaa erittdin motivoituneita opis-
kelijoita.

Itselleni suurin ero muodostui opiskelun kestosta. Yh-
dysvalloissa koin, etté sain aikaa etsia juuri sité aihetta,
joka minua kiinnosti. Sain aikaa lukea suuren méaéréan
matematiikkaa ja ottaa kursseja, joita harvemmin tai
koskaan on ollut tarjolla Suomessa. Kehityin rutkas-
ti ongelmanratkaisussa kokeiden kautta, ja opin perus-
analyysin, funktionaalianalyysin ja kompleksianalyysin
hyvin yksityiskohtaisesti ulkoa. Kokeet opettivat mi-
nulle paljon, ja edelleen sovellan niistd saatuja argu-
mentteja tutkimuksessa. On toki mahdotonta vertail-
la hypoteettisten valintojen seurauksia toisiinsa, mutta
uskon, ettd Suomessa olisin syventynyt tutkimukseen
nopeammin ja hitusen kapea-alaisemmin. En olisi sa-
malla lailla oppinut matematiikkaa laajemmin.

Hyo6dyt ja haitat? Eldméantilanteet?

Ulkomailla opiskelu ei ole aivan kaikille paras ratkaisu.
Ensin kannattaa pohtia huolella, mitd ulkomailla opis-
kelu tarkoittaa. Tietyissa elamantilanteissa se ei valt-
tdmétta ole paras vaihtoehto. Tamé kannattaa jokai-
sen itse pohtia. Alla muutamia asioita, joita kannattaa
pohtia.

Positiivista:

e Kokemus eri kulttuureista ja yliopistoista
o Laajemmat verkostot

e Rahoitus usein stabiilimpi

¢ Opetuskokemus

e Laajemmat ohjelmat ja enemmén tukea kanssaopis-
kelijoilta

o Tyollistymisvaihtoehdot

o Enemmin aikaa 16ytd4 oma tie (joskus)
Pohdittavaa:

o Asevelvollisuus/siviilipalvelus
o Parisuhde/perhe, pitkdt matkat
o Kulttuurierot

o Kielitaito
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o Eripituiset opinnot

e Ystéavit ja yhteydet Suomeen
o Harrastukset

e Paluu Suomeen?

« Rahoitus?

Hakeminen ulkomaille

Mikéli innostuit, ja olet pohtinut asiaa huolella, niin
voit alkaa miettimaéan ulkomaille hakemista. Parhaiten
hakeminen sujuu, jos sinulla on yksi vuosi ennen ha-
kua valmistautua. Tyypillisesti haut ovat syksylla, jo-
ten lukija voi valmistautua nyt jo vuoden 2023 syksyn
hakuihin. Joskus hakuja on muulloinkin, eik4 ole hait-
taa valmistautua jo nyt vuoden 2024 hakuihin. Keski-
tyn seuraavaksi Yhdysvaltain hakuihin, koska tunnen
ne parhaiten.

Mita hakemuksessa tarvitaan?

e Suosituskirje: Tarvitset usein 3 suosituskirjetté
professoreilta/tyénohjaajilta.

o Kielikokeita: Yliopistot vaihtelevat, mutta usein
vaaditaan joko TOEFL tai IELTS (englannin kie-
lelle).

e Muita standardoituja kokeita: Vaihtelevat, mut-
ta perinteisesti Yhdysvalloissa GRE ja GRE Subject
test (Mathematics).

e Personal statement: Essee, joka kuvaa motivaa-
tiosi.

e« Rahaa: Hakemuksissa on usein parinkymmenen eu-
ron maksu, ja standardoidut kokeet maksavat muu-
taman sataa euroa. Yhteensd hakuun voi kulua n.
1000-1500 euroa, jos haet n. 10-15 paikkaan. Hae
esimerkiksi tiedekunnalta tai sdatiolta stipendié ra-
hoittamaan haku.

Hakemiseen valmistautuminen

Ennen kuin haet, kannustan miettimééan vield kerran
kaikkia vaihtoehtoja ja keskustelemaan useiden henki-
16iden kanssa. Tutki vaihtoehtoja my6s Suomessa ja
ajattele laajasti. Suomessakin on yhdeksén yliopistoa
(Aalto, Helsinki, Itd-Suomi, Jyviskyld, Oulu, Rovanie-
mi, Tampere, Turku, Vaasa ja Abo), joissa on yhteensa
ainakin n. 50 potentiaalista ohjaajaa vaitostyolle. To-
sin Rovaniemelld ei talld hetkelld ole aktiivista jatko-
opiskeluohjelmaa matematiikassa. Taélldkin on innos-
tavia tutkimusryhmid. N&itd kannattaa selvittda myos
siksi, ettéd voit 16ytda kesdharjoittelupaikan, suositteli-
jan tai voit kehittdd hyvan varasuunnitelman, mikéali
haut eivit mene taydellisesti.

Keskusteltuasi mahdollisimman monen ihmisen kanssa
on térkedd ajoissa hankkia meriitteja. Erityisesti yh-
dysvaltalaisissa “huippuyliopistoissa” on kova kansain-
valinen kilpailu paikoista ja pelkédt hyvit arvosanat ja
motivaatio eivit riitd. Sinun tarvitsee erottua massasta,
ja hakemuksen lukijan pitéisi muistaa juuri sinut. Téssé
sinulla on etulyontiasema: suomalaista matemaattista
osaamista arvostetaan. Hyvét arvosanat (lihes kaikki
5) on vaatimus, mutta voit myos osoittaa arvosanojen
nousun ja kehittymisen opiskelijana.

Mieti, miten voit osoittaa lupauksesi tutkijana: esi-
merkiksi tutkimusprojekti, kesaharjoittelu, assistentti-
na toimiminen, tyoharjoittelu, palkittu pro gradu -ty6
tal tunnetun tutkijan suosituskirje. Viime metreilla ei
néitd ehdi enéd hakea, joten kannattaa jo aikaisin etsia
kaikki mahdollisuudet, joita voi 16ytda. Mahdollisuuk-
sien ei tarvitse olla yksin matematiikasta — esimerkik-
si vakuuttava harjoittelu kansainvélisessd jarjestOssé,
jossa kommunikaatio ja analyysin taidot ovat tarkeita,
voisi loistaa hakemuksessa. Vahvin meriitti on julkaisu
(jonka ei tarvitse olla hyviksytty), jonka voi saada esi-
merkiksi kysymalld aikaisin pro gradu -ohjaajalta tai
muilta tutkijoilta yksinkertaisia projekteja, joissa voi-
sit auttaa. Myos tietojenkasittelytieteessa ja fysiikassa
voi 10ytdd tutkimukseen liittyvid kiinnostavia harjoit-
telupaikkoja.

Toinen keskeinen asia valmistella aikaisin on suositte-
lijat. Tarvitset tyypillisesti kolme vahvaa suosittelijaa,
jotka tuntevat sinut hyvin. Heidan pitéisi pystya kir-
joittamaan sinusta jotain mahdollisimman henkilokoh-
taista ja vakuuttavaa. Téssa auttaa, ettéd he voivat ker-
toa tunteneensa sinut pitkdén, ja ettd he ovat ndhneet
ty6si monipuolisesti ja laheltd. Pro-gradu ohjaaja ja
kurssien opettaja, jotka nékivit moni-ulotteisesti tyo-
tasi, voivat olla hyvid valintoja. Tyopaikan ohjaaja, tai
tutkija, jonka kanssa teit kesdharjoittelun, voivat toi-
mia hyvin. Kannattaa vélttdd yleisid kirjeitd, esimer-
kiksi ohjelman johtajalta, tai vuosien takaa yksittédisen
kurssin opettajalta. Voit my6s aikaisin ehdottaa, etta
tekisitte esimerkiksi lukukurssin, jonka kautta suosit-
telija oppisi tuntemaan sinut paremmin.

Lopuksi, ennen kuin haet, on hyvd miettid opinto-
suunnitelmaasi ja mistd kursseista olisi eniten hyotya.
Reaali- ja kompleksianalyysi, topologia, algebra I ja
II, lineaarialgebra ja todennékéisyyslaskenta lienevét
omasta mielestani tdrkeimmaét. Funktionaalianalyysis-
ta sekd muista erikoiskursseista on hy6tyé, koska niilla
vahvistat asiaosaamista ja kirjoitat vakuuttavamman
hakemuksen.

Hakemisen ldhestyessa

Viimeistadn noin puoli vuotta ennen hakuja sinun tulisi
suunnitella ja valmistautua standardoituihin kokeisiin.
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Téssd on hyva olla mielessd ainakin muutama yliopis-
to, johon haluat hakea, koska niiden kriteerit méaritta-
vat mita testeja tarvitset. Lahes kaikki yliopistot vaati-
vat kokeet GRE general ja GRE Mathematics subject,
vaikka pandemian jilkeen vaatimuksia onkin uudis-
tettu. Usein kielitaito pitdéd osoittaa TOEFL-kokeella,
mutta jotkin yliopistot suosivat IELTS-koetta. Kokeet
ovat maksullisia, ja niitd voi suorittaa nykyaén osittain
etdné. Koepaivid on rajatusti. [lmaista materiaalia voi
loytaa kokeiden sivuilta ja maksullisia kirjoja kirjakau-
poista, jotka valmentavat sinua kokeeseen.

Kokeet ovat haastavia, ja niiden tuloksilla on hieman
valid. Liian matala tulos voi valitettavasti estda va-
litsemisesi. Korkea tulos laittaa sinut etusijalle. Yksi-
nddn tuloksella tosin ei ole vélid, vaan tulosta kayte-
tadn ldhinnd rajatusti rajaamaan hakemuksia, joita ar-
vioidaan tarkemmin. Aluksi yliopistoilla voi nimittéin
olla jopa tuhansia hakemuksia, joista voidaan rahoit-
taa vain parikymmenté. Eri kokeilla on eri painoarvo.
TOEFL-koe ja GRE Mathematics subject -testi ovat
tarkeimpid. GRE general -testié ei katsota kovin tark-
kaan, ja siind voi saada vahédn huonommankin tuloksen,
vaikka hyva tulos varmasti auttaa.

On hyva huomioida, ettéd kokeita voi uusia. Siksi voi ol-
la jarkevad tehda ne ajoissa, jotta ehdit parantamaan
tulostasi tarvittaessa. Varmista, etta olet valmistautu-
misvaiheessa ottanut relevantteja kursseja: reaaliana-
lyysi, algebra I ja I, lineaarialgebra ja todennikoisyys-
laskenta. Kokeissa on usein néiden alojen tehtévié se-
kaisin, ja osa niistd on yllattdvan haastavia. Nopeudella
on valia, joten harjoitella pitéa.

Hakemisen aikana

Noin 3 kuukautta ennen hakemuksia sinun pitéisi pyy-
tad suosituskirjeitéd. Téssé vaiheessa on hyvé valmistel-
la excel-taulukko, johon kokoat kaikki yliopistot ja oh-
jelmat, jotka sinua kiinnostavat. Tapaa kaikkien suosit-
telijoiden kanssa ja keskustele hakemuksestasi. Keskus-
tele myos mahdollisimman monen muun ihmisen kans-
sa, jotta osaat valita parhaat paikat juuri sinulle. Al4
keskity pelkédstadn yliopistojen rankingiin, vaan hae si-
séllon perusteella. Voit kirjoittaa siten vahvan hake-
muksen, jossa perustelet, miksi juuri se ohjelma on si-
nulle innostava. Laitoksilla on hyvin erilaisia painotuk-
sia ja vahvoja ryhmié. Kysymaélla arvostamiltasi tutki-
joilta voit saada hyvid neuvoja.

Kannattaa myo6s kysyé, jos voisit keskustella jonkun
kanssa laitoksella, joka sinua kiinnostaa. Téssé suosi-
tuskirjeen kirjoittaja voi auttaa, koska hénelld voi ol-
la kontakteja. Tapaamisessa voit kysyd tutkimukses-
ta, kertoa itsestési ja kyselld hakemisen prosesseista.
Yleensé tutkijat mielellaan kayttavat tdhan aikaa, var-
sinkin jos ldheinen kollega suosittelee sinua. Tapaami-
nen auttaa hakemusprosessissa, koska tutkija voi nos-

taa hakemuksesi asemia prosessin aikana. Voit harkin-
nan mukaan l&hettdd hakemuksen jattdmisen jalkeen-
kin viesteja laitoksien tutkijoille, joissa kerroit etté hait
— mutta niistd on hy6tya vain, jos kyseinen henkil6 on
jo kuullut sinusta ja jos sdhkoposti on lyhyt ja kohte-
lias.

Hakemuksessa sinun téytyy kirjoittaa personal state-
ment, joka kertoo motivaatiosi jatko-opintoihin ja ky-
seiseen ohjelmaan. Tamé kannattaa kirjoittaa erittdin
huolella ja vastaten tarkeisiin kysymyksiin: Miksi haet?
Miksi sinne? Miksi olet pateva? Mitéd haluaisit (alusta-
vasti) tutkia? Mita tieddt laitoksesta? Mista motivaa-
tiosi tulee? Tamé& on paikka, jossa voit osoittaa tunte-
vasi laitoksen. Tietoa saat ohjaajiltasi, muilta professo-
reilta, laitoksen sivuilta ja edellisen kappaleen kontak-
tien kautta. Nime&d suoraan professoreita, jotka sinua
kiinnostaisivat, ja perustele, miksi jokin aihe kiinnostaa
sinua. Nosta tédssd yhteydessd myos tarkeimmaét meriit-
tisi, ja kerro tutkimuksestasi/gradustasi. Voit suoraan
mainita tarkeitd meriittejé, kuten matematiikkakilpai-
luja, stipendeja tai kilpailtuja harjoittelupaikkoja.

Sinun kannattaa pyytdd mahdollisimman moni luke-
maan hakemuksesi. Namé voivat olla ystévid, sukulai-
sia, ohjaajia tai muita professoreita. Ali pelkid, etti
vaivaisit ketdan — aikuisen ihmisen pitda osata kieltéy-
tyd, ja silloin voit kysya muilta. S&dvylld on paljon valia,
ja yksittaisilla sanavalinnoilla voi luoda joko taydelli-
sen, tai tdydellisen véddréan, ajatuksen. Uskalla ottaa pa-
lautetta, ja muista etté lopulta hakemus on sinun. Luul-
tavasti saat ristiriitaista palautetta ja paljon punaky-
nad, mutta eri lahteistd kuulemasi ajatukset voivat jo-
ka tapauksessa vahvistaa hakemusta. Myos muut hake-
muksen osat, kuten CV, kannattaa valmistella huolella.
Varmista ettd tdrkeimmét meriittisi ndkyvat selkedsti
eivitkd hautaudu massaan.

Varaa aikaa riittdvasti hakemuksen lataamiseen net-
tiin. Tarkista vaatimukset huolella ja varmista, etta ha-
kemuksessa on kaikki tarvittavat liitteet. Ald jata ta-
td viimeiseen péaivdédn, koska internetongelmat voivat
sekoittaa suunnitelmiasi ja hakemuksien lataamisessa
monisivuisiin jarjestelmiin voi kestdd suuri méara ai-
kaa. Usein hakemuksissa osa tdytetdan nettilomakkeel-
la, jotka voivat olla tyolaita.

Varmista my6s kommunikaatio suosittelijoiden kans-
sa. Muistuta tarvittaessa hakemuksien ldhettdmisestd
ajoissa. Heilldkin on nettilomake, ja vaikka suosituskir-
je usein on sama eri paikkoihin, kannattaa teroittaa, et-
td sen lataaminen ja lomakkeiden tdyttdminen vie jopa
muutaman tunnin, jos hakupaikkoja on n. 10. Voit aut-
taa heitd antamalla kaiken hakumateriaalisi ajoissa ja
varmistamalla, ettd heilld on excel-taulukko, jossa na-
kyvat kaikki hakemasi paikat deadlinien kanssa. Voit
esim. jakaa google drive -kansion tai antaa materiaalin
sahkopostin liitteena.
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Hakemisen jilkeen

Kun olet hakenut loppuvuodesta, alat kuulemaan uu-
tisia lopputalvesta. Parhaimmat paikat antavat ensim-
maéisid tarjouksiaan jo tammikuun lopulla, mutta tar-
jouksia annetaan vield maalis-huhtikuussa, ja jopa tou-
kokuussa, mikéali tulee peruutuksia. Huhtikuussa voit
kyselld hakemuksiesi perdédn, mikéli et ole kuullut mi-
tadn. Yliopistot antavat tyypillisesti hylkayskirjeen kai-
kille hakijoille, ja on epétyypillisté, ettet kuulisi yhtédan
mitédédn. Joskus prosessissa tapahtuu virheité, ja esimer-
kiksi itseni hyvéksyttiin yliopistoon ilman ettd minulle
kerrottiin asiasta (kunnes kysyin).

Mikali et kuule heti mitéaén, tai saat hylkéyksia, alé lan-
nistu. Voit vield saada myShemmin tarjouksia muista
paikoista. Siksi kannattaa hakea useampaan. Prosessi
ei myo6skédan ole taydellinen, ja yritd teroittaa itsellesi,
ettd hylkéys ei ole henkilokohtaista. Hylkdys voi tuntua
aluksi rajulta, mutta voit silti tehdd huippututkimusta
ja tehda valtavan hyvdn uran muualla — vaikka Suo-
messa. Usein padtokset ovat laitoksillekin vaikeita, ja
joskus vain sattuu valinta osumaan toiselle henkilolle.

Jos saat tarjouksia, ota maltti kdteen. Sinulle anne-
taan usein huhtikuun puolivéliin antaa lopullinen vas-
taus. Tassa kohtaa kannattaa tiedustella kiinnostavim-
pien paikkojen tilannetta. Voit kertoa saamastasi tar-
jouksesta ylimalkaisesti ja ettéd haluaisit tietdé, milloin
he paattavit. On kohteliasta my6s vetdd hakemus pois
niisté paikoista, jotka ovat selvésti alempana preferens-
silistallasi, vaikka et olisi kuullut sieltd mitdan. Niin he

voivat antaa paatoksid muille nopeammin.

Voit my6s kysyd, ettd onko heilld mahdollisuus joko
maksaa vierailua tai jarjestda etdpuheluita henkilokun-
nan kanssa. Pyri selvittdméédn kaikki mahdollinen (ra-
hoitus, opetuksen maééra, tukimekanismit, qualifying-
kokeiden mééré, ohjaajan valitsemisen aikataulu, mi-
ten ohjaaja valitsee opiskelijansa/onko hanella mahdol-
lisuus ottaa lisdé opiskelijoita). Kannattaa myos pyy-
tad tapaamista paikallisten jatko-opiskelijoiden kanssa.
He voisivat kertoa asumisesta, ohjaajien saatavuudesta,
kesdn rahoituksesta, kaupungista ja opiskelijoiden sosi-
aalisesta eldméstd. Néet samalla myos vahén laitoksen
kulttuuria ja jasenten innostusta.

Als anna kenenk#dn painostaa sinua pédtokseen, joka
on yksin sinun. Kysy neuvoa mahdollisimman monilta,
ja lopuksi péaité itse. Vaikka yksi yliopisto kalasteli-
si sinua mahtavalla rahoituksella, voit pdattdd menna
muualle. Kukaan ei loukkaannu paétoksestasi.

Lopuksi: muista, ettd huipputyypit, kuten juuri siné,
voivat menestyéd aivan missd vain. Usein ei ole véaria
valintoja, ja voit menestyd monissa paikoissa. Jos oi-
keasti valintasi osoittautuisi vaaraksi, voit aina muut-
taa suunnitelmia, ja olet silti kokemuksen rikkaampi.
Sinéd voit my6s luoda mahdollisuuksia ja omalla aktii-
visuudella varmistaa, ettd mika ikina valintasi on, niin
siné teet silld parhaasi.

P.S. Kirjoittajaan voi olla yhteyksissa, ja mielelldni vas-
taan kaikenlaisiin kysymyksiin sekéd tapaan kiinnostu-
neita hakijoita.
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