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Tarinoita polynomeista (osa 1)
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Lahtokohtia

Polynomeja esiintyy kaikkialla matematiikassa, joten
polynomeihin liittyvid kysymyksid voi tulla esille osa-
tehtdvind hyvin monissa eri yhteyksissd. Ei siis ole
ihme, ettd lukiossa kasitellddn polynomeja, ja mate-
matiikkakilpailuissakin usein on polynomeihin liittyvia
tehtavid. Namé tehtiavit ovat kuitenkin usein jotenkin
kummallisia, ja niihin liittyvét mallivastauksetkin ovat
joskus hiukan erikoisia. Ei kuitenkaan ole ihan yksin-
kertaista selittda, missd mielessd minusta tehtavéit ovat
joskus hassuja, ja mika sitten olisi ”luonnollisempi” ta-
pa tarkastella polynomitehtavia.

Tama kirjoitus ldhtikin liikkeelle yrityksesta selventéa
tatd asiaa, mutta huomasin, ettd asiaa tulikin helposti
aika paljon, joten oli sitten parasta jakaa tdma kirjoi-
tus osiin. Katsotaan sitten montako osaa tarvitaan.

Ehkapa lyhyesti voisi sanoa, ettd polynomitehtévét
usein perustuvat johonkin ndppéaraén kikkaan, joka toi-
mii, kun tehtédvan polynomi on huolellisesti valittu. Toi-
saalta monesti tehtdvian voisi ratkaista algoritmisesti
aivan yleisessdkin tapauksessa. Mutta asia varmaan-
kin selkenee, kun katsotaan tarkemmin joitain esimerk-
keja. Kéytidn seuraavassa esimerkkeind tehtévié, jotka
ovat joko ylioppilaskirjoituksista! tai matematiikkakil-
pailusivuiltaZ.

Lhttps://matta.hut.fi/matta/yoteht/
2https:/ /matematiikkakilpailut.fi/

Téasséd kirjoituksessa ei oleteta mitaédn erityisid lukion
ulkopuolen esitietoja. Jotkut termit ja merkinnét voi-
vat olla uusia, mutta tdmén ei pitéisi olla ongelmallis-
ta. Esitiedoiksi riittda, ettd tietdd, mikd on polynomi
ja miten polynomeja lasketaan yhteen ja kerrotaan. Jos
sitten haluaa syvéllisemmin perehtyéd polynomeihin voi
aloittaa erinomaisesta kirjasta [2].

Perusasiat

Léhdetdan liikkeelle yhden muuttujan polynomeista,
jotka ovat muotoa

f:ao+ala:+~-~+anx":Zajxj. (1)
j=0

Jos a, # 0, niin sanotaan, ettd polynomin aste on
n ja merkitddn deg(f) = n. T&lldin sanotaan, ettd
LT(f) = apz™ on f:n isoin termi (leading term).

Usein tehtévissd esiintyvissd polynomeissa kertoimet
a; ovat rationaalilukuja, mutta ne voisivat myos olla
reaali- tai kompleksilukuja.

Olkoon nyt Q rationaalilukujen joukko; jos on annettu
polynomi (1), missé a; € Q, niin merkitddn f € Q[z].
Hyvin usein tehtévissa esiintyy kuitenkin ”parametre-
ja”; tavallaan ne ovat muuttujia, kuten ”varsinainen”



14

Solmu 2/2022

muuttuja x, mutta kuitenkin tehtdvin kannalta joten-
kin eri asemassa.

Esimerkki 1. Kevaalla 2014 ylioppilaskirjoituksissa ky-
syttiin, milld parametrin arvolla a polynomilla

f=az® -5z +2

on kaksinkertainen nollakohta. Tehtava ratkeaa helpos-
ti, kun kirjoitetaan

f=a2? =5z +2=a(x —b)? = ax® — 2abx + ab®.

Vertaamalla kertoimia néhdéén, ettd a = 25/8 ja
b=4/5. Phe

Kun kertoimissa on parametreja, on usein kéitevia aja-
tella, ettd kertoimet ovat parametrien rationaalifunk-
tioita:

h on a:n rationaalifunktio, h € Q(a), jos h = /g,
missé f, g € Q[a).

Ennen kuin paéstdédn asiaan, otetaan vield pari termia.
Joukko Q[z] on rengas, miké tarkoittaa, ettd voidaan
laskea yhteen ja kertoa, mutta kddnteisalkiota ei ole:
jos f on polynomi, niin 1/f ei ole polynomi (paitsi jos
f on vakio). Sen sijaan Q ja Q(a) ovat kuntia; néissa
myo6s kéddnteisalkio on olemassa, joten jos h on ratio-
naalifunktio, niin myés 1/h on rationaalifunktio. Nyt
voidaan kirjoittaa

f=ar*—5z+2¢cQa)x]

Samoin voidaan merkitd monen muuttujan tapaukses-
sa, esimerkiksi
b , ab? 3 1
= —x" + - x
/ a—’ "4 +b 4

a2
2ab

+ 2z € Q(a, b)[z, y].

Tassd ajatellaan, ettd f on polynomi muuttujien x ja
y suhteen, ja kertoimet ovat parametrien a ja b ratio-
naalifunktioita.

Jos sitten R on reaaliluvut, niin periaatteessa voitai-
siin tarkastella reaalikertoimisia polynomeja: f € R[z].
Tassé kirjoituksessa ei kuitenkaan tehda néin. Syy on
se, ettéd tarkoituksena on ottaa algoritminen nékokul-
ma; katsotaan mitd oikeasti voidaan késin laskea, tai
mité tietokoneelle voi ohjelmoida. Reaaliluvuilla ei voi
laskea, silld niille ei ole dérellistd esitysmuotoa. Muis-
tetaan, etté tietokoneet kayttavit liukulukuja (floating
point numbers), kun ne approksimoivat reaalilukuja.
Toisaalta jos jossain laskussa esiintyy vaikkapa luku 7,
niin sehédn on laskun kannalta kuten miké tahansa pa-
rametri, joten voitaisiin kirjoittaa

f=az342mx+31% € Q()|x].

Jatkossa polynomin kertoimet ovat padasiassa joko ra-
tionaalilukuja tai rationaalifunktioita.

Algebran peruslause

Olkoon f kuten yhtdlossd (1) ja oletetaan nyt, ettd
a; € Q ja a, # 0. Algebran peruslauseen mukaan f
voidaan kirjoittaa muodossa

f:otn(yc—bl)e1 ...(m—bk)ek’ (2)

missé b; # bj, kun i # j, ja &1 + - + € = n. Lu-
vut b;, jotka ovat f:n nollakohdat, ovat yleisesti ottaen
kompleksilukuja. Jos siis tiedet&én nollakohdat b; ja
niitten kertaluvut £;, niin polynomi voidaan aina jakaa
ettd x — b; on ensimméisen asteen polynomi. Sanotaan
vield, ettd nollakohta on yksinkertainen, jos sen kerta-
luku on yksi.

Usein on kuitenkin mukavampi kirjoittaa
f:an(x*bl)"'(:cfbn)v (3)

missd kaikki nollakohdat eivit vilttdmétta ole erisuu-
ria, vaan niitd toistetaan kertaluvun ilmoittama méaara.
Huomaa, etté yleisesti ottaen nollakohdat ovat yksin-
kertaisia, jos polynomin kertoimet valitaan ”satunnai-
sesti”.

Kertomalla auki ndhdéan, etta

by---b, = (_1)n‘LO
an
- (4)
bl + .. ern = — ,
an

miké on joskus hyodyllista.

Jos ei haluta kompleksilukuja, niin voidaan jakaa reaa-
lisiin tekijoihin. Muistetaan, ettd jos polynomin kertoi-
met ovat reaalisia, niin kompleksiset nollakohdat esiin-
tyvét liittolukupareina. Jos b on kompleksinen nolla-
kohta, niin

(x —b)(x —b) = 2> — 2Rbx + |b|*.

Saadaan siis toisen asteen tekiji 22 + cx + d, missi
c® —4d < 0. Tami johtaa “reaaliseen algebran pe-
ruslauseeseen”. Talloin polynomi (1) voidaan kirjoittaa
muodossa

f=an(x=by)--- (m—bg)(a:2+clx+d1) e (a:2+cka:+dk),

misséd bj, ¢; ja d; ovat reaalisia, 42k = n ja c? —4d; <
0. Esimerkiksi

ot +4 = (2% + 22+ 2)(2® — 22 + 2)
=@+1+d(z+1—-d)(z—14+9)(x—1—1).

Reaalinen perusmuoto voi joskus olla kdtevampi. Hyvin

usein tehtdvissd tarkastellaan vain reaalista tapausta,

jolloin kompleksiset nollakohdat tyypillisesti ovat epa-
oleellisia ratkaisun kannalta.
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Koska Q € R C C, niin sanotaan, ettd R on kunnan
Q kuntalaajennus, ja samoin C on sekd Q:n ettd R:n
kuntalaajennus. Ideana on, ettd koska yleensé polyno-
milla f € Q[z] ei ole nollakohtia Q:ssa, niin yritetdan
16ytad ne nollakohdat jostain isommasta joukosta. Al-
gebran peruslause siis sanoo, ettd C on riittdvan” iso:
aina 10ytyy tarpeeksi nollakohtia.

Jossain mielessd tdmaé intuitiivisesti selittdd, miksi re-
aaliluvuilla ja kompleksiluvuilla ei voi olla aérellista esi-
tysmuotoa: joukkojen R ja C taytyy olla valtavan isoja,
jotta sielld olisi nollakohdat kaikille polynomeille, jopa
reaali- ja kompleksikertoimisille, joten téllaisia joukko-
ja ei voi algoritmisesti késitella.

Tunnetusti ei ole mitdén algoritmia, milld nollakohdat
b; voitaisiin tarkasti laskea. Palataan myéhemmin tar-
kemmin siihen, mita johtopaatoksia tasta pitdisi vetaa.

Lukiotehtévissé ja kilpailutehtévissé esiintyvét polyno-
mit eivdt kuitenkaan missddn mielesséd ole ”satunnai-
sia”, vaan péinvastoin ne on varta vasten valittu siten,
ettd niilld on joitain erityisominaisuuksia. Esimerkiksi
naissa tehtévissa polynomeilla on usein nollakohtana 0,
+1 tai £2. Oletetaan siis, ettd tehtdvan ratkaisija 16y-
tdd tdméan kokeilemalla, ja pédsee sitten tdmén avulla
tehtavéssa eteenpéin.

Esimerkki 2. Syksyn 2016 ylioppilaskirjoituksissa oli
kaksikin tdméantyyppistd tehtdvda. Toisessa tarvittiin

23 4+ 622 — T =a(x—1)(x+7)
ja toisessa puolestaan
2" —60r — 8 =
(z —2)(2% + 22° + 42 + 82 + 1627 + 322 +4). ¥

Esimerkki 3. Pohjoismaisessa matematiikkakilpailussa
vuonna 2003 tehtava ratkesi, kun huomasi, etté

5
fzxg—x7+2x6—2x5+3x4—3x3—|—4x2—4x—|—§

5
=a(z—1)(2°+ 22" + 32° +4) + 3
Tehtévissa piti osoittaa, ettd f > 0 kaikilla z. Pk

Esimerkki 4. Baltian tie -matematiikkakilpailuissa
vuonna 1993 tehtdvin ratkaisu edellytti, ettd jaetaan
polynomi

f=a2—a%—a2t4+1

keen helposti loydetaén
f=(-1%(x+1)@*+1)*@" +1).

Téssé piti osoittaa, ettd jos x on pariton, niin f/512
on kokonaisluku. PAY

Niitten esimerkkien perusteella voidaan péétella, etté
jos yliopppilaskirjoituksissa tai matematiikkakilpailuis-
sa esiintyy polynomitehtévid, on yllattdvan suuri to-
dennékéisyys, ettd tehtavé ratkeaa, kun kokeilee mité
tapahtuu, kun x = +1 tai z = £2.

Yritetddn kuitenkin nyt katsoa systemaattisesti, mitéa
voidaan tehda silloin kun arvaamalla ei padsta eteen-
pain.

Jakolasku

Léhdetédan liikkeelle jakolaskusta. Muistetaan ensin, et-
td jos on annettu kokonaisluvut m ja k, niin on olemas-
sa 0 < r <k ja g siten, etta

m=qk+r.

Sanotaan, ettd g on osamééra ja r on jakojadnnos. Jos
ei olla kiinnostuttu osamaérasté, on tapana merkité

m=r mod k

Polynomeille voidaan méaéritelld samantapainen jako-
lasku:

Jos on annettu polynomit f ja g, niin on olemassa
yksikésitteiset polynomit ¢ (osaméérd) ja r (jako-
jAannos) siten, ettd

f=q9+r

ja deg(r) < deg(g).

Yksikésitteisyyden osoittamisen jatan harjoitustehta-
véiksi. Seuraava algoritmi takaa olemassaolon. Olkoon
annettu polynomit f ja g, ja LT(f) = a,a™ ja LT(g) =
Cma™; tall5in merkinté LT(g) [LT(f) (luetaan: LT(g) ja-
kaa LT(f):n) tarkoittaa, ettd n > m, jolloin

LT(f)

_ Qn n—m

LT(9) cm

on hyvin maéritelty termi. Seuraava algoritmi laskee
osamaarin ja jakojadnnoksen.

Algoritmi 1 OSAMAARA JA JAKOJAANNOS
Input: polynomit f ja g, g # 0.
Output: polynomit ¢ ja r siten, ettd f = qg + r ja
deg(r) < deg(g)
s q=0; r:=f;
: while r # 0 ja LT(g)|LT(r) do

1
2

LT
3 g=a+ g
4
5

LT(r

: end while

Algoritmin rivilla 4 jakojaannoksen isoin termi kumou-
tuu, joten deg(r) pienenee joka askeleella. Tamén ta-
kia ennemmin tai mydhemmin joko r = 0 tai deg(r) <
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deg(g), jolloin algoritmi tulee ulos while silmukasta,
mik4 todistaa, ettd algoritmi pdattyy. Algoritmi on it-
se asiassa kédytdnnossd sama kuin kokonaislukujen ja-
kaminen jakokulmassa.

Yksinkertainen jakolasku on yllattdvan tehokas tyoka-
lu.

Esimerkki 5. Britannian matematiikkaolympialaisissa
vuonna 2007 piti laskea

1+ 2007* 4 20084
14 20072 4 20082°

Tietenkin tdmén voi laskea suoraan, mutta osoittajaan
tulee 14-numeroinen luku, joten tdmé olisi hyvin tyo-
listd késin laskien. Olkoon f = 1+ 2% + (z + 1)* ja
g=1+22+ (z + 1)?; jakolasku antaa

f=@"+z+1)g,
joten vastaus on 1 + 2007 + 20072 = 4030057. PA

Esimerkki 6. Baltian tie matematiikkakilpailussa
vuonna 1992 oli seuraava tehtéva.

Oletetaan, ettd a? +b%+ (a+b)? = 2 +d% + (c+d)>.
Todista, ettd a* + b* + (a + b)* = ¢t + d* + (c + d)*.
Olkoon

f=ad" +b*+(a+b)* -t —d* — (c+d)*,
g=a®+b*+(a+b)?—c*—d?—(c+d)>

Tehtdva voidaan nyt muotoilla seuraavasti.
Jos g =0, niin f =0.

Mutta nythédn ratkaisu saadaan heti: viite voi olla tot-
ta tdsmaélleen silloin kun g on f:n tekija. Toisin sanoen
kun f jaetaan g:1la, niin jakojadnnéksen pitéisi olla nol-
la.

Nyt tietysti olisi luontevaa ajatella, ettd f, g €
Qla, b, ¢, d], koska kaikki muuttujat ovat tavallaan sa-
manarvoisessa asemassa. Mutta jakolaskualgoritmin
kannalta voidaan yhtd hyvin ajatella vaikkapa, ettéd a
on "muuttuja’”, ja muut ovat "parametreja”, jolloin voi-
daan ajatella, ettd f, g € Q(b, ¢, d)[a].

Nyt jakolaskualgoritmi antaa
f=q9=(a®>+ab+b*+c*+cd+d*yg,

mikd todistaa véitteen. Vaikeaksi tarkoitettu tehtava
ratkeaa siis algoritmisesti suoraan laskemalla. Huomaa,
ettd tédssd tehtdvin ainoa vaikeus oli siiné, ettéd piti ni-
metéd polynomit f ja g. PAY

Yleisesti ottaen polynomitehtédvissé ongelma on tapana
muotoilla yhtaloitten avulla, eiké oleellisia polynomeja
suoraan mainita. Tehtévissa siis aina kannattaa nimeta

ne polynomit, joita tarkastellaan. Tuntuu ehké hassul-
ta, ettd asioitten nimedminen ”oikein” ratkaisee tehté-
van. Tamén voi mieltdd niin, ettd kun polynomit on
nimetty, niin automaattisesti tdméa ohjaa ajattelua oi-
keaan suuntaan. Katsotaan vield toinen esimerkki tél-
laisesta ilmiosta.

Esimerkki 7. Matti Lehtisen tehtavikokoelmassa Kil-
pailumatematiikan lajeja ja periaatteita oli seuraava
tehtéava.

Oletetaan, etté,
abc =1,
atbie=tyiql
a b ¢
Osoita, ettd a =1 tai b= 1 tai c = 1.
Huomaa, etté véite
a=1ltaib=1taic=1
on ekvivalenttia sen kanssa, etta
h=(a—-1)(b-1)(c—1)=0.
Olkoon fy = abc —1 ja
fi=abc(a+b+c)—ab—ac— be.
Tehtévé voidaan nyt muotoilla seuraavasti.

Oletetaan, ettd fo = f1 = 0. Osoita, ettd h = 0.

Olkoqn edelleen fl =a+b+c—ab—ac—bec. Jos fo =0,
niin f; = f1. Téstd saadaan muotoilu:

Oletetaan, ettd fy = fl = 0. Osoita, ettd h = 0.

Mutta nyt heti ndhddén, etta

h:f0+f17

miké todistaa vaitteen. PAY

SYT

Jakolaskun avulla voidaan helposti laskea suurin yh-
teinen tekijd (ged, greatest common divisor) polyno-
meille; algoritmi on tuttu Eukleideen algoritmi, jolla
lasketaan kokonaislukujen suurin yhteinen tekji. Jos
on annettu polynomit f ja g, niin merkitddn dskeisen
algoritmin antamaa jakojaannostd r = rem(f,g). Li-
siksi on kitevia ottaa kiayttoon seuraava merkinté: jos
LT(f) = a,z™, niin isoimman termin kerroin (leading
coefficient) on LC(f) = a,.
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Algoritmi 2 SUURIN YHTEINEN TEKIJA
Input: polynomit f ja g # 0
Output: syt(f,g)

a:=f;b:=g;
while b # 0 do
r:=rem(a,b)

a:=b
b:=r
end while

syt(f,g) = a/LC(a)

Koska jakojaannoksen aste pienenee joka askeleella,
niin algoritmi paattyy.

Suurimman yhteisen tekijan avulla ndhddéan, onko kah-
della polynomilla yhteisid nollakohtia; f:114 ja g:114 on
yhteisid nollakohtia, jos deg(syt(f,g)) > 0. Tamén sel-
vittdminen on taysin algoritmista, eikd se riipu siité,
osataanko nollakohtia laskea. Jos siis "unohdetaan” al-
gebran peruslause, niin joka tapauksessa on voimassa
seuraava tulos.

Olkoon f, g € Q[z]. Jos syt(f, g) = 1, niin tehtavalla
f = g = 0 ei ole ratkaisuja.

Huomaa erityisesti, ettd tdmé ei riipu siitd mistd Q:n
kuntalaajennuksesta ratkaisua etsitdan.

Esimerkki 8. Kanadan matematiikkaolympialaisissa
vuonna 1988 oli seuraava tehtéva.

Olkoon f = 1988z2 + bz + 8891 ja g = 8891z +
bx + 1988; milld b:n arvoilla polynomeilla f ja g on
yhteinen tekija?

Téssékin tehtéva ratkeaa heti, jos huomaa kokeilla, mi-
td tapahtuu, kun x = +1. Tall6in ndhdadn heti, etta
b = +10879 ja vastaava yhteinen tekijé on = 4 1.

Jos edetéddn algoritmisesti, niin lasketaan ensin

9993 41+ 10879)

r=rem(f,g) = oo

ja sitten

8891

77 (b — 118352641).

ro = rem(g,r) =

Jos on yhteisié tekijoité, niin ry = 0, ja téstd saadaan
arvaamalla 16ydetty ratkaisu. PAY

Esimerkki 9. Pohjoismaisessa matematiikkakilpailussa
vuonna 2009 oli seuraava tehtava.

Olkoon f = &'+ 2134+ 2° —902* + — 90; tiedetéin,
ettd f:114 on tekijd g = 22 + = + a. Miki on a?

Téasséd vaiheessa lukija varmaankin jo arvaa, ettd a =
+1 tai a = 2.

Jos g on tekijé, niin jakojadnnods on nolla. Lasketaan
jakojaannos:
f=aq9+m,
r=hx+hy ja
ho = —8a® 4 844" — 258a° + 3654 — 276a"*
+ 114a® — 1164 4 93a — 90,
hi = a® — 36a” + 211a° — 483a° + 565a*
— 370a® + 13702 — 209a + 94.

missa

Tésséd ensin ajatellaan, ettd f ja g ovat x:n polyno-
meja ja a on parametri, eli f, g € Q(a)[z], ja sovel-
letaan jakolaskualgoritmia z:n suhteen. Nyt jakojaan-
nés on 7 = hix + hg, missid h; ovat polynomeja a:n
suhteen, ja jakojddnnés on nolla, jos polynomeilla hg
ja hy on yhteisid nollakohtia. Nyt suoraan laskemalla
syt(ho, h1) = a—2, joten vastaus on a = 2. Laskut ovat
helpompia, jos huomaa, etté

f=a'"+ 2 +2° — 90zt + 2 — 90
= (2" +1) (2" + 2 — 90).

Selvisti g taytyy olla polynomin f =28 4+ 290
tekija, ja jakolasku antaa nyt

,'ﬁ
ho = —6a% + 35a° — 56a* + 36a® — 10a® + a — 90
hy = a® — 21a® + 70a* — 844> + 4502 — 11a + 2.

Luonnollisesti edelleen syt(lAzo7 Bl) =a—2. PAe

Neliovapaa polynomi

Palataan sitten kaavaan (2). Jos ollaan ensisijaisesti
kiinnostuttu nollakohdista, ja kertaluvut eivit ole niin-
kéan oleellisia, niin voisi olla mukavampi analysoida
polynomia

fred = (x—b1)---(l‘—bk).

Sanotaan, ettd freq on f:n reduktio, ja ettd f on nelié-
vapaa (squarefree), jos f = freq- Jos f ei ole nelidvapaa,
niin deg(fred) < deg(f), joten siirtyminen redusoituun
polynomiin alentaa astetta, mika puolestaan helpottaa
tehtavan analyysid. Mutta miten redusoitu polynomi
voitaisiin laskea? Nollakohtiahan ei tunneta.

Jos b on f:n nollakohta, jonka kertaluku on ¢, niin tal-
16in voidaan kirjoittaa

f=(z—b)h(z),
missd h(b) # 0. Mutta talloin edelleen
fr=0x—=b"" h+ (x—b)'N = (x—b)""h

Toisin sanoen (z — b)*~! on f:n ja f’n tekijd, ja kun
tdma tekija poistetaan f:std, saadaan

f() = (.’L’ — b)h
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Téassd padstiin eroon moninkertaisesta nollakohdasta,
kun jaettiin f:n ja f’:n tekijalla. Mutta edelld on esi-
tetty algoritmi suurimmalle yhteiselle tekijélle, eiké al-
goritmissa tarvitse tietdd nollakohtia. Siispa

i
et = SRt Y

Toisella tavalla ajateltuna téssd f jaetaan kahteen te-
kijaén:
f = syt(f, f/)fred~

Usein (tai aina) tehtéva helpottuu, jos 18ydetddn jokin

sia tekijoitd erikseen.

Esimerkin 4 tapauksessa saadaan syt(f, f/) = o* — 1,
joten

o228 2t 1= (2" - 1)(2® - 1).

Redusoituun polynomiin siirtyminen helpottaa tehta-
vad jo siind, ettd polynomin asteluku pienenee, mutta
on itse asiassa toinenkin térked syy, miksi tdmé reduk-
tio kannattaa tehdé. Palataan tdhan sitten myohem-
min.

wxMaxima, Sage ja Wolfram Alpha

Edella esitellyt algoritmit on toteutettu varmaankin
kaikissa symbolisen laskennan ohjelmistoissa. Esimer-
kiksi wxMaximassa on komento divide, joka laskee osa-
madran ja jakojadnnoksen, ja komento ged, joka laskee
suurimman yhteisen tekijan.

Tarkemmin wxMaxima? on kayttoliittyma Maximaan?.

Naméa ovat vapaita ohjelmistoja, ja itse asiassa wx-
Maximaa voi kayttda ylioppilaskirjoituksissa. Siis kaik-
ki edelld mainitut esimerkkitehtévit olisivat ratkenneet

3https:/ /wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/
4https://maxima.sourceforge.io/
Shttps://www.sagemath.org/index.html
Shttps://jupyter.org/

parissa minuutissa, jos ne olisivat olleet ylioppilaskir-
joitustehtévia. Esimerkissé 7 ei tosin tarvinnut jakolas-
kua, mutta se olisi helposti ratkennut myos toisella ta-
valla muuttujia eliminoimalla, ja tAméakin onnistuu wx-
Maximalla. Palataan muuttujien eliminointiin tarkem-
min myohemmin.

Myts Sage on ilmainen ohjelmisto, jolla voi laskea se-
ki symbolisesti ettdi numeerisesti [1].> Sagea on ehki
kitevintd kiyttds Jupyterin avulla.b

Netissé on lisdksi vapaasti kdytettavissa Wolfram Alp-
ha, jonka avulla voi helposti laskea téssé kirjoituksessa
olleet esimerkit.” Téssd on taustalla Mathematica®, jo-
ka on maksullinen ohjelma. Toinen hyvd maksullinen
ohjelma on Maple.”

Jatkuu ensi numerossa

Ensi kerralla katsotaan tarkemmin polynomien nolla-
kohtien ratkaisemista. Erityisesti tarkastellaan kriitti-
sesti ratkaisukaavoja ja juurilausekkeita ja paddytadn
sithen, ettd jos ne eiviat ehké ole tdysin hyddyttomia,
niin ainakin niitten merkitystd on vahvasti liioiteltu.
Jakolaskualgoritmi sen sijaan osoittautuu edelleen hyo-
dylliseksi tyokaluksi.
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