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Keplerin naimahuolet — optimaalinen pysayttaminen

Markku Halmetoja

Johannes Keplerille! tuli tarve 16ytdéd uusi vaimo, kun
hénen ensimméinen vaimonsa Barbara Muehleck kuo-
li vuonna 1611 ([1]). Jotakin naisen asemasta 1600-
luvun Euroopassa kertoo se, ettd Kepler saattoi ilman
yleistd paheksuntaa kokeilla useaa eri puolisoehdokas-
ta ennen ratkaisuun padtymistddn. Luonnollisesti koe-
teltavat olivat hdnen taloudessaan yksi kerrallaan. It-
sendisyyden ja oman tahdon osoittaminen oli naisille
vaarallista, silld sellaisista elkeistéd saattoi helposti jou-
tua syytteeseen noituudesta. Syyte johti useimmiten ki-
dutuksen kautta kuolemaan. Mika Waltari kuvaa téta
teoksessaan Mikael Karvajalka [2]. Se ei ole heikkoher-
moisen luettavaa.

Kaikessa omituisuudessaan Keplerin menettely johtaa
mielenkiintoiseen matemaattiseen ongelmaan: kun eh-
dokkaita koetellaan yksi kerrallaan eiké hylattyyn luul-
tavasti voi jalkikdteen palata, niin milloin kannat-
taa lopettaa ja tyytyd késillia olevaan ehdokkaaseen?
Kepler ei voinut pohtia asiaa todennakéisyyslaskennan
kannalta, silld taméantyyppisid ongelmia ratkova paé-
toksentekoteoria ja optimaalisen pysdyttdmisen teo-
ria kehittyi vasta 1900-luvulla. Kepler-historiasta joh-
tuen pysdyttdmisongelmaa kutsutaan kirjallisuudessa
usein avioliitto-ongelmaksi ja yleisesti myos sihteerion-
gelmaksi. Ennen me-too-aikaa julkaistussa teoksessa [3,
s.15] kysymys on puettu tuskin toteutettavissa olevak-
si kauneuskilpailuksi, jossa neidot saapuvat yksitellen
tuomariston eteen. Se joko hylkdd neitosen tai valit-
see hénet kauneimmaksi loppuja ndkematta. Millaisel-

la strategialla péatos tulisi tehdd, jotta joltisellakin
todennéakoisyydelld kaunein tulisi valituksi? Menette-
ly tuntuu perin epdoikeudenmukaiselta. Esimerkki on
kertakaikkisen huono.

Yritdmme seuraavassa kehittda ongelmalle uskottavam-
man kehyskertomuksen. Oletetaan, ettd television vi-
sailuohjelman palkintona henkil6 saa osallistua leikkiin,
jossa hén saa valita numerojarjestyksessd tuntematto-
mia rahasummia sisdltavia kirjekuoria. Kuoret on nu-
meroitu 1:std n:adn, missa n on vahintddn kaksinume-
roinen luku. Jokaisessa kuoressa on eri rahamééré. Nii-
den suuruusluokasta osallistujalla ei ole tietoa. Han va-
litsee ja avaa kuoria seuraavasti: avattuaan ensimmai-
sen kuoren hén joko hyvéiksyy siinéd olevan rahaméaran
palkinnokseen ja leikki paéttyy tai hylkaéd sen ja ottaa
kéasittelyynséa seuraavan kuoren. Néin peli jatkuu, kun-
nes hén hyvéksyy jonkin kuoren sisdllon. Hyldttyihin
kuoriin ja rahasummiin ei ole paluuta. Jos hdn paé&t-
tdd ennalta pysdhtyd vaikkapa horoskooppimerkkinsa
mukaisen onnennumeron kohdalle, hdn saa suurimman
summan todennikoisyydelld 1/n. Osoitamme seuraa-
vassa, ettd parempikin strategia on olemassa.

Tutkitaan aluksi ensimméiset a kuorta ja laitetaan
muistiin niistd 16ytynyt suurin rahasumma. Tamén jal-
keen avataan kuoria, kunnes 10ytyy suurempi summa
kuin alussa muistiin laitettu. Tédhén kuoreen ja sum-
maan tyydytdin ja peli pddttyy. Jos muistissa olevaa
summaa suurempaa ei 16ydy, kaikki kuoret tulevat ava-
tuiksi ja viimeisen kuoren siséltoon on tyytyminen.

1Johannes Kepler (1571-1630), saksalainen astronomi ja matemaatikko.
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Lasketaan nyt todennékéisyys sille, ettd jaossa oleva
suurin rahasumma 16ytyy kuoresta n:o z (> a). Jot-
ta néin kévisi, tdytyy seuraavien asioiden toteutua:
1° kuorien 1,2,..., (z — 1) suurin summa on jossakin
kuorista 1,2, ..., a, ja 2° suurin rahasumma todellakin
on kuoressa n:o x. Tapauksessa 1° suotuisia alkeista-
pauksia on a kappaletta ja alkeistapauksia kaikkiaan
x — 1 kappaletta. Tapauksen 2° todenndkdoisyys on sa-
ma kuin jos horoskooppimenetelméa kaytettaisiin. Té-

ten
1

P(1°) = ja P(2%)=—.

rz—1
Tieto kuorien 1,2,..., (x — 1) sisiltdjen jarjestykses-
td ei vaikuta kuoren x sisdltéon, joten tapaukset 1°
ja 2° ovat toisistaan riippumattomat. Niinpé kertolas-
kusadnnon mukaan todenndkoisyys saada maksimivoit-
to pysdhtymaélld kuoreen n:o x

a 1

P(1°A2°) = —= -~

Tama pétee erikseen jokaiselle a:n jilkeiselle kuorelle,
joten laskemalla yhteen kyseiset todennakoisyydet saa-
daan

1 n
P(max voitto) = — Z
n

r=a+1
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Strategian loppuunsaattamiseksi tutkitaan vield, mil-
14 a:n arvolla saatu todennékdisyys on suurimmillaan.
Merkitadn
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P(max voitto) = f(a) = a E —.
n x

r=a

Koska a on diskreetti muuttuja, derivaatasta ei nayt-
téisi olevan hyotyé. Vai onko sittenkin? Summa

nfll
2.5

on likimédarin jakovélida Az = 1 kdyttden puolisuunni-
kassddnnolld laskettu integraalin

likiarvo. Siis

Suurin arvo saavutetaan, kun a =~ n/e ~ 0,368n, ja
se toteutuu todennédkoisyydelld 1/e a2 0,368. Pasvoiton
todennékoisyys on siis huomattavasti suurempi kuin jos
pelkélld onnennumerolla yritettéisiin. Esitetty strate-
gia on puhdasta arvausta parempi, mutta tdméan kir-
joittajalla ei ole edellytyksid pohtia ja ratkaista, onko
se paras mahdollinen.

Optimaalisen pysdyttdmisen teoria sai alkunsa 1940-
luvulla USAssa, kun kehitettiin tilastollisia testejé,
missd otannan koko ei ole kiinted vaan aina kun teh-
déan uusi havainto, padtetddn hyviksytaanko tilastol-
linen hypoteesi tai hyldtdanko se tai jatketaanko ha-
vainnointia. Tarked sovellusalue on myos optioiden hin-
noittelu finanssi- ja talousmatematiikassa. Taman aihe-
piirin tutkijat Robert C. Merton ([4]) ja Myron Scho-
les ([5]) saivat taloustieteen Nobelin palkinnon vuonna
1997. Monet pyséytysteorian yleistykset ovat edelleen
aktiivisen tutkimuksen kohteina.

Keplerin ongelma ei ollut aivan tarkkaan téssa késitel-
ty, silld hén ei esimerkiksi voinut aloittaessaan tieté,
montako naista hén onnistuu saamaan koeajalle. Han
poikkesi ratkaisusta sikélikin, ettd yritettydan kahden
vuoden aikana yhteiselaméa yhdentoista naisen kans-
sa hdn onnistui luomaan uudestaan suhteen Susanna
Reuttingeriin, jonka hén oli hyldnnyt viidentend eh-
dokkaana. He solmivat avioliiton ja elivat onnellisina
eldménsa loppuun asti.

Kiitokset emer. prof. Paavo Salmiselle muutamista kir-
joitustani tdsmentdneistd kommenteista.
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