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Saatteeksi

Taméa materiaali sisdltdd runsaasti harjoitustehtévia erilaisten integraalilaskentaan liit-
tyvien tehtavatyyppien harjoittelemiseksi. Tehtévat tehtyddn opiskelija osaa 10ytéaa vaa-
tivampienkin lausekkeiden antiderivaatat késin laskien sekd antaa arvioita lausekkeen
integraalista, kun antiderivaattaa ei voida mééarittas. Lisdksi esitellddn tarkemmin muu-
tamia integraalilaskentaan liittyvid numeerisia menetelmié, jotka eivit kuulu Helsingin
yliopiston Integraalilaskennan kurssin tdménhetkiseen sisaltéon. Materiaalia kéyttéavan
opiskelijan toivotaan tutustuneen tai tutustuvan samanaikaisesti Helsingin yliopistossa
kéaytossd olevaan analyysin oppikirjaan Analyysia reaaliluvuilla.

Kiitdn kevaalla 2022 Helsingin yliopiston Integraalilaskennan kurssille osallistuneita
opiskelijoita tarkkandkoisistd huomioista, joiden pohjalta olen korjannut materiaalissa
esiintyvid epéloogisuuksia.
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1 Integroimistekniikoita

1.1 Integrointi, antiderivaatta ja yksinkertaiset sijoitukset

Antiderivaatat integraalilaskennassa

Téassé osassa keskitymme etsimién integraaleja perinteisten derivaattojen avulla. Taulu-
koiden [1] ja [2] antiderivaatoista on hyotyé tehtivissi; todistathan ne esimerkin [I] tapaan

ennen kuin kdytét niitd perusteluina tehtévissa!

Taulukko 1: Antiderivaattoja

lauseke ‘ antiderivaatta

sec? ax dx % tanax + C

csc? ax dx —% cotaxr + C
sec ax tan ax dx é secax + C
csc azx cot ax dx Lescar +C

a

L dz |sin'24+C (a>0)

va2—zx2

1 1 -1z
mdx atan E+C

cosh azx dx é sinhaz + C

sinh ax dx % coshax + C

Esimerkki 1. 1 .
/7053: = = tan" " z +C
a a

a? + z?
Todistus. Todistetaan ensin, ettéd tan~! zdz = ﬁ
Muistetaan tangentin mééaritelma 23;’; =tanx
Derivoidaan:
cos® z + sin® x 1
tan xdr = 5 = 5
cos? x cos? x
Merkitddn tan~'z = y < tany = .
Derivoidaan tany x:n suhteen:
dy 1 ’




ja koska
zdx =1,

niin saadaan

1
cos?y

=1 < 4y =cos’y
Talloin
tan"! zdx = cos®(tan"! x)

Tété tulosta voidaan yksinkertaistaa geometrialla. Olkoon tan~! z = «, jonka vastainen
kateetti on pituudeltaan x ja viereinen 1. Hypotenuusaksi saadaan télloin /1 + 2.

V1422

Kuva 1: Kolmion sivut ja kulma a.

Nain ollen: 1
s = ————
V14 2?2
ja
1
cos? o = cos?(tan 't z) = ——
1+ 22

Tulos pétee vastaavasti, kun viereinen kateetti on erisuurta kuin 1. T&lloin viereisen
kateetin pituus on a, eli tan™! (%) = «. Hypotenuusa on tilloin va2 + z2. Télléin:

a 1
cosa = =
ava?+ 2?2 Va4 a?
ja
2 2 —1(TY\y _ 1
cos” a = cos”(tan <a>) =21

Sijoitusmenetelman perusteet

Sijoitusmenetelmé perustuu integraalilaskennassa derivaatan ketjusdantoon. Kertaukse-
na se tassd kiytdnnonlaheisesti:

1. Valitse integroitavasta lausekkeesta jokin osalauseke, jota merkitset apumuuttujal-
la, esim. wu:lla



2. Derivoi tamé osalauseke x:n suhteen. Sijoita nyt apumuuttuja alkuperéiseen lausek-
keeseen ja korvaa dx du:lla.

3. Nyt lausekkeen tulisi ndyttda helpommalta. Integroi se antiderivaattojen avulla.
4. Kun kaikki on integroitu, sijoita alkuperédinen osalauseke apumuuttujan paikalle.

Joskus sijoituksia joutuu tekeméain useamman, mutta silloin toimitaan samojen periaat-
teiden mukaisesti.

Esimerkki 2. Yksinkertainen esimerkki sijoitusmenetelmdstd. Integroitava lauseke:

/ (3z — 5)12 da

1. Valitaan u = 3x — 5.

2. Derivoidaan puolittain:
du = 3dzr

Korvataan dx du:lla, jolloin lauseke nayttdda tdalta:

1
/gu12 du

3. Lauseke on nyt polynomimuodossa, joten se on helppoa integroida:

1 1 1 1
e de=(5)(35)" = (55)"

4. Stjoitetaan nyt alkuperdinen osalauseke u:n paikalle:

(3= ()=

Ohjeita lausekkeiden muokkaamiseen

Tehtévissa voi tulla vastaan tilanteita, joissa lausekkeen muokkaaminen helpottaa in-
tegrointia huomattavasti. Seuraavia keinoja kannattaa ainakin kokeilla:

1. Kosini- ja sinilausekkeissa kaksinkertaisten kulmien kaavat ovat hyodyllisia:

1
cos’ = 5(1 + cos 2x)

1
sin?z = 5(1 — oS 2x)



2. Seuraavat trigonometriset identiteetit voivat olla avuksi:

sec’xr =1+ tan’z

csc?z =1+ cot’z

Molemmat ovat johdettavissa trigonometrian peruskaavasta

sin?z +cos?z =1

. Kayta algebrallisia menetelmié laajasti ja luovasti; kerro auki sulkuja, ryhmittele

ja erottele termeja omiksi lausekkeikseen. Sijoitusmenetelméssa on oleellista 16ytéa

sopiva apumuuttuja, ja sen l6ytadmisessd lausekkeen muokkaaminen on monessa
tapauksessa hyodyllista.

Taulukko 2: Trigonometristen lausekkeiden integraaleja

lauseke ‘ antiderivaatta

tan x dx
cot x dx
secx dx
cscx dx

In|secz|+ C

In|sinz|+C = —In|cscx|+ C
In|secx + tanz| + C

—1In|cscz 4 cotx| + C =1In|cscz — cot x| + C




Tehtavat

1. Etsi lausekkeiden antiderivaatat:

1.1. sec? ax dx

1.2. csc? ax dx

1.3. secaztan ax dx
1.4. cscaxcotax dz
L5, o dx

1.6. coshazdx

1.7. sinh az dz

1.8. tanzdx

1.9. cotzdx

1.10. secxdx

1.11. cscx dx

2. Etsi tdssd ja seuraavissa tehtédvissé
maaradméaton integraali.

/ T dr
241

IE=

4.
/ T dr
(422 +1)5
]
5.
/gzcegﬁ2 dx
m
6. vy
/e + dr
et —1
]

10.

11.

12.

13.

14.

/

Int
t

/ m dx
vVae+1

[

r+1
— dx
Va2 +2x+3

/ T dr
4 — x?

341
/m—gdx
X

2
x

d

/2+x6 v

/\/l—xxzdac

'R.A. Adams and C. Essex: Calculus: a complete course, Pearson, 2013, p. 317-324. [I]
2E. Mendelson: 3000 Solved Problems in Calculus, McGraw-Hill, 1988, p. 142-151. [5]



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

/ dzx
e’ +1

m
/ dx
m
/(3:1:2 +2)Y4% da
/(23}3 + )zt + 22+ )P dx
/ dx
VA + 2z — 22
m

/(x4 +1)Y327 dx

/x\/ax+bd:c

/dex
V2425

Ftsi seuraavat trigonometriset inte-

graalit.
coS T
——d
/ 4 + sin’®x .

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

33.

/ sec
V1 —tan?zx
1
/ dx
secx
/ tan? z dx

/ tan x In cos x dx
/ sin® z cos® x dx
/ sin® ¢ cos* t dt
/ sin ax cos? ax dx

/ sin? z cos® x dx

/ sin® z dx
/ cos dx



34.

35.

36.

37.

38.

39.

/ sec® z dx

/ sec® z tan? z dz

/ Vtan z sect z dx

/ sin~2/3 2 cos® z dx

/ cos x sin (sin z) dz

/

sin® In z cos® In x

X

X

40.

41.

42.

43.

44.

45.

/

1
s
1+sinx

/
/

sin

cost x

sin

costz

dzx

x

X

1+ cosx

/ csc® z cot® z dx

/

COS™ x

sin

4

x



1.2 Osittaisintegrointi
Tulon derivaatta ja osittaisintegrointi

Osittaisintegrointi perustuu tulon derivaattaan:

Df(x)g(x) = f(z)Dg(z) + g(x)D f(x)
f(z)Dg(x) = Df(x)g(x) — g(x)D [ (x)

[ H@Dy(a) de = f(@)g(a) - [ 9(a)Df () do
[ F@lg@) dz = F@)G) — [ Go) () da

Kaytdnnossa tama tarkoittaa seuraavaa algoritmia:

1. Valitse F(x), jonka derivaatta on mahdollisimman yksinkertainen ja g(z), jonka
integraali on puolestaan mahdollisimman yksinkertainen.

2. Integroi ja derivoi funktiot ja sijoita ne ylld mainittuun kaavaan.

3. Nyt lausekkeen [ G(z)f(x)dz tulisi olla helpompi integroida. Tarvittaessa palaa
alkuun toistaaksesi kohdat 1. ja 2. uuden lausekkeen kohdalla. Mikéli integroiminen
on kuitenkin mahdollista, etsi lausekkeelle suoraan antiderivaatta.

Miten funktiot tulisi valita?

Erityisesti englanninkielisissé oppikirjoissa mainitaan usein akronyymi LIATE tai ILA-
TE. Sanat lyhenteen takana on avattu taulukossaf3] mutta kirjaimet kuvaavat alkeisfunk-
tiotyyppien jarjestystd, jonka mukaan F'(z) ja g(z) kannattaa valita. Jokaisen lausekkeen
kohdalla tarkastellaan, mitka kaksi funktiota lausekkeesta on mahdollista erottaa, jon-
ka jéalkeen tarkistetaan niiden keskindinen jérjestys LIATE-akronyymissd. Ensimmé&inen
valitaan derivoitavaksi funktioksi F'(x) ja jarjestyksessé jaljempéna oleva integroitavak-
si funktioksi g(x) On hyva huomata, ettd tdmé sdédnto on vain perusperiaate, johon on
olemassa poikkeuksia (katso esimerkki [3]).

Taulukko 3: LIATE-saanto
Kirjain | selitys

L logaritminen

I arkusfunktio (inverse trigonometric)
A algebrallinen

T trigonometrinen

E eksponenttifunktio

Esimerkki 3. Ftsi seuraavan lausekkeen mddrdadmdton integraali osittaisintegroinnin
avulla. Huomaa, ettd perinteinen LIATE-sadnto ei toimi tassd.

ze”®
——d
/ @+132™



Ratkaisu. Parhaiten tilanteeseen sopivat seuraavat funktiot:
F(z)=ze" & f(x)=uze"+¢€"

—@+1)? e G(m):—xil

1
(z +1)2

g(x) =
Sijoitetaan funktiot lausekkeeseen:

/(aze do — xe /_me +e d

z +1)2 I x+1
x X
1
__xe +/6<x+>dx
r+1 z+1
x
S +/exdx
r+1
x
_ T e
r+1
x 1_ X
:e(x—l— ) — ze Lo
z+1
x
- ¢ +C
z+1

Integroiminen taulukon avulla

Joissakin tapauksissa osittaisintegrointia joudutaan toistamaan useita kertoja yksittaisen
lausekkeen kohdalla. Téllaisia tilanteita varten hyodyllinen tyckalu on ”taulukkointegroin-
ti”(eng. tabular integration). Esitelldsin menetelmé kahden Horowitzinf|artikkelissa esiin-
tyvén esimerkin kautta.

Esimerkki 4. FEtsi seuraavan lausekkeen mddradmdton integraali:
2 -
x“sinx dx

Ratkaisu. Tehddan taulukko, johon listataan allekkain derivaattoja ja integraaleja osit-
taisintegroinnin merkit huomioiden: Yhdistetddn samalla vérilla merkityt termit:

jarjno | merkki | f(x) | G(x)
0 + x2 sin x
1 - 2x | —cosx
2 + 2 | —sinz
3 - 0 cos T

3D. Horowitz: Tabular Integration by Parts, The College Mathematics Journal, Vol. 21, No. 4. (Sep.,
1990), p. 307-311. [4]
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/x2 sinz de = +2%(— cosx) — 2z(—sinz) + 2cosx — / —(0) cosz dx

= —x2%cosz + 2xsinz + 2cosx + C

Toisaalta taulukkointegrointi sopii my0s algebrallisempiinkin tilanteisiin, kuten huoma-

taan seuraavasta esimerkista.
Esimerkki 5. FEtsi seuraavan lausekkeen mdadradmdton integraali.

1222 + 36

—d
3z 42 o

Ratkaisu. Tehdaan edellisen esimerkin tapaan taulukko. Yhdistetddn termit:

jarjno | merkki f(x) G(x)
0 + 1222 + 36 (3z +2)1/5
1 - 24z 2 (3z 4 2)%/°
2 + 24 2 (31 + 2)%/°
3 N 0 1}&220 (3z + 2)14/5
2
152;\/%326 dz = (52% + 15)(3z + 2)*/° — 52()—;”(3m +2)%5 4 %(3@" +2)15 4 ¢

Integraalin ratkaiseminen yhtdlon avulla

Joskus osittaisintegroinnissa alkaa nayttda siltd, ettd prosessi toistaa itsedén eiki ratkai-
sua saavuteta talld menetelméalld. Nain ei kuitenkaan aina ole. Erityisesti trigonometris-
ten funktioiden kohdalla on hyvé tarkistaa, onko osittaisintegraalilausekkeessa vastak-
kaismerkkisté alkuperaistéd lauseketta, jolloin ratkaisu on mukavan helppo. Tarkastellaan
taas valaisevaa esimerkkié.

Esimerkki 6. [/| Btsi scuraavan lausekkeen mddradamdton integraali.

/ sec® z dx

Ratkaisu. Valitaan F(x) ja g(x) seuraavasti:

F(z) =secz << f(x)=secztanzdx

g(z) =sec’z < G(z)=tanz

4R.A. Adams and C. Essex: Calculus: a complete course, Pearson, 2013, p. 334-335.[]
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Sijoitetaan:

1= /sechdx =secxtanx — /seca:taan
=secrtanx — /sec z(sec? z — 1) da
=secxtanx — /sec3xdm + /Secxd:c
=secxtanz — I + In|secz + tan x|
Voidaan nyt siirtdd I yhtéalon toiselle puolelle, jolloin saadaan:
2] = secxtanx + In |secx 4 tan x|

eli
1
I= §(secmtan:1:—|—ln\secx—i—tanx!) +C

Téamaéan osion tehtévissa harjoitellaan osittaisintegrointia, mutta aiheeseen liittyen to-
distetaan myo6s muutamia reduktiokaavoja.

12



Tehtavat

Etsi madrdaamaton integraali.

1. 9.
/:):2 cosx dx /x2 tan—! dx
6
Bl
10.
2. .
/(x2_2x)€kxdl' /xsln x dxr
11. |
5 /n—; dx
T
/a:3 Inzdx -
12.
4 /$56_$2 dz
/silf1 T dr
B 13
/tanQacsec:cdm
°
/ex sin z dx
14.
. /62"’: sin 3z dx
6.
I = /e‘” cos bz dz 15,
VT
Vihje: sailyta I mukanald zeVhdx
7.
/:L‘(hnﬂr:)3 dx 16.
/ In(z® + 1) da
G
> ) 17.
/tan vdr /:Esec2mdx

®R.A. Adams and C. Essex: Calculus: a complete course, Pearson, 2013, p. 332-338. [I]
SE. Mendelson: 3000 Solved Problems in Calculus, McGraw-Hill, 1988, p. 232-237. [5]
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

/xsinQ:de
/cos(ln:p) dx
/ln(lnx)d:p
x
/x5(lnx)2 dz

/w(ax + b)% dx

/cos_1 T dr

/:zse(f1 xdz
/(Silf1 z)? dz
/az(tan_1 z)%dx

/ ze® cosx dx

28. Etsi seuraaville lausekkeille reduktio-

29.

14

kaavat:
a)
I, = /:c"ex dx

b)
I, = /(lnm)" dx
c)
/2
I, :/ cos” x dx
0
d)
/2
I, :/ 2" sin x dx
0
e)
I, = /sin”xdw
f)

I, = /sec"xdx

WALLISIN  KAAVAT.  Seuraavassa
tehtavassa todistetaan englantilai-
sen 1600-luvulla eldneen matemaa-
tikon John Wallisin johtama kaa-
va piin likiarvolle. Olkoon I, =
Iy /2 cos™ z daB

a) Kéyta tietoa 0 < cosz < 1 kun
0<x< g osoittaaksesi seuraa-
van:

Iopyo < Iopy1 < Iy

kunn=0,1,2, ...



b) Kéytd reduktiokaavaa I, =
((n —1)/n)IL,—2 (tehtédva 28(c)
ja (a)-kohdan tulosta osoittaak-
sesi seuraavan:

I
lim —22L —
n—00 I2n

15

c) Kéyta (b)-kohdan tulosta ja re-
duktiokaavaa osoittaaksesi, etté

lim=.2.2.2.2.2.
nsel 3 3 5 5 7
_r
2

2n 2n

"o —1 2m+1



1.3 Rationaalifunktion integrointi ja osamurtokehitelma
Jakokulma rationaalifunktioiden muokkaamisen apuna

Integraalilaskennassa pyritddn algebrallisten lausekkeiden kohdalla yleensd mahdolli-
simman l&helle polynomimuotoa niin, ettd rationaalilausekkeita olisi mahdollisimman
véahéan. Yksinkertainen keino tdhén on perinteinen jakokulma: kerrataan sen kéytto funk-
tioiden muokkaamisessa esimerkin kautta.

Esimerkki 7. [ Btsi mddrdimditon integraali seuraavalle lausekkeelle:

/ x> + 322
—dzx
241
Ratkaisu. Kaytetadn jakokulmaa:
T+ 3
24123 +322
x —+x
322 —x
32 + 3
—x — 3
Voidaan néin ollen muokata lauseketta:
3 2
z° + 3z x+3 T 3
L S 3 _ 3 _
241 T 2 +1 T 241 2241

Integroidaan:

a3 + 322 x dz
/73024_1 d:z—/(x—l-?))dx—/$2+1dx—3/x2+1

1
= §$23ZE —5 In(z?+1) —3tan "tz + C

Jakokulman kaytto vaatii kuitenkin sen, ettd osoittajassa olevan polynomin asteen on
oltava suurempi kuin nimittidjassid olevan polynomin. Péinvastaista tilannetta varten
voidaan hyodyntda osamurtokehitelmdd.

Osamurtokehitelma

Osamurtokehitelmé perustuu rationaalilausekkeen nimittéjan jakamiseen tekij6ihin, jon-
ka avulla voidaan esittdd lauseke summamuodossa. Toisinaan tekijéihin voidaan jakaa
monella tavalla, joista esimerkiksi vain yhden avulla voidaan muodostaa lineaarinen
yhtédloryhmaé, jolla on yksikésitteinen ratkaisu. Siksi osamurtokehitelmén etsiminen voi
vaatia useamman yrityksen.

Osamurtokehitelmén etsimisen ja sen avulla integroinnin algoritmi on seuraavanlainen:

"R.A. Adams and C. Essex: Calculus: a complete course, Pearson, 2013, p. 339 [
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1. Olkoon lauseke muotoa % ja lausekkeen Q(x) erddt tekijat qi,qa, ..., ¢n. Talloin
x) a1-q an - G,

P as - ¢
@) _ + 282 I
Q(z) a1 92 an
jossa ¢, ¢, .., q,, ovat tekijoiden derivaattoja ja ai, ag, ..., a, vakioita.

2. Muodostetaan lineaarinen yhtaloryhmé. Seuraavan tulee pateé:

Px)y=a1 (g2 o qn)+a2(qr-q3- o qn) + o+ an(qr- - qn-1)

Kerrotaan sulut auki ja ryhmitellddn termit asteen mukaan niin, ettd kertoimina
ovat vakioiden ay,...,a, summalausekkeet. Ratkaistaan vakiot polynomin P(z)
avulla. Mikali ratkaisu ei ole yksikasitteinen tai sitd ei ole, valitaan tekijéat toisella
tavalla.

3. Lopuksi integroidaan lauseke muodossa

a1 -q, a9 an -
/ 1°q1 L@ qs I qn, de.
q1 q2 dn

Esitellddn menetelmé vield esimerkin kautta.
Esimerkki 8. FEtsi seuraavalle lausekkeelle mddarddamdaton integraali:

/7x2+10x+2
x3—|—2x2—1

dzx

2?4202 —1=(x+1)(z*+2-1)
Merkitadn vakioita kirjaimilla A ja B ja lavennetaan samannimisiksi:
A B2z+1) A@@®+z—1)+ B2z +1)(z+1)
r+1 x224zx-1 3+ 222 —1

Kerrotaan auki ja ryhmitellaén:

_Ax2+A:U—A+QBx2+QB:U+Bx+B

3+ 222 -1
_ (A+2B)z*+ (A+3B)z + (B — A)
N 3 4222 — 1
Saadaan yhtélopari:
A + 2B = 7
{ A + 3B = 10

Ratkaisuksi saadaan A = 1 ja B = 3, jotka toteuttavat myo6s yhtalon B — A = 2.
Integroidaan lopuksi summalauseke:
20+ 1

/ 1 3(2z + 1) /
+ dzx
z+1 224z-1 x2—|—x—1

:ln]x+1]+31n|x +z—-1+C

17



Tehtavat

Etsi seuraavien rationaalifunktioiden madrddméttomét integraalit.

1. )
x
d
/x—4 *
Bl
2. )
_/332—9dx
B
3. J
x
/b2—a2x2d:ﬂ
B
4.
x
—d
/3$2+8az—3 o
B
5. J
[t
1— 6z + 922
B
6.
/ T dr
2 + 6x + 922
B
7. )
Al
6x — 922
5]
8.
/x4—4x2+w+1
dx
x2—4
Bl

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

B

/

/

202 + 1

3

—6224+5x—6

41

dx

_r Ty
2tz +a2

x2—4

3

/
/
/

—322—-z+3

T dr

xt — 1322 + 36

dx
3 + 222 + 22

dx
x3 — 422 + 3z

5R.A. Adams and C. Essex: Calculus: a complete course, Pearson, 2013, p. 338-346. [I]
°E. Mendelson: 3000 Solved Problems in Calculus, McGraw-Hill, 1988, p. 245-252. [5]
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17. 23.

22 +1 4
d X
/x3+8 ) /$3—2x2—7x—4dx
B
9]
18.
/ dz 2.
(2 —1)2 r—1
/ dzx
8 3+ 222 —x — 2
19 O
) 2
x
/ R 25.
& / dt
(t—1)(t2 —1)2
20.
/ dx B
xd — 322
5] 26.
/ dzx
21. c—5 e2x —4e® + 4
—d
/ x?(x —1) v B
9
27.
22. +4 / do
x v
/mdﬂc COSQ(l —I—SIDQ)
O] B

1.4 Trigonometriset sijoitukset

Hankaliin lausekkeisiin sovellettava erittdin monikayttoinen integroimistekniikka on tri-
gonometrinen sijoitus. Sen teho perustuu trigonometrisiin identiteetteihin ja trigono-
metristen funktioiden keskindisiin riippuvuussuhteisiin derivaattojensa ja integraaliensa
suhteen.

Perusperiaate

Yleisesti sijoitus toimii seuraavalla tavalla:

1. Olkoon integraali muotoa [ f(z)dz. Sijoitetaan x:n paikalle jokin trigonometrinen
g(u), jolle pétee parhaassa tapauksessa

| gty du
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2. Integroidaan uusi lauseke. Saadaan
[ £st)g'w)du = fgw) + C.

3. Ratkaistaan tdmén jidlkeen w z:n suhteen, jolloin u on jokin trigonometrinen ar-
kusfunktio muuttujanaan x.

4. Yksinkertaistetaan vastausta trigonometrian avulla.

Esimerkki 9. Etsi seuraavan lausekkeen mddradmdton integraali trigonometrisen sijoi-

tuksen avulla:
T dr

V1+ a2

Ratkaisu. Valitaan x = tan? 6. Tilloin dx = sec? 0. Sijoitetaan:

tan 0 sec? 0
V1 +tan?0
Hyo6dynnetidn trigonometrista identiteettis sec? @ = 1 4 tan? 6:

tan 6 sec? 0 tan 6 sec? 6

do = [ =222 7

vV V1 + tan20 + tan? Vsec? 6
/ tan 6 sec? 0

N sec

do

do

= /tan&sec&d@
=secl +C

Ratkaistaan € z:n suhteen:
r=tanf < OH=tan 'z

Sijoitetaan ratkaisuun 6:
rdr

V14 2?
Voidaan yksinkertaistaa vastausta trigonometrian avulla. Olkoon x suorakulmaisen kol-
mion kulman 6 vastainen sivu ja viereinen sivu 1. Télléin hypotenuusa on muotoa
2 + 1.
Talloin sekantti #:1le on muotoa

= sec(tan"! z)

1 z2+1

secl = sec(tan™ " z) = .

jolloin lopullinen vastaus on

d
:fJ:;z Vi +1+C
Vi+zx

Huomaa, ettéd integraalin voisi ratkaista helposti my6s ilman trigonometrista sijoitusta.
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V1422

Kuva 2: Kolmion sivut ja kulma 6.

Kolme perustapausta

On hyodyllistd tunnistaa lausekkeet, joissa jokin sijoitus toimii parhaiten. N&itd perus-
tapauksia on kolme.

1. ArkuUssINI. Lausekkeiden, jotka sisdltavit tekijan va? — 22, (a > 0) integroinnissa
kannattaa hyddyntéé sijoitusta x = asin . Huomaa, ettd tulee pated myos —a <
x < a. Tekijd muuntuu talléin muotoon a cos 6.

2. ARKUSTANGENTTI. Lausekkeiden, jotka sisiltivit tekijin va? + 22, (a > 0) tai
ﬁ, (a > 0) integroinnissa kannattaa hyodyntia sijoitusta x = a tan 6. Nyt x voi
saada mitd tahansa reaaliarvoja. Tekiji muuntuu muotoon sec? § tai sec 6.

3. ARKUSSEKANTTI. Lausekkeiden, jotka sisiltavéit tekijan va2 — a2, (a > 0), in-
tegroinnissa kannattaa hyodyntédé sijoitusta x = asecf. Huomaa, ettd nyt x:n
madrittelyssd on oltava tarkempi. Jomman kumman seuraavista tulee pétea:

1

a) Jos x > a, niin 0 < 0 = sec™ :cos*1%<§jatan920.

s 1

z
a
. R
b) Jos x < —a, niin § <=sec™"

= 008*1% < mjatand < 0.

Tekijd muuntuu muotoon a tan € tai —a tan 6.

Muita tavanomaisia sijoituksia

1. HYPERBOLISET FUNKTIOT. Hyperbolisille sinille ja kosinille pitee cosh? #—sinh? § =
1. Té&ll6in sijoitusta x = acosh § voidaan kéyttda arkussekantin ja sijoitusta x =
asinh 6 arkustangentin tapauksissa.

2. WEIERSTRASS-SIJOITUS. Joidenkin rationaalilausekkeiden, jotka sisaltavét trigo-
nometrisia funktioita, kohdalla voidaan kayttda Weierstrassin sijoitusta. Kun z =
tan %, niin talléin

1 — 22

0=——=

cos e
2x

g — 2t

sin T2
2

g — 2dz

1+ 22
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3. KORKEAMPIEN POTENSSIEN HYODYNTAMINEN. Tapauksissa, joissa lausekkeessa
esiintyy tekijana +/ax + b-tyyppinen lauseke, voidaan tehdé sijoitus ax + b = u™,
jolloin a dx = nu"™~! du.

4. NELIOKSI TAYDENTAMINEN. Kun integraali siséltid ax? 4 bx 4 c-tyyppisen toisen
asteen polynomin, kannattaa hyodyntéaé nelicksi tdydentamisté. Yleisesti:

x2+bx+c:(m2+ba:+lf)+(c—(f):($+g)2+(6_l212>

Jos a # 1, otetaan a yhteiseksi tekijiksi ja edetdén vastaavasti.

Tehtavat

FEtsi seuraavissa tehtévisséd lausekkeille madradmattomét integraalit.

1. 6.
/ dx dx
V1 —4x2? 224/9 — 22
|T_U| 1K0)
2 7.
x2 dx
[ 2w [
1— 422 V4 — 22
Il I
3 8.
$2 d xi—i_l dx
/ 9 — g2 v V9 — 2
Il Il
4. 9.
/ dx / dx
V1 — 4x? x2v/2?2 — 3
Il Il
5 10.
aa / dx
/ x v V9 + x?
E Ia

'9R.A. Adams and C. Essex: Calculus: a complete course, Pearson, 2013, p. 347-354. [I]
1E. Mendelson: 8000 Solved Problems in Calculus, McGraw-Hill, 1988, p. 238-244. [5]
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

/

3
/ x dx
9 4 22

5+ a2
/ xd dx
/ dzx
V16 — 922
dzx
/ (a2 — 22)3/2 dz
/ x? dx
(a2 — 22)3/2
dz
_— >0
/ Va2 —4 (= )

dx
22772 — a2

(x >a>0)
dx
/ (x249)2

/ dx
16 — 922

23

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

28.

29.

LLOJ

e3T\/1 — €27 dx

dx

/x2—|—2x+10

zdxr

|

T dr

/ (3 — 2z — 22)3/2

/(.732+2:c+2)2

/
/

dzr

dx

dx

dx

/ (22 — 62 + 13)?

/m

Ja

3

— 22)5/2

dx

dx



30.

31.

32.

33.

34.

35.

/

dzx
|55

dx
(4o — 22)3/2

1+ 21/2
——dx
14 z1/3

/ajm

2+ 1

xdx
/ (t+1)(t2+1)2

dx

/4

3+ 22)vV1— a2

24

36.

37.

38.

39.

40.

41.

LLOJ

/ dx
z(1 + x)3/2
/ dx
22(22 — 1)3/2
/ dx
z(1 — 22)3/2
/ db
2 +sin6
/ dx
1 —sinx

/ df
3+ 2cosb



2 Epaoleellisen integraalin suppeneminen

Téassd materiaalissa ei toistaiseksi ole késitelty méaarattyja integraaleja sen vuoksi, etté
perusmuodossaan niiden laskeminen on suhteellisen mekaanista ja nopeasti opittavissa.
Epéoleellisten integraalien kohdalla on kuitenkin tarkedd oppia tunnistamaan ja peruste-
lemaan niiden suppeneminen tai vastaavasti hajaantuminen. Ennen kuin luet eteenpéin,
kertaa epéoleellisen integraalin késite jostakin analyysin oppikirjasta.

2.1 Kun lausekkeelle ei Ioydeta antiderivaattaa

Toisinaan eteen tulee tilanteita, joissa tulisi ottaa kantaa epédoleellisen integraalin suppe-
nevuuteen, mutta joko lausekkeelle ei ole olemassa integraalilauseketta tai sitéd ei voida
maarittad ensimmaéisen vuoden analyysin kurssien tiedoilla. Téalloin voidaan kuitenkin
hyodyntéd muita keinoja, erityisesti jos funktio on ei-negatiivinen.

Minoranttiperiaate

Tatd menetelméad kidytetddan, kun halutaan osoittaa epéoleellisen integraalin hajaantu-
van. Olkoon epéoleellinen integraali muotoa ff f(z)dz, f : (a,b) — [0,00) ja olkoon

g(x) < f(x) valilla (a,b) ja f:g(x) dx = oo. Talloin pétee
b b
/a g(x)dx < /a f(z)dx
josta seuraa
00 < /b f(z)dx
eli '

/abf(m)d:c:oo.

Siis kun tiedetdén jonkin funktion olevan tietylld valilld pienempéd kuin itse arvioitavan
funktion, voidaan sitd kayttaéd arvioitavan funktion hajaantumisen osoittamiseen. Tama
tietysti edellyttéé, ettd minoranttifunktioksi valittavalle funktiolle on johdettavissa in-
tegraalilauseke, ja etté sekd f(x) ettd g(z) ovat molemmat integroituvia.

Majoranttiperiaate

Tamé& menetelmé on vastaava kuin minoranttimenetelmé, mutta asetelma on péinvastainen.
Olkoon epéoleellinen integraali muotoa f: f(z)dz ja olkoon f(x) < g(z) valilld (a,b) ja
[P g(x)dz = A, A € R. Tallin piitee

b

/abf(x) dzx < / g(x) dx

a

josta seuraa

/abf(:n)d:n<A
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eli epéoleellinen integraali on &dérellinen. Jélleen molempien funktioiden on oltava in-
tegroituvia annetulla valilla.

Esimerkki 10. Tutki, suppeneeko vai hajaantuunko epdoleellinen integraali
o0 1
/ o
2 3 —1

Todistus. Muokataan lauseketta siten, ettd suurennetaan nimittéjéaa yhdelld ja valitaan
tamé minoranttifunktioksi g(z). Saadaan:

ja osoita vditteesi.

o0 1 oo 1
idw </ de (1)
2 Va3 2 3 —1

Tutkitaan nyt funktion g(z) epéoleellista integraalia:
©zr4+1 © © 1
/2 = dex = /2 ey dx + /2 Y5 dx
> 1 o 1
oo

— /002\/;E+

2

o0

—1
—  dr =
2/ 22 v

Eli kun epédyhtélo (1) patee, minoranttiperiaatteen nojalla epdoleellinen integraali ha-
jaantuu. 0

Englanninkielisissd materiaaleissa sekd majorantti- ettd minoranttiperiaatteesta kiytetdan
nimitystd comparison test. Siihen ei tule kuitenkaan sekoittaa suomen kielessd vertailu-
testiksi nimitettya testid integraalin suppenevuudelle.

Vertailutesti

Vertailutesti perustuu raja-arvojen teoriaan. Olkoot funktiot f(z) ja g(z) ei-negatiivisia
ja integroituvia jokaisella vélilla (a,b). Jos on olemassa reaalinen raja-arvo

N C R
xligl* g(x)_LE(O’ )

niin epéaoleellinen integraali
b
[ @) do
a

suppenee jos ja vain jos epéoleellinen integraali

/ab g(z)dz

suppenee.
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Viliarvolause funktioiden arvioinnissa

Muistutetaan aluksi mieleen eréds véliarvolauseen seuraus. Jatkuvilla ja integroituvilla
funktioilla pétee:

nf (@) < [ f@de < sw (@)

z€(a,b) “b—a z€(a,b)

Téamén ominaisuuden avulla voidaan antaa arvioita esimerkiksi epéoleellisten integraa-
lien lausekkeista. Seuraava esimerkki nayttééd, miten.

Esimerkki 11. @] Suppeneeko vai hajaantuuko seuraava integraali:
1 VT _ 1
[
0 T

Todistus. Tarkastellaan osoittajan lauseketta. Voidaan esittdi se muodossa

Todista vaitteest.

N
Jz
eVE 1 = / etdt:/ et dt
K 0

Pohditaan seuraavaksi, mikd on supremum kyseisessé tilanteessa. Saadaan

sup = eV®
z€(0,1)
jolloin
Nz
/ edt =eV® —1<ev® |:vVx -0
0
eV —1 < evV® — 1 < ﬂ
eli integraali suppenee. O

12Helsingin yliopiston Matematiikan ja tilastotieteen laitoksen Integraalilaskennan tentti 14.6.2017:
tehtava 2.
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Tehtavat

Suppeneeko vai hajaantuuko epéoleellinen integraali seuraavissa tapauksissa? Todista

vaitteesi.

o3

00 2
/ T ar
o x°+1

/1 dz
o 1—at

/°° dx
0o 2+

1 T
/ ¢ dzx
q1xz+1

9. .
s
/ 1n:cdx
0o T
3
10.
o | s
/ | sin x| g
0 T
T3]
11. i
/5 sin(2x) —sinxdx
0 T
3]
12.
™2 dzx
/0 1 —cos\/x
3]
13. ~
2
/ cscx dx
==
3
14.
o0
/ tan~! z dx
0
3
15.
/OO dx
2 Vaxlnzx
3
16.
/”dm
0o xe*
3

13R.A. Adams and C. Essex: Calculus: a complete course, Pearson, 2013, p. 360-368. [1]
1E. Mendelson: 3000 Solved Problems in Calculus, McGraw-Hill, 1988, p. 260-267.[5]

5 Anne-Maria Ernvall-Hytosen tehtivikokoelma
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17. 20.
———dx
0 (1 + 513)2 T+ f
5] I8
18. 21. Arvioi lauseketta:
© /xr+sinz
~——dx _
0 zT+.T In(z+1)—Inzx
5] 5]
19. 22. Arvioi lauseketta:
o dx
A 21+ e ) Vet vVi-vz (z>0)
I3

3 Pituuksia, pinta-aloja ja tilavuuksia

Integraalilaskentaa voidaan soveltaa erityisesti pyordhdyskappaleiden tilavuuksien ja vai-
pan pinta-alojen sekéd kuvaajien pituuksien méaérittdmiseen. Téassa laskukaavat lyhyena
kertauksena tehtavid varten.

Polun pituus

Jatkuvasti derivoituvan funktion f : [a,b] — R kuvaajan pituus on

:/bq/l—kf’(x)?dx

Pyorahdyskappale: tilavuus

Integroituvan funktion f : [a,b] — R muodostaman pyorahdyskappaleen (x-akseli akse-
linaan) tilavuus on
b
Vi = [ fa)da

Pyorahdyskappale: vaipan pinta-ala

Integroituvan funktion f : [a,b] — R muodostaman pyorahdyskappaleen (x-akselinaan)
vaipan pinta-ala on

—271'/ |f(z)]\/1+ f'(z )2dx

Pyordahdysakselina voi olla my6s y-akseli, ja silloin funktio ratkaistaan y:n suhteen ja
kéaytetddn edellisid kaavoja.
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Tehtavat

Etsi tehtavissa 1-15 kuvaajan pituus annetulla valilla, tehtavissa 16-24 pyorahdyskappaleen
tilavuus ja tehtdvissad 25-39 pyordhdyskappaleen vaipan pinta-ala.

1. Kuvaajien pituuksia: 9.
W= (z—1)° ze(-1,1) (y—3)°=4(z+2)° z e (-1,2)
i
[
10.
2. 5 5
y3 — $2’ x € (_1, 1) Yy = 8z x € (1,8)
16} 3
3 11.
' 4y =2Inz — 2% x € (1,€)
20+ 1) =3(y—1)% z € (~1,0) 16}
16} 12
' Inx
4. 3/:952‘1'?,56‘6(1’2)
3
x
B 1.4 16
Y71 + 2 € (1,4)
15 13.
X —X
5. 1, y:%:coshzn, z € (0,a)
=-2b 4+ — ze(1,3
Y76 +4y2 ze(1,3) 16
™ 14.
6 . . y=a>1r¢c(0,2)
_ 14 ]
Jf—gy +@ S (1,2) LLO)
[hvd| 15 z_q
. yzlnzm;1x€(2,4)
82y — 228 =12¢€(1,2) 16
7

16. Pyorahdyskappaleiden tilavuuksia.
8. Laske tilavuus annettujen akseleiden

7 67) ja kuvaajien perusteella.

127 24
2 [
1R.A. Adams and C. Essex: Calculus: a complete course, Pearson, 2013, p. 404-411. [1]

1"C.H. Edwards and D.E. Penney: Calculus, Pearson, 2002, p. 404-405. [3]
8C.H. Edwards and D.E. Penney: Calculus, Pearson, 2002, p. 393-395

4 _
120y —4y' =32 € ( y=25—2a% y=0; y-akseli

30



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.
r=y, x+2y=3, y=1; x-akseli
s
y =4z — x>, y =0; y-akseli 26.
=
27.
y =4x — 3, y = 0; x-akseli
o3
28.
w:y3—y4, x = 0; suora y = —2
3
29.
r=z—2° y=0, z € (0,1); suorax =2
3
Johda ellipsoidin tilavuuden kaava,
kun pétee 30.
2 Y\ 2
<E> +<g) —1ab>0
™
Johda toruksen tilavuuden kaava, 31.
kun sisdrenkaan halkaisija on R — r,
toruksen renkaan halkaisija on r ja
koko toruksen halkaisija on RT2
Johda viinilasin tilavuus, kun sen 39
sisépinta muodostuu funktion f(z) = :
e” muotoisesta pyérahdyskappaleesta
y-akselin ympari. Voit olettaa, etta

z € (0,1).

Vaipan pinta-aloja. Laske seuraavien
pyorahdyskappaleiden vaipan pinta-
alat.

y=2a% x€(0,2); y-akseli

y =1 z€(0,1); x-akseli

y=2%2 z¢ (0,1); x-akseli

y =sinz, z € (0,7); x-akseli
6]
3
1
y = % 4 e x € (1,4); x-akseli
I
3 1
y = % el € (1,4); y-akseli
16
1 1
T = §y4 4 @, z € (1,2); x-akseli
o=
y® =3z, € (0,9); y-akseli
NE)

9R.A. Adams and C. Essex: Calculus: a complete course, Pearson, 2013, p. 391-399.
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33.

2
y=-a*?, ze(1,2); y-akseli

3
s
34.
y =2z — x2)1/2, x € (0,2); x-akseli
=
35. Johda ellipsin vaipan pinta-ala

tehtavan 22 tiedoilla.

36. Johda toruksen vaipan pinta-ala.

32

37. Hyrra on kuvaajan
223 423 =1

maardama pyordahdyskappale.

Maédritd hyrrin vaipan pinta-ala18
38. Eras pisara on kuvaajan
32y = 22(4 — 2?)

médrdadms  pyordhdyskappale  x-
akselin ympari. Méaarita pisaran ti-

lavuus ja vaipan pinta-ala 8

39. Laske  tehtdvian 24
sisdpinnan pinta-ala.

viinilasin



4 Pieni johdatus numeeriseen integrointiin

Tahén mennesséd materiaali on késitellyt pelkédstdin analyyttistd integrointia. Matemaa-
tikon on kuitenkin hyva tuntea myos menetelmia, joilla integraaleja voi approksimoida
numeerisesti silloin, kun integraalilauseketta ei voida méaérittda. Numeerisessa integroin-
nissa palataan vahvasti Riemannin summien ja jaon késitteiden dérelle.

4.1 Kolme perustyokalua

Oletetaan, ettd funktio f(x) on jatkuva valillad [a,b] ja muodostetaan tasavélinen jako
télle vélille h = (b — a)/n, jolloin jakopisteitéd on yhteensd n + 1 kappaletta:

ro=a, xi1=a+h, xz9o=a+2h, .., xTp=a+nh=0>b
Oletetaan, ettd funktion f(x) arvo on tiedossa néissé pisteissé:

yOZf(‘TO)? Y1 :f(x1)7 Y2 :f(xQ)v =00y yn:f('rn)’

Puolisuunnikassaanto

Nimenséd mukaisesti puolisuunnikassdfdnnon mukaisesti approksimoitaessa lasketaan jaon
mukaisia puolisuunnikkaita funktion osavélin péétepisteissd saamien arvojen mukaises-
ti. Puolisuunnikkaan pinta-ala lasketaan tuttuun tapaan leveys kerrottuna korkeuksien
keskiarvolla, eli tdssé tapauksessa

Yo + Y1
Ap.suunnikas =h 9

Approksimaatio lasketaan siis seuraavasti:

Yo+y1 , Yy1+Y2  Y2+ys3 Yn—1 1+ Yn
/f ( ot T T L )
1

1
Nh(2y0+y1+y2+ A Yn— 1+2yn)

Keskipistesaanto

Téasséd menetelméssd puolestaan lasketaan funktion arvo osavélin keskipisteessé, jolloin

kyseessd on oikeastaan Riemannin summa. Olkoon m; = ;%72& mielivaltaisella & < n.
Keskipisteapproksimaatio on télloin muotoa:
n
[ $(@yde ~ n(om) + £om2) 4+ ) =3 s

Mikéli haluataan tihentdd jakoa esimerkiksi kahdella puolisuunnikasmenetelméé var-
ten, voidaan keskipisteséddnto ja puolisuunnikassiénto yhdistaéa (pohdi, miksi?!). Olkoon
T, puolisuunnikassddnnén mukainen approksimaatio jaolla n ja M, vastaava approksi-
maatio keskipistesdannolla. Talloin pétee:

1
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Simpsonin saanto

Simpsonin approksimaatio perustuu paraabelin sovittamiseen annetulle osavilille, ja se
on edellisid, lineaarisia approksimaatioita tarkempi. Valitaan osavéliksi 2h:n pituinen
vali. Jaetaan tdmaé osavili kahtia, jolloin saadaan kolme pistettd —h, 0 ja h ja vastaavasti
funktion arvot néissé pisteissi vy, yr ja Yo (vasen, keski ja oikea). Voidaan muodostaa
yhtéloryhmaé:

v = A — Bh + Ch?
y, = A
Yo = A + DBh + Ch?

eli A =1y, ja 2Ch? =y, — 2y + yo. Saadaan:
h ' B, C
/ (a+ Bz + Ca?)dr = / Az 4+ —2* 4 =23
~h o 2 3
2 3
=2Ah + gC’h
1
= h<2yk + g(yv — 2yr + yo))

h
= g(yv + dyg + yo)

Funktion integraalia voi siis approksimoida kaavalla:
b h
/ fx)de ~ 2 (yo+4y1 + 2y2 + 4ys + . + 2yn—2 + 4yn—1 + yn)
a

h
=~ g (Z Yend + 4 Z Yodds + 2 Z yevens)

Virhe-estimaatit puolisuunnikas- ja keskipisteapproksimaatiossa

Seuraavat patevit puolisuunnikas- ja keskipisteapproksimaatioiden virheiden estimaa-
teille:

’ dox — T a _ )3
/a f(l') X n‘ < K(bl )h* K(1[)2n2a)

’ dxr — K a _ )3
/a f@:) “ Mn‘ < (b21 )h = K(2b4n2a)

jossa |f"(z)| < K ja h = =% Todistetaan niistd ensimméinen.

Todistus. '] Tarkastellaan ensin yhtd osavilid, [z_1, ). Muodostetaan funktio g(),

jolle pétee
T _ Tk
/ f(z)dx — hyk;ﬂ — / g(x)dx

k—1 k-1

20R.A. Adams and C. Essex: Calculus: a complete course, Pearson, 2013, p. 373-374.
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Olkoon f(z) kahdesti derivoituva, jolloin my6s g(z) on kahdesti derivoituva. Tiedetddn
myos, ettd g(zr—1) = g(zx) = 0. Osoitetaan nyt taulukkointegroinnin avulla, ettd pétee

[ @ me- o @ de - n BT = T ) - 2 (@) do

k—1
Tk
Tk—1

jarjno | merkki f(x) G(x)
0 + —2% 4+ 2T — Tp_1 T 1" (x)
1 = 2T+ T — Tp_1 f'(x)
2 + =7 f(x)
3 - 0 Jop | flz)d

Koska tapauksessamme funktion arvo vélin péédtepisteissddn on nolla, myos lausek-

keen arvo on muutoin nolla, paitsi viimeisen termin —2 ka  f(x)dz osalta. Tdmén

véalituloksen jilkeen voimme palata alkuperdiseen todistukseen. Kolmioepédyhtélon no-
jalla péitee:

1 Tk
hyk‘ 1~ Yk / g”(ﬂf) dx
2 2 Tp—1

Merkitadn lauseketta |f”(z)| K:lla ja sievennetaén:

K [

< ) (=% 4 (xp_1 + )T — Tp_12p da
K , K

= — — _ = —hg
1ok~ )" =

T

f)as-1,) = [¥

Trk—1

j 0 CEj—l
" K K K(b—a)

=Y —pd=nhd = h?
JZ; 12 12" 12

Virhe-estimaatti ja jaon tihennys Simpsonin sdannossa

Mikali halutaan tihentédd jakoa integroitaessa numeerisesti Simpsonin sddnnoélld, péatee
(pohdi, miksi?):
Ton+2M, 2T,+ M, 41y, —T,

S — — —
2n 3 3 3
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Simpsonin sddnnolle on olemassa myos virhe-estimaatti:

—a —a)®
/abf(l‘)daj“ < K(fSO )h4: K(b )

180n4

jossa |fM(z)| < K ja h = (b=a)

n
Todistus télle on seuraavas:

Todistus. [6] Tarkastellaan ensin yhtéd yksittaista valid. Maaritelldan:

a+h
B = [ " g(t)dt = h(Ag(a )+ Blg(a) — Clgla+ )
Talloin A = %, B = % jaC = % Derivoidaan virhe kahteen kertaan:
E'(h) = g(a+ h)+ g(a —h) — (Ag(a — h) + Bg(a) + Cg(a + h))
—(=Agd'(a—h)+ Cg'(a+h))
=1 -0C)gla+h)+ (1 —A)g(a—h)— Bg(a)
+ h(Ag'(a —h) — Cg'(a+ h))
E"(h) =g'(a+h)—g'(a—h)—2(-Ag'(a—h) + Cg'(a+h))
— h(Ag"(a = h) + Cg"(a+ h))

Kun h=0, niin

E'(0)=(2— (A+ B+ C))g(a)
E"(0) = (2(A - C))d (a)

Koska A+ B+ C =2 ja A— C = 0, kaikissa tapauksissa E(0) = E'(0) = E”(0). Pitee
siis

B'(h) = 3(g"(a+h) — g"(a— ) = 5(g"(a+ h) + g"(a — )

Derivoidaan kolmanteen kertaan:

—_

B"(h) = 3(g"(a+ h) + (0~ ) — 5(9"(a+ h) + g"(a — 1))

S w

— 5 (g"(a+h) = g"(a—h))

w

= (" (a4 )~ "~ 1)

Viliarvolauseen nojalla

E"(h) =~ (¢"(a+ ) — ¢"(a— ) = — g (5)(2h)
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jollakin § € (a — h,a + h). Néin ollen, kun |¢( (z)| < K, pitee:

_ 2 2
2 i < 213(

Kolmen integroinnin jialkeen saadaan:

< 2Kh® KR
—3.3-4-5 90

| E(x)
joka muuntuu muotoon

K /b—a\5
B@) < 55(~5)

b—a
kun h/ = 5 -

Muistetaan, ettd Simpsonin séédnnossa vali jaettiin kahteen osavéliin. N&in ollen, kun
lasketaan jokaista x, kohti virheen suuruus, saadaan

b K(b— K(b—a)’
/a f@) d“"‘ = (180 U - ESOnz)

Tehtavat

Approksimoi tehtédvien integraaleja a) puolisuunnikassaannolla b) keskipistesddnnolla ja
¢) Simpsonin sddnnolla jakaen vélin sekd neljaén ettd kahdeksaan osaan. Laske myos
tarkka arvo ja laske approksimaatioiden virheet.

1. Pl
2
/(1+x2)dx
0 4.
o] /1 dx
0o 1+ 22
2.
1 21
/e_xda:
0
21 5.
[
e x
3. . 0
/2 sin x dx a1}
0

2'R.A. Adams and C. Essex: Calculus: a complete course, Pearson, 2013, p. 375 []
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4.2 Muita menetelmia
Integrointi Taylorin kaavan avulla

Taylorin kaava on kattokelpoinen tyokalu, kun halutaan tulos tietyllda méaaratylla tark-
kuudella. Muistetaan, ettd péatee:

f(z) = Th(x;20) + Rnt1(; 20)

jossa
To(woi2) = (o) + 3 fkfj‘)) (x —z0)* keN
ja -
Ry y1(2520) = m(m — )"

kun € on jokin lukujen z ja x¢ vélissd oleva luku. Néin ollen voidaan approksimoida
lauseketta seuraavasti:

b b b
/ f(x)dx :/ Tn(:c;xg)dx+/ Ryi1dx
Tarkastellaan esimerkkia.

Esimerkki 12. Laske seuraavan lausekkeen integraali Taylorin kaavan avulla siten, ettd
virhe on enintidn 1072: 0
/ e* dx
-1

Ratkaisu. Tassa tilanteessa Taylorin polynomi on muotoa

-2 -2 n,—2

2 4 2
To(w;—1) =e 24 (a4 1)+ —(z+1)2+ .. + —

n+1
1 2 @ty

Koska integraalin ylaraja on tiedossa, voidaan tarkastella virhettd Lagrangen jéannostermimuodon
ja ylarajan avulla. Lasketaan jédnnostermeja n = 5 ldhtien:

64e°
Ro(;20) = o= ~ 0, 088889
128¢0
Ry(w;20) = o g 57 = 0,025397
256¢
Rg(x; 0) = c ~ 0,006349 < 10°

- 8-7-6-5-4-3-2-1
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Siis vaadittuun tarkkuuteen riittda, ettd lasketaan Taylorin polynomin 7% integraali:

1 8(x+1)" 4@+1)°% 4@+1)° 2@+1* 4(x+1)>?
2x
dx ~
/_169”315+45+15+3+3Jr
2@ +1)2+2x+1)+e2
_/O(gr,~+1)8+4(gc+1)7+2(;1;+1)6+2(.75+1)5Jr
N 315 315 45 15

-1
(z+1)* N 2(z+1)°
3 3
691

-2
09 2 L9 05832
315 ¢ ’

+(@+1)*+ze?4C

Romberg-integrointi

Ennen varsinaista Rombergin menetelméé tulee esitelld niin kutsuttu Richardsonin ek-
strapolaatio, josta Rombergin menetelméa on sovellus.

Tarkastellaan mielivaltaista kohtaa x ja sen ympéristod (x —h, x+h). Taylorin sarjojen
perusteella pétee:

o (k)
fla+h) =Y @) k'(x)hk
=0

= ()W),

o —m =3 VY
=0 '
Talloin
z — f(x — 2 4
() = S +h)2hf( h) . [%f(?’)(x)—i—%f@(x)—i—...}

joka voidaan kirjoittaa myos muodossa
f'(x) = D(h) + eah® + esh* + ...

Nyt D(h) on karkea approksimaatio. Voidaan tarkentaa approksimaatiota eliminoimalla
virheita. Péatee:

4f'(x) = AD(h) + deah? + deght + ...
ja derivaatan lineaarisuuden nojalla

f'(x) = D(2h) + 4esh?® + 16e4h* + ...
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jotka yhdistdmaélla saadaan

4D(h) — D(2h)

f’(x) = 3 — 464h4 + ...
_ —f(x 4 2h) —|—8f(:1:+h1)2;8f(x— h) + f(z — 2h) + oY)

jossa termi O(h*) vastaa jiljelle jadvid virhetti. Tétd prosessia voidaan toistaa uudelleen
ja uudelleen niin kauan, kunnes saavutetaan haluttu tarkkuus.
Maaritelladan nyt seuraavasti:

TP = Tyr. jolloin TY =Ty, TP =Ty, T3="Ty..
jossa T}, on puolisuunnikasapproksimaatio. Integraalin virhe voidaan ilmaista:

B O Oy Gy o 1
Bn=I-Ty= 5+ 1+ +...+W+O(m)

n2 nb

Ensimmaisessd merkinndssa 77" alaindeksi kuvaa siis jaon tiheyttd ja yldindeksi elimi-
noituja virheita. Talloin:

C C C 1
0 _ 1 2 m
Te=T="F =6~ gk _O(4<m+1>k)
Voidaan sijoittaa k:n paikalle k + 1:
C C C 1
o _g7_ >t 2 m_
Tk+1 =1 4k+1 42(k+1) 7 gm(k+1) O(4(m+1)(k+1))
Eliminoidaan ensimmaéainen virhe:
—— AT, — Ty
k+1 3
;G G Gy =
A2k 43k qmk A(m+1)k

Jatketaan nyt prosessia eteenpéin. Korvataan k + 1 k 4 2:lla:

) cl AR 1
Cog2(k+1)  g3(k+1) T gm(k+1) (4(m+1)(k+1))

Tk1+2 =1

Talloin saadaan:

2 _ 16T/€1—|—2 B Tk}—&—l
2T T s
C3 c2 1
T TEE T T gk (4(m+1)k)
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Prosessissa padstaédn siis eteenpéin aina seuraavalla kaavalla, jossa 7 < m ja k > 0:

jni—1 j—1
i — 4]Tk+j — Tk+1—j
ket 45 —1

Rombergin approksimaatiosta I?; on kyse, kun k = 0.
Koska algoritmi voi vaikuttaa ensindkeméltd hankalalta, kiyddan menetelma lépi viela
esimerkin avulla.

Esimerkki 13. Laske Rombergin approksimaatiot Ry, R1, Ra, Rs ja Ry integraalille

21
/—dm
1T

Ratkaisu. Etsitddn aluksi T3, TY TS, TS, T:

T(?:leRO:;;l:i:O,%
Tf:TQZ%:%(1)+§+%(%)} = 0,70833333
T§:T4:i:%(1)+g+§+§+%<%)] = 0,69702381
enelfoed LT s gy
:%:4T4+§+%+%+%} = 0, 69412185
Tf:Tw:%[8Tg+%+£+£+£+£+£+£+g]

=0,69339120
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Maéaritetdan naiden avulla pyydetyt Rombergin approksimaatiot:

R =T} = 4T103_T8 = 0,6944444
T} = 4T203T10 = 0,69325397
Ry =T2 = 16T2115_ T _ 0, 69317460
T = Zm’(’)s_Tg =0,69315453
Ti = 1675115_73 = 0,69314790
Ry =T5 = W =0, 69314748
T) = M‘?;Ti”o = 0,69314765
T2 = HST‘*IK)_%I =0,69314719
TP = 64T423T32 = 0,69314718
Ry =T} = W =0,69314718

Viimeisin approksimaatio vastaa tarkkaa arvoa kahdeksan desimaalin tarkkuudella.

Lisattakoon vield, ettd véilin tasainen jako ei ole ainoa vaihtoehto. Vali voidaan jakaa
myd6s painokerroinfunktioilla, ja téllaisia numeerisia menetelmié kutsutaan Gaussin kva-
dratuureiksi. Koska niiden syvallisempi ymmértdminen vaatii lineaarialgebran hallintaa,
jatetddn ndma numeeriset menetelmét numeerisen analyysin kurssille.

Tehtavat

Arvioi tehtdvissa 1-11 integraaleja Taylorin kaavan avulla neljadn desimaalin tarkkuudel-
la. Jos kyseessé ei ole epéaoleellinen integraali, voit halutessasi kdyttda myos Rombergin
menetelmé&a.

1 122
. L
sinx
/ dx
oz 3.
2 1o
tan™ " x
/2 dx
2. 0 x
Lsina
dx

0o Vz

22C.H. Edwards and D.E. Penney: Calculus, Pearson, 2002, p. 756.[3]
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22|

22]

22|

22l

22l

10.

22|

1
/ sin 22 dx
0

11.

12.

13.

14.

/5 x d
—dx
0 V14 22

22l

Laske seuraavan integraalin likiarvo
neljan desimaalin tarkkuudella Rom-
bergin menetelmalla:

11
d
/ol—i—xx

B

Laske seuraavan integraalin likiarvo
kuuden desimaalin tarkkuudella seké
Rombergin menetelmélla ettd Taylo-
rin kaavan avulla:

1
/ e dx
0
&l

Naytd Rombergin menetelmén avul-
la, etté

™

/2 sinzdr =1
0

23R.G. Shanker: Numerical Analysis, New Age International P Ltd., 2006, p. 205. [7]
24R.A. Adams and C. Essex: Calculus: a complete course, Pearson, 2013, p. 386-387. [



Seuraavien tehtédvien tarkoitus on kerrata erityisesti integroimistekniikoita, silld ne ovat
avain monenlaisiin integraalilaskennan ongelmiin. Viimeisissad tehtadvissad arvioidaan in-
tegraalien suppenevuutta.

1. 9. )
cos T 1
d x° +
/1—|—Sin2:L‘ v /x2_2x+2dx
5] o5
2 . 10.
/sm T da / dx
cos” T 221 — 22
Pl 25
3. ) 11.
T 3 2d
25 s
4 12.
/ “sin(2z) d z 4
sin(2z) dx v
coom /1—4x2 v
25 s
5 ) 13.
/2x +4x—3dx /wzsin*IQa:da;
x2 + bx
25l s
14.
6 dx 2z — 3
/2—1—6"3 V4 =3z + 22 dx
25 s
7 15.
NG
/x33‘” dx /de
x
Wi
5 sin? x cos x 16.
—dx /\/3:—;1:2 dx
2 —sinx
25]

R.A. Adams and C. Essex: Calculus: a complete course, Pearson, 2013, p. 388-389.[1]
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17. 26.

1’4 -1 dx
[ =
3 + 222 4sinx — 3cosz
25l s
18, L 27.
tan™ " x
/ o dx /ln(ﬂc +V1+a2dx
PEI 28.
19. /sin T dr
/Wl)dw v
2 + 6z + 10 20
25
29.
20. /dm
/ L/? tanx + sinx
142173 23]
25
30.
21. /tanmm In(cosz) dx
/ln(y: +1)dx
3]..
o wdr
99, V3 —dx — 422
/x(ln z)3 da u
32.
” / VIt sintdt
/ln(l + V) dx -
25
33. /e
2. ’
/ 1+« / 1+x dx
dx
1+ .z 75
25
34.
25. e\/sinm
2tan~! 2 d /7613)
/33 tan * xdx sec z+/sin
7

26C.H. Edwards and D.E. Penney: Calculus and Analytic Geometry, Prentice Hall, Inc., 1990, p. 452-454.
2]
2"C.H. Edwards and D.E. Penney: Calculus, Pearson, 2002, p. 362-364.[3]
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35.

36.

37.

38.

39.

25

23]

25

/ ze® cosx dx

2
/x(%) dx

/\/tan9d0
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40.

41.

42.

43.

Arvioi integraalin suppenevuutta:

/2
/ cscxdx
0

Arvioi integraalin suppenevuutta:
>~ 1
[l
I s i

Arvioi integraalin suppenevuutta:

1
/ Vrzlnzdx
0

Arvioi integraalin suppenevuutta:

1 dx
1 xv1— 22

25l
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