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Todistuspeli

Kalle Kytola

Aalto-yliopisto, Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

On vaikea kuvitella helpompaa matemaattista kasitet-
t4 kuin luonnolliset luvut!: 0 on luonnollinen luku, 1 on
luonnollinen luku, 2 on luonnollinen luku, 3 on luonnol-
linen luku, ja niin edelleen. Ndennéisesta helppoudesta
huolimatta olet epdileméttd térménnyt lukuteoreetik-
kojen vastalauseeseen. Luonnollisista luvuista on help-
po esittda vaikeita kysymyksid, joiden ratkaisut ovat
vieneet ihmiskunnalta vuosisatoja (esim. Fermat'n suu-
ri lause), tai kysymyksid, joihin parhaatkaan matemaa-
tikot eivét edelleenkdén tiedd vastauksia. Siksi lukuteo-
rian tutkimus jatkuukin aktiivisena.

Tarkoitukseni ei kuitenkaan ole toistaa tuota perustel-
tua vastalausetta helposti esitettavistd vaikeista kysy-
myksistd. Enta jos jopa helposti esitettavien helppojen
kysymysten huolellinen ymmértdminen on vaikeaa?

Jos pitkéveteisen tarinan sijaan mieluummin suoraan
haastat itsesi koettamaan tdsmaéllistd ymmaérrystéisi
helpoista kysymyksisté, niin artikkelin kohokohta on
tdma linkki peliin, jossa péédset todistamaan luonnol-
listen lukujen aritmeettisia perusominaisuuksia:

https://www.ma.imperial.ac.uk/~buzzard/xena/
natural_number_game/

Matemaattisista todistuksista

Matemaattiset tulokset ovat universaaleja totuuksia.
Tuloksilla on tdsmaéllinen merkitys ja niille esitettyjen
aukottomien todistusten ansiosta saamme olla herttai-
sen yksimielisii muun muassa siitd, etté:

e 2+3=5;

e ympyrin halkaisijan kahteen péatepisteeseen misté
tahansa muusta ympyrén pisteestd piirretyt suorat
kohtaavat toisensa suorassa kulmassa;

e riippumattomien, samoin jakautuneiden, integroitu-
vien satunnaismuuttujien jonon yha pidempien dérel-
listen osajonojen keskiarvot suppenevat todennikoi-
syydelld 1 kohti kyseisten satunnaismuuttujien yh-
teistd odotusarvoa;

ja niin edelleen.

Tieteiden kuningattaren olemusta tavallisesti luonneh-
ditaan tuohon tapaan: matematiikka koskee loogisella
padttelylla saavutettavia universaalisti voimassa olevia
johtopaétoksid. Ja tdmé tosiaan on melko osuva ku-
vaus siitd, miten matematiikkaa on harjoitettu aina-
kin sitten Eukleides Aleksandrialaisen teoksen Alkeet
(n. 300 eaa). Mutta luonnehdinta itse ei ole merkityk-
seltdan tdsmaéllinen! Tdsmennysté vaatisi vahintaankin
se, mité tarkalleen ottaen tarkoitamme todistuksella —

I Merkitsemme t#ssd kirjoituksessa, kuten tavallista on, luonnollisten lukujen joukkoa N = {0, 1,2, ...}, kokonaislukujen joukkoa
Z=A{...,—-2,-1,0,1,2,...}, rationaalilukujen joukkoa Q ja reaalilukujen joukkoa R.


https://www.ma.imperial.ac.uk/~buzzard/xena/natural_number_game/
https://www.ma.imperial.ac.uk/~buzzard/xena/natural_number_game/
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ja vield perustavammin, miten edes todistettavat véit-
teet tulisi muotoilla, jotta niilld olisi yksikésitteinen
merkitys, jota todistus sitten koskee. Matemaattinen
logiikka késittelee tuollaisia padnsirkyja. Oma logiikan
tuntemukseni on pinnallista, joten tyydyn kertomaan
anekdootin ainoalta koskaan suorittamaltani logiikan
kurssilta.

Ensimmaisen vuoden yliopistomatematiikan kurssilla
Logiikka I esiteltiin propositiologiikan ja predikaattilo-
giikan tasmaélliset kielet, joilla matemaattisia vaitteita
yksikésitteisesti muotoillaan. Kurssilla esiteltiin myos
nk. “luonnollinen pééttely” — tietynlainen propositio-
ja predikaattilogiikan véitteiden todistusten kielioppi,
jota hyviksyttavin loogisen todistuksen tulee noudat-
taa. Olin saanut houkuteltua seurakseni kurssille so-
siaalipolitiikkaa ja filosofiaa opiskelevan entisen lukio-
kaverini. Kun sitten kurssin edetessd osoittautui, etta
vaitteen “kylla tai ei” (tarkemmin sanottuna: P V =P,
missd P on mielivaltainen propositio) pédttelemiseen
kului paljon paperia ja aikaa, olin lievisti sanottuna
turhautunut. Valtiotieteilijaystavéini sen sijaan tuumi,
ettd luonnollinen péattely muistuttaa hieman tietoko-
nepeli, jossa yhd monimutkaisempien vaitteiden todis-
taminen vastaa pelin yhé haastavampien tasojen lapéi-
semista.

Formaaleista todistuksista

Ensimmaisen vuoden yliopisto-opiskelija pystyy pakon
edessé tarkistamaan, noudattaako paperille raapustet-
tu padttely logiikan sddntoja viimeisté pilkkuakin myo-
ten. Mutta eiko opiskelijaa sopivampi téllaiseen hantti-
hommaan olisikin tietokone? Siitd on kyse matematii-
kan formalisoinnissa: matemaattiset véitteet seki nii-
den todistukset kirjoitetaan tietokoneen ymmaértamaélla
formaalilla kielelld ja kone tarkistaa sen, ettd todistus
etenee logiikan sddntdjen mukaisesti ja véitetty tulos
tulee nain todistetuksi.

Tarkoitukseen sopivia formaaleja kielid on useita, mut-
ta kaytdn esimerkkiné kieltd nimelta Lean.

Karsittu esimerkki

Esimerkin paikan ansaitkoon lause numero 117 Euklei-
deen Alkeet -teoksen kirjassa X. Lauseen véite on, etta
luku /2 ei ole rationaalinen (toisin sanoen se on ir-
rationaalinen). Klassinen todistus on lyhyt ja olet eh-
k& jo ndhnytkin sen. Muistutetaan se kuitenkin ensin
mieleen suurpiirteisesti ja katsotaan sitten (hyvin) yk-
sityiskohtaisesti sen erasta paavaihetta.

Todistus on epésuora, vastaoletukseen perustuva paét-
tely. Vastaoletuksesta, ettd /2 olisikin rationaalinen,
seuraisi, ettd se voidaan lausua muodossa V2 = % joil-
lakin luonnollisilla luvuilla n ja m, joista m # 0 ja

joilla ei ole yhteisia alkutekijoita (rationaaliluku on su-
pistetussa muodossa). Neligjuuren méérittelevin omi-
naisuuden mukaan silloin on

2 — (3)2. (1)

m
Todistuksen ydin on johtaa tédstéd lahtokohdasta risti-
riita nayttamalla, ettd silloin sekéd n ettd m ovat valt-
tamaétta parillisia, joten vastoin vastaoletusta niillad on
yhteinen tekija 2.

Keskittykddmme ainoastaan tuohon todistuksen ydin-
kohtaan, ja siitdkin vain osaan. Yhtélon (1) pienelld uu-
delleenjirjestelylld saamme 2m? = n?, ja tavoitteenam-
me on ensin paételld luvun n parillisuus téstéd tiedosta.
Vasen puoli 2m? on selviisti parillinen, joten niin on ol-
tava oikeankin puolen n?, ja haluaisimme varmaankin
osoittaa implikaation (seuraussuhteen)

n? on parillinen = n on parillinen. (2)
Leanilla tdmé implikaatio kirjoitetaan seuraavasti:
even (n"2) — even n.

Implikaation (2) todistamiseksi on kuitenkin paras ede-
td jalleen epédsuorasti ja ensin nayttda implikaatio

2

n on pariton = n° on pariton, (3)

joka Leanilla kirjoitetaan seuraavasti:
odd n — odd (n~2).

Tamén aputuloksen eli lemman (3) formaaliksi todis-
tukseksi Leanilla kelpaa seuraava koodinpatka, jon-
ka rivit nimeén kirjaimilla myShempééd kommentointia
varten:

lemma parittoman_nelio_pariton

{n : N} :
odd n — odd (n"2) :=
begin
intro n_pariton, -- (4)
unfold odd at *, -- (B)
cases n_pariton with k n_esitys, - (0
rv n_esitys, -- (D)
use 2 * k™2 + 2 * k, -- (E)
ring, -= (F)
end

Mité tédssd tapahtui? Ilmeisesti todistus alkaa taikasa-
nalla begin ja pédttyy vastaavasti end, mutta katso-
taanpa niiden valiin jaévié riveja yksitellen:

(A): Todistettavana on implikaatio (3), joten oletetaan
implikaation vasen puoli (tdssé tapauksessa ettd n on
pariton) ja otetaan tavoitteeksi padtelld implikaation
oikea puoli (tissi tapauksessa ettd n? on pariton). Té-
td paattelysadntod kutsutaan logiikassa implikaation
tuonniksi (“implication introduction”) ja Leanissa sen
hoitaa komento intro. Néin kdyttoon saatavalle hypo-
teesille annamme koodissamme nimen n_pariton — té-
mé on kuten mika tahansa muuttujan nimi ohjelmoin-
tikielessa.
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(B): Téssd vaiheessa on térkedd tietdd, mitd tdsmél-
leen ottaen tarkoittaa se, ettd n (tai n?) on pariton.
Komentoa unfold kiyttden avaamme maéaéritelméan ter-
mille odd, sekéd hypoteesissamme n_pariton etta tavoit-
teessamme. Painetusta koodista avaus ei valitettavasti
ndy paallepdin — koodatessa nikyy. Osoittautuu, etta
Leanissa tdsméllinen mééaritelmé vaikkapa n:n parit-
tomuudelle on, ettd n = 2k 4+ 1 jollakin luonnollisella
luvulla k. Siksi n_pariton tulee avatuksi muotoon
d(k : N),n=2x*k+ 1.

Samaan tapaan avautuu tavoitteemme n?m paritto-
muudesta, koska pyysimme avausta kaikkialla, at *.

(C): Hypoteesimme n_pariton on nyt eksistenssikvant-
torilla 3 alkava propositio, johon soveltuu eksistenssi-
kvanttorin eliminointisdanto (“existential quantifier eli-
mination”). Se hoituu Leanin komennolla cases. Lop-
putuloksena saamme kédyttoomme muuttujan k seka
uuden hypoteesin n_esitys, jonka mukaan n = 2k + 1.

(D): Tisséi vaiheessa tavoitteemme on osoittaa n?

parittomaksi, mikd parittomuuden mééritelmén mu-
kaan tarkoitti, ettd jollakin luonnollisella luvulla j pé-
tee n? = 2j + 1. Hypoteesia n_esitys (joka siis sa-
noo n = 2k + 1) kdyttden voimme komennolla rw uu-
delleenkirjoittaa (“rewrite”) tdmén tavoitteen muotoon
3G N, 2*xk+1)72=2%3+1.

(E): Lyhyelld binomikaavaan perustuvalla laskulla kek-
simme, ettd ylli oleva tavoitteemme ilmeisesti saavu-
tettaisiin kdyttamalld lukua j = 2k? + 2k. Formaalisti
sovellamme eksistenssikvanttorin tuontisdantod (“exis-
tential quantifier introduction”) komennolla use.

(F): Todistus saataisiin loppuun tarkistamalla, et-
td luku j ylld tosiaan toteuttaa halutun ominaisuu-
den (2k +1)? = 2j + 1. Onneksi Leanin taktiikkako-
mento ring osaa binomikaavan luonnollisten lukujen
(puoli)renkaassa® N. Siksi Lean tissi vaiheessa tyyty-
véisend ilmoittaa®:

goals accomplished

Néin selvitettydimme ensimmaéisen aputuloksen (3) jat-
kakaamme vield véitteen (2) formalisoinnin verran. En
avaa sen formaalia todistusta yhtd yksityiskohtaisesti,
mutta kokoan pikaiset kommentit kustakin rivistéd jal-
leen alle. Huomionarvoista on:

e Todistuksessa  (toiseksi  viimeisessd  vaihees-
sa) kaytetddn ylld  todistamaamme lemmaa
parittoman_nelio_pariton eli aputulosta (3). Tahin
tapaan uusia matemaattisia tuloksia rakennetaan
ennestdin tunnettujen pohjalle.

e Muutamassa vaiheessa kaytetddn Leanin matemaat-
tisessa kirjastossa mathlib* olevia valmiita tuloksia.’

lemma parillinen_jos_nelio_parillinen

{n : N} :
even (n"2) — even n :=

begin
intro parillinen_nelio, -- (4)
by_contradiction vastaoletus, -- (B)
have n_pariton : odd n, -- (C)

from nat.odd_iff_not_even.mpr vastaoletus,
have pariton_nelio : odd (n~2), -- (D)
from parittoman_nelio_pariton n_pariton,
exact nat.odd_iff _not_even.mp pariton_nelio
parillinen_nelio, -- (E)
end

Vaiheissa tapahtuu seuraavaa:

(A): Oletetaan implikaation vasen puoli eli ettd ne-
1i6 n? on parillinen.

(B): Tehdéén vastaoletus, etté luku n ei ole parillinen.

(C): Silloin n on pariton. Perustelu: Luku on pariton
jos (ja vain jos) se ei ole parillinen.

(D): Silloin myés nelié n? on pariton. Perustelu: Jo
todistamamme lemma seké tieto, ettd n on pariton.

(E): Ristiriita seuraa siité, ettd luku on pariton (jos ja)
vain jos se ei ole parillinen, mutta n? olisi yll4 olevien
mukaan sekd pariton etté parillinen. Siis vastaoletus on
vadra ja n oli valttamatta parillinen.

goals accomplished

Mutkia matkassa

Edellisten esimerkkien lemmojen tarkoitus oli ha-
vainnollistaa, millaista yksityiskohtien tasoa formaa-
li looginen argumentti vaatii. Namé& lemmat muo-
dostavat periaatteessa olennaisen osan luvun /2
irrationaalisuustodistuksen formalisointia; Lemmaa
parillinen_jos_nelio_parillinen kéyttden yhtalosta

2Ttse asiassa ring-taktiikka osaa mit# tahansa mekaanisia renkaiden laskutoimituksia niin kompleksiluvuilla, matriiseilla kuin
polynomeillakin — ylipddnsd missi tahansa renkaissa. Tietokone voi siis myos automatisoida pédattelystd rutiininomaisia osia.

3Perinteisemmin todistuksen padttyminen voitaisiin ilmaista latinaksi quod erat demonstrandum, miki on kiannos Eukleideen
kayttamasté kreikankielisestd ilmaisusta. Vield tavallisempia ovat lyhenne QED tai ainoastaan symboli . Yhta kaikki, tdssd kohtaa

on syyta olla tyytyvéinen.

4Varsinainen kirjasto on osoitteessa https://github.com/leanprover-community/mathlib ja paljon lisitietoa siitd l6ytyy projek-

tin kotisivulta https://leanprover-community.github.io/.

5Toki v/2:n irrationaalisuus olisi 16ytynyt kirjastosta sellaisenaan, mutta kirjaston kdyttdminen sithen suoraan olisi tyystin vesit-

tanyt tdmén paattelyharjoituksemme!


https://github.com/leanprover-community/mathlib
https://leanprover-community.github.io/
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2m? = n? (jonka perusteella n? on ilmeisesti parilli-

nen) esimerkiksi padteltéisiin, ettd n on parillinen.

Jos yritét itse niitd kiyttien kirjoittaa luvun /2 for-
maalin irrationaalisuustodistuksen loppuun asti Leanil-
la, vaikkapa muodossa

V(g :Q, q2#2,

torméaéat kuitenkin vield muutamiin ehké odottamatto-
miin hankaluuksiin.

Ensinnékin, rationaaliluvut ¢ € Q Leanissa ovat (ma-
temaattisesti oikein jirkeenkdypén) mééritelmén mu-
kaan muotoa ;-, missé nimittéjd m on nollasta eroava
luonnollinen luku, m € N, m # 0, ja osoittaja n on ko-
konaisluku n € Z, vieldpa niin ettd ndiden suurin yhtei-
nen tekija on 1 (eli rationaaliluvut on jo Leanin méari-
telmédn mukaan valittu esitettdvéksi supistetussa muo-
dossa). Mutta hupsis! Lemmamme ylla oli todistettu
oletuksella, ettd myo6s n on luonnollinen luku. No eipé
hitaa, korvataan kohta {n : N} muotoon {n : Z}, ja
ainoa mita aiemmissa todistuksissa tarvitsee muuttaa
on korvata jalkimmaéisessd nat.odd_iff_not_even muo-
toon int.odd_iff_not_even.

Pari askelta eteen, muutama taakse. Yhtdlo (1) oli
rationaalilukuja koskeva. Rationaalilukujen kuntaomi-
naisuuksia kdyttden muutamalla sievennysvaiheella sii-
td tosiaan saadaan Leanissakin yhtdls 2m? = n?. Mut-
ta tdmé yhtdlé on silloin johdettu rationaaliluvuille
2m? ja n?. Parillisuus ja parittomuus ovat kokonais-
lukujen ominaisuuksia, joten niistd puhumista varten
molemmat puolet pitda ensin ymmartad kokonaislukui-
na. Ja ovathan myos n ja m kokonaislukuja. Paitsi, et-
td m oli luonnollinen luku. No, eihdn tassé pitéisi olla
mitddn ongelmaa, koska jokainen luonnollinen luku on
kokonaisluku, jokainen kokonaisluku on rationaaliluku
ja jokainen rationaaliluku on reaaliluku (ja jokainen
reaaliluku on vieldpéd kompleksiluku), eli on voimassa
osajoukkorelaatiot

NCZCQCR

(ja --- C C). Leanissakin vastaava on kylla jossakin
médrin automaattista: tyyppimuunnokset (“coercion”)

coe : N —» Z
coe : Z — Q
coe : Q - R
(sekéd coe : R — C)

hoituvat automaattisesti aina, kun Lean huomaa, et-
ta on esimerkiksi yritetty kirjoittaa kokonaisluku paik-
kaan, johon tarvittaisiin rationaaliluku.

Mutta lisdksi huolellisessa argumentaatiossa pitdé kyl-
14 kdyttdd havaintoa, ettd kokonaislukujen 2 € Z
ja m? € Z tulo 2m? € Z on sellainen, ettd sen tyyp-
pimuunnos rationaaliluvuksi (2m?) € Q on sama kuin
tyyppimuunnettujen lukujen 2 € Q ja m? € Q tulo

rationaalilukujen kunnassa, 2m? € Q. Matemaattinen
notaatiommekin

(2m?) = 2m?

ilman varta vasten merkitsemiani sulkeita yrittaisi la-
kaista maton alle sen, ettd yhtédlon vasemmalla puolella
kaytetddn kokonaislukujen kertolaskua ennen tyyppi-
muunnosta, kun taas oikealla puolella tyyppimuunnos
suoritetaan ensin ja sen jalkeen kaytetddn rationaali-
lukujen kertolaskua. Matemaatikoille tutummin asian
ytimen voi ilmaista niin, ettd diagrammi

Z:n tulo

Z X7 Z (4)
2xQ Q:n tulo Q

kommutoi. Oletko koskaan hdmmastellyt tai kummas-
tellut diagrammiin (4) tiivistettyd ihmeellistd asiaa?

Lisdksi tyyppimuunnosten suunnan kaadntédminen on
vield hankalampaa; jokaista rationaalilukua ei noin
vain muunnetakaan kokonaisluvuksi tai luonnolliseksi
luvuksi. Siksi sellaiselle rationaalilukuja koskevalle yh-
talolle, jonka molemmat puolet ovat tyyppimuunnettu-
ja kokonaislukuja, taytyy aidosti tehda jotakin, jos ha-
lutaan vastaava kokonaislukuja koskeva yhtdlo (olen-
naista tassi on tyyppimuunnosten injektiivisyys).

Niin omituiselta kuin se meille ihmisille vaikuttaakin,
tallaiset pohdinnat téytyy jossakin vaiheessa perin poh-
jin selittdd tietokoneelle. Kaikkia sellaisia tuskin tul-
laan koskaan saamaan erityisen kattavasti automatisoi-
tua. Ihmismatemaatikot nimittdin hyppelehtivét tyyp-
pimuunnoksia kiyttden kontekstista toiseen kiinnitté-
matta asiaan juurikaan huomiota. Kukaan ei hdtkahda
sitd, ettd jokainen jatkuva funktio on my6s funktio, tai
ettd jokainen metrinen avaruus on myds topologinen
avaruus, tai ettd jokainen rengas on my6s vaihdannai-
nen additiivinen ryhmé seka multiplikatiivinen monoi-
di jne., eiké sité, ettd monet naitd koskevat operaatiot
muodostavat lisaksi kommutoivia diagrammeja tyyppi-
muunnosten kanssa. Havahduttuamme kiinnittdméaan
asiaan huomiota vaikuttaa ldhes dllistyttavalta, ettei
matemaatikkojen suurpiirteisyys johda virheisiin péaat-
telysséd kovinkaan usein.

Omia kokemuksiani

Ensimmaéisend omatoimisena formalisointiharjoitukse-
nani paatin todistaa Leanilla itselleni hyvin tutun
lauseen: nk. portmanteau-lauseen todennédkéisyysmit-
tojen heikon suppenemisen yhtapitavistd karakterisaa-
tioista. Olen opettanut sitd usein kursseillani. Luennoil-
la kaytédn sen todistukseen tyypillisesti puolisen tun-
tia. Saman opettaminen tietokoneelleni vaati minul-



20

Solmu 3/2021

ta yli 4000 koodirivid ja hyvin hyvin monta viikon-
loppuiltaa. Erityisen hankalat kohdat liittyivét toisi-
naan vaiheisiin, jotka ovat matemaattisestikin mut-
kikkaampia, mutta usein myos vaiheisiin, joissa en
(ihmis)matemaatikkona alunperin edes huomannut ole-
van mitédédn vaiheita.

Mutta miksi?

Vaikuttaa takkuiselta — miksi matematiikan formali-
sointia siis tehddan?

Useille ylivoimaisesti tdrkein syy on, ettd formalisointi
on hauskaa. Adrimmaéisen hauskaa! Oletko sattumalta
harrastanut shakkia tai gota, ratkonut Rubikin kuu-
tiota, tai pelannut muita alypeleja? En hetkedkaén ih-
mettele miksi! Vanha lukiokaverini ymmérsi suhtautua
péattelyihin jo logiikan fuksikurssilla pelina.

Hauskuuden liséksi formalisoinnille on toki my6s mui-
ta, ehka vakavampia syité.

Verrattuna perinteiseen kirjoitettuun matemaattiseen
todistukseen, melko ilmeinen etu tietokoneen tarkasta-
malla formaalilla todistuksella on virheettomyys. Vaik-
ka matematiikka periaatteessa on loogisen tdsméllisté,
sitd tekevit ihmiset, jotka eiviit ole erehtyméttomiiS.
Tieteen historiasta 16ytda lukuisia kiehtovia tarinoi-
ta virheistd matematiikassa (ldhtien vaikkapa Andrew
Wilesin ensimmaisestd julkisesti esittdmastd todistuk-
sesta Fermat'n suurelle lauseelle), eivitkid virheet luo-
tettavina pidetyissd matematiikan tutkimusartikkeleis-
sa ja oppikirjoissa ole my6skiddn harvinaisia. Osa ny-
kyaikaisista todistuksista on niin monimutkaisia, etta
parhaidenkin matemaatikkojen on hyvin vaikea luotet-
tavasti pitdd argumentteja jérjestyksessd mielessdén.
Vuoden 2020 loppupuolella Peter Scholtze, yksi maail-
man ehdottomista kirkimatemaatikoista (Fieldsin mi-
tali 2018), esitti haasteen erdén oman teoreemansa for-
malisoimisesta. Haasteessa han kuvaili avoimesti sité,
kuinka harva tuon teoreeman todistuksen oli todella
tarkastanut, ja myo6s omia aiempia erehdyksiddn se-
k& huoliaan mahdollisista virheista kyseisessé todistuk-
sessa. Lean-yhteiso tarttui haasteeseen. Yhteisponnis-
tuksella (ja Scholtzen tuella) noin kymmenen hengen
ydinporukka sai puolessa vuodessa todistuksen olen-
naisimman osan formalisoitua. Koko todistuksen on
edelleen kdynyt 14pi vain kourallinen alan matemaatik-
koja, mutta tietokoneen hyviksymaé formalisointi tekee

6Korjatkaa, jos olen vidrissa.

siitd yhden yksityiskohtaisimmin tarkistetuista nyky-
matematiikan tuloksista.

Hyvin kéytdnnoéllinen syy formaalien kielten kehittami-
selle ja kaytolle on ohjelmistojen ja laitteiden toimin-
nan tarkastus. Samaan tapaan kuin matemaattisten to-
distusten logiikka kéydéaan yksityiskohtia myd6ten lépi,
voidaan varmistaa myos se, ettd esimerkiksi kriittiset
sovellukset on toteutettu toimimaan annettujen ehto-
jen mukaisesti. Ohjelmisto- ja laitekehityksessa kayte-
tddn tdysin samoja formaaleja (ohjelmointi)kielid kuin
matematiikan formalisoinnissa.

Muitakin vakavia ja kaytannollisia syitd matematiikan
formalisoinnille on, mutta en usko, ettd mikaddn niis-
téd todella tavoittaa sen vaikuttavuutta. Formalisointi
on vahintddnkin matematiikan digitalisointia. Vertai-
lukohtana voisi pitdd musiikkia tai valokuvia — niiden
digitalisointia edeltdneilld vinyylilevyilld tai filmirullil-
la oli oma hohtonsa, mutta vaikkapa Spotify’ta tai it-
seohjautuvissa autoissa tarvittavaa koneopittua kuvan-
tunnistusta ei sellaisten varaan olisi rakennettu. Pelk-
ké sisallon véalittdminen ja kopioiminen tai vaikkapa
tiedon louhinta digitaalisesta aineistosta mahdollistaa
varmasti aivan uusia kdyttotapoja matematiikallekin.
On hyvin vaikea ennustaa, mitd kaikkea siitd seuraa
tulevaisuudessa.

Peli!

Jos olet valmis ldhestymaéén formaaleja todistuksia pe-
lind, on erinomainen ensiaskel luonnollisten lukujen
helppojen ominaisuuksien johtamiseen keskittyvd Na-
tural Number Game

https://www.ma.imperial.ac.uk/~buzzard/xena/
natural_number_game/,

joka ei vaadi Leanin asentamista omalle tietokoneelle,
vaan toimii sellaisenaan verkossa.

Arvokkaista kommenteista kiitokset ansaitsevat:
Jukka Kohonen

Milo Orlich

Juha Ruokolainen

Vadim Weinstein
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