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Ympyran sisaan piirrettya
Markku Halmetoja

Kiitos Donald Knuth’in!, lapsuuden harppiharjoituk-
set on nyt mahdollista tuottaa muutamalla koodirivilla
paljon parempina kuin ne onnistuvat paperille tuherta-
malla. Koululaisena néité piirustaessa selvisi kuitenkin,

ettd ympyran kehd voidaan jakaa kolmeen ja kuuteen
yhtésuureen osakaareen. Niiden vastaisista jénteista
muodostuu ympyran sisdén piirretty tasasivuinen kol-
mio ja sddnnoéllinen kuusikulmio. Piirtdminen siis on-
nistuu antiikin kreikkalaisen ihanteen mukaisesti "geo-
metrisesti oikein”, eli pelkastddn harppia ja viivainta
(ja kynaal) kayttaen.

Kreikkalaisille matematiikka oli geometriaa. Heilla ei
ollut kaytettdvissddn nykyaikaista reaalilukujen teori-
aa eikd algebrallisia menetelmia yhtéléiden késittele-
miseen. Ongelma katsottiin ratkaistuksi ainoastaan sil-

loin, kun se voitiin piirtdd harppia ja viivainta kayt-
tden. Piirtdminen tapahtui ensisijaisesti ajattelemalla:
mietittiin algoritmi miten kuvio syntyisi jos se piir-
rettaisiin ja todistettiin menettelytapa oikean tuloksen
antavaksi matemaattisten objektien méaritelmiin, nii-
td koskeviin todistamattomina hyvéksyttyihin perus-
lauseisiin eli aksioomiin ja aikaisemmin todistettuihin
teoreemiin perustuen. Eukleides? systematisoi aikakau-
dellaan tunnetun alkeisgeometrian téllaiseksi aksioo-
miin ja maéritelmiin perustuvaksi yhtenaiseksi esityk-
seksi noin 2300 vuotta sitten. Vaikka hénen jarjestel-
ménsa oli osin puutteellinen ja epédselvd, geometriaa
opetettiin kautta maailman péddosin hdnen Elementa-
teokseensa pohjautuen aina 1900-luvun ensimméiselle
puoliskolle asti. Siihen perustunut kouluopetus oli Suo-
messakin ainoa eksaktiin ajatteluun johtanut polku.
Hilbert? viimeisteli eukleidisen geometrian aksioomat
lopulliseen muotoon vuonna 1899 ilmestyneessd teok-
sessaan Grundlagen der Geometrie. Nyttemmin mate-
matiikasta kiinnostuneet voivat tutustua suomen kie-
lellsd sekd Eukleideen aksioomiin ettd Hilbertin niihin
tekemiin tdsmennyksiin hiljattain julkaistusta teokses-
ta [1]. Geometriaa opitaan myos valtakunnallisessa kil-
pavalmennuksessa, silld se on vakioaihe matematiikka-
olympialaisissa ja muissakin kilpailuissa. Solmun arkis-
tossa on paljon geometriaan liittyvaé aineistoa ja anti-
kvariaateistakin saattaa 10ytya vanhoja geometrian op-
pikirjoja.

Donald Knuth (1938-), amerikkalainen tietojenkisittelyteoreetikko, TEX- ja METAFONT-ohjelmistojen kehittija.
2Eukleides Aleksandrialainen (325-265), kreikkalainen matemaatikko.

3David Hilbert, (1862-1943), saksalainen matemaatikko.
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Ympyrén sisdén piirretyt sdédnnolliset monikulmiot oli-
vat yksi antiikin matemaatikoiden mielenkiinnon koh-
teista. Jos kérkid on n kappaletta, niin monikulmio
jakautuu n:ksi tasakylkiseksi keskuskolmioksi, joiden
huippukulmat ovat ympyran keskipisteessa ja kyljet sé-
teen mittaisia. Huippukulman suuruus on asteina %
ja radiaaneina 27” On selvid, ettéd jos sddnnollinen n-
kulmio on piirretty, voidaan keskuskolmioiden huippu-
kulmat puolittamalla (se tehddén harpilla ja viivaimel-
la) saada aikaan sddnnollinen 2n-kulmio. Siksi paritto-
man madrian karkipisteitd omaavat monikulmiot ovat
erityisen kiinnostavia. Antiikin matemaatikot tunsivat
(siis osasivat piirtdd) niistd kolme: tasasivuisen kol-
mion, sddnnoéllisen viisikulmion sekéd sdannodllisen 15-
kulmion. (Luonnollisesti he osasivat piirtdd myos ne-
lion.) Noin parituhatta vuotta myShemmin Gauss' on-
nistui todistamaan, ettd konstruktio on mahdollinen,
jos ja vain jos karkien lukumaéra on muotoa n = 22" 11
oleva alkuluku tai téllaisten eri alkulukujen tulo. N&itéa
lukuja kutsutaan Fermat'n? luvuiksi, ja tihin (2021)
mennessé niistd tiedetddn alkuluvuiksi ainoastaan viisi
ensimmaista:

Fy=2"4+1=3,
=22 4+1=5,

F, =22 41=17,
Fy =22 +1 =257,
Fy =22 +1 = 65537.

Ennen asian téydellisempéad késittelyd, Gauss onnistui
19-vuotiaana konstruoimaan sdédnnéllisen 17-kulmion,
miké teki hdneen niin suuren vaikutuksen, ettd héan laa-
ti siitd uutisen sanomalehteen. My6hemmin hédn halusi
hautakiveensi veistettdvian tdméin monikulmion, mut-
ta kivenveistédja kieltaytyi, silld han ei olisi saanut sita
erottumaan ympyrasta. Kiveen ei taltalla ja vasaralla
syntynyt riittavan teravaa viivaa.

Ilmeisesti Gaussin tulosten innoittamina Richelot? kon-
struoi sdénnollisen 257-kulmion ja Hermes?* kéytti kym-
menen viimeistd elinvuottaan 65537-kulmion piirtdmi-
seen. Hénen papereitaan séilytetdédn Gottingenin yli-
opiston matematiikan laitoksen ullakolla arkussa ([3]).

Yliopiston algebran kurssilla selvitetdén, mitd yleen-
sé voidaan piirtdd harpilla ja viivaimella. Kurssilla tus-
kin konkreettisesti piirretaén, silla asia liittyy algebras-
sa tutkittavaan kuntateoriaan. Gaussin monikulmioita
koskevan tuloksen ymmaéartdminen on merkittéavasti té-
ta yleista teoriaa vaativampaa.

Tassa kirjoituksessa tutkimme erditd sdannollisid, ym-
pyrén sisddn piirrettyja monikulmioita likimain lukion

LCarl Friedrich Gauss (1777-1855), saksalainen matemaatikko.
2Pierre de Fermat (1601-1665), ranskalainen matemaatikko.

oppiméadran mukaisesti. Piddmme selvioné, ettd ym-
pyran kehdlld on n(> 3) pistettd, jotka jakavat sen
n:ksi saman suuruiseksi osakaareksi riippumatta sii-
td voidaanko pisteet 16ytdd muinaiskreikkalaiseen ta-
paan. Perehdymme erityisesti viisikulmioon, silld sen
kauniita ominaisuuksia on suhteellisen helppo 16ytaa.
Sen kerrotaan livistdjineen olleen Pythagoraan® kou-
lukunnan ilmeisesti salassa pidetty tunnusmerkki, silla
sithen siséltyy lukuisia irrationaalisia suhteita. Niiden
olemassaolo oli ristiriidassa koulukunnan julkilausutun
opinkappaleen kanssa; sen mukaan kaikki oli esitetta-
vissd kokonaislukujen suhteina. Lavistdjien muodosta-
ma téhtikuvio lienee ollut tunnettu jo muinaisessa Ba-
byloniassa noin 4000 vuotta sitten eli 1500 vuotta en-
nen Pythagorasta ([2]). Ennen viisikulmioon ryhtymis-
td, ympyran sisilla kun ollaan, katsomme erdén nyky-
lukiossa unhoon jééneen antiikin aarteen.

Olkoon ABCD jannenelikulmio, siis nelikulmio, jonka
kérjet ovat ympyréan kehélla. Valitaan lavistajalta BD

ABCX ~ AACD ja ACDX ~ ACAB

piste X siten, ettd L XCB = ZDCA. Talloin myo6s
/DCX = LACB, joten sopivia kehdkulmia tarkkai-
lemalla havaitaan kuvion alareunaan kirjatut yhden-
muotoisuudet. Vastinsivuista saadaan kuvion merkin-
noin verrannot

(e—x):b=d:f,

r:a=c:f ja

joista seuraa Ptolemaioksen® teoreema:
ac+bd =ef.

Jannenelikulmion ldvistdjien tulo on vastakkaisten si-
vujen tulojen summa.

3Friedlich Julius Richelot (1808-1875), saksalainen matemaatikko.

4Johan Gustav Hermes (1846-1912), saksalainen matemaatikko.

5Pythagoras Samoslainen (n. 570 — n. 490), kreikkalainen matemaatikko.

6Claudius Ptolemaios (85-165), kreikkalainen astronomi ja matemaatikko.
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Viisikulmioon pédastdin mukavimmin 10-kulmion kaut-
ta, silld se saadaan siitd samalla tavalla kuin tasasi-
vuinen kolmio kuusikulmiosta. Kuviossa on yksi 10-
kulmion keskuskolmio. Sen huippukulma a = 36° ja
kantakulmat 2o = 72°. Kantakulman puolittaja jakaa
keskuskolmion kahdeksi tasakylkiseksi kolmioksi.

Yhdenmuotoisista kolmioista (tai kulmanpuolittaja-
lauseen avulla) saadaan verranto

r:o=o:(r—o).

Se kertoo, ettd ympyran sdde jakaantuu kultaisen leik-
kauksen suhteessa ja ettd jaossa saatu suurempi osa
on etsitty kymmenkulmion sivu. Siksi tdté kolmiota on
my6s kutsuttu kultaiseksi kolmioksi. Verrannosta seu-

raa
o= %(\/5—

ja se on helppo piirtdéd antiikin vélineilla. Itse asiassa
peruskoulun oppimééra saattaa riittdd seuraavan oh-
jelman toteuttamiseen:

r,

e Piirretdén suora ja sille normaali.

e Erotetaan niiden leikkauspisteestd toiselle suoralle
side r ja toiselle 2r.

e Yhdistetddn néin saatujen janojen paétepisteet, jol-
loin kuvio tdydentyy suorakulmaiseksi kolmioksi. Sen
hypotenuusan pituus on /5.

e Vihennetddn hypotenuusasta r ja puolitetaan erotus.
Se on kysytty kymmenkulmion sivu o.

Ottamalla o harpin kérkien véliin, saadaan ympyran
kehélle kymmenen pistettd ja sama méara yhtapitkia
osakaaria. Kolmion kulmien kosineille saadaan kosini-
lauseen avulla viisikulmion tutkimisen kannalta muka-
vat arvot:

cos36° = 1(V5+1) ja cos72°=1(V5-1).

Esimerkiksi viisikulmion sivun pituus

S = /12 + 12 — 277 cos 72°

1=

= 1r\/10 — 2V/5.

=1r4/2 —

Viisikulmion lévistajit rajoittavat kuvion osoittamalla
tavalla pienemmén viisikulmion. Jos tété ei ole aikai-
semmin ndhnyt, kannattaa pysdhtyd miettimaéan, miksi
sen sivut ovat keskenddn yhté pitkia ja kaikki kulmat
yhtasuuria. Pythagoralaiset olivat téssd pohjattoman
darelld, silld tdmén pienemmén viisikulmion lavisté-
jat rajoittavat vield pienemmén viisikulmion eiké télla
tavalla saatavien viisikulmioiden maérélle ndy loppua.
Ehka se lisdsi kuvion mystisyytta.

Edelld tuli mainittua, ettd viisikulmioon liittyy irratio-
naalisia suhteita. Aktiivinen lukija saa nyt tilaisuuden
tutkia niita ja paria muutakin kulmiota. Useimmat seu-
raavista kysymyksistd ovat "katso-ja-nde” tyyppié, eli
pitkid laskutoimituksia ei tarvita. Aluksi sovitaan mer-
kinnéista, silld kaunista kuviota ei viitsi sotkea kirjai-
milla. Olkoot siis viisikulmion sivu = S, lavistaja = [,
lavistdjien rajaaman pienemmén viisikulmion sivu = s
ja sakaran sivujana = a. Télléin | = a + s + a.

o Maaritd a) S : 1, b)s:a
e Midritd a) s: S, b) (a+s):S.
e Osoita, etté

LSy

S '

e Koska viisikulmion lavistdjat rajaavat alkuperdisen
kulmion siséén uuden viisikulmion, saadaan péaatty-
métoén jono toinen toistaan pienempid viisikulmioi-
ta. Laske kaikkien viisikulmioiden alojen summa, kun
isoimman ala on A.

e Ympyran sisdédn piirretyn sddnnollisen 7-kulmion si-
vu on s ja eripituiset lavistdjit a ja b. Osoita, ettd

o Maaritd cos24° tarkka arvo ja laske r-séteisen ym-
pyrén sisdan piirretyn sdédnnollisen 15-kulmion sivun
pituus.
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Kompleksilukujen vakiintuminen matemaattisen ana-
lyysin osaksi 1700-luvulta alkaen paljasti yllattdvan
yhteyden geometrisina objekteina pidettyjen monikul-
mioiden ja algebrallisten yhtédléiden vililla. Asian sel-
vittdmiseksi tarvitaan lukion oppiméaradn kuulumat-
tomat perustiedot kompleksiluvuista. Artikkelin [4]
kaksi ensimmaéisté kappaletta sisidltda riittdvan mate-
riaalin, ks. myds [6]. Térkein on de Moivren! kaava:

Kaikilla ¢ €e R jan € Z

(cosp +isinp)™ = cosnp + isinnep.

Se on jadnyt tarkeimpien Eulerin? kaavojen varjoon,
mutta silld olisi arvokas pedagoginen merkitys jos se
opittaisiin lukiossa. Se toimisi hyvina johdantona ma-
temaattisiin korkeakouluopintoihin. Kompleksilukujen
perusominaisuudet de Moivren kaavaan asti kannattai-
si siis sisdllyttdd lukion opetussuunnitelmaan. Sopiva
sijainti olisi trigonometrian osuuden jatkona.

Jaetaan kompleksitason origokeskinen yksikkéympyra

n:8dn yhtasuureen osakaareen jakopisteillé
2k ke{0,1,2,...,n—1},

n ?

ZkW)
)

(cos sin =77

jotka voidaan kdtevimmin esittdd kompleksilukuina

sk:cos%T”qLisinQZ”, ke{0,1,2,...,n—1}.

Jakopisteet ovat kyseisen ympyrén sisdan piirretyn n-
kulmion karkipisteet. Niistd €y = 1 sijaitsee pisteessa
(1,0) ja de Moivren kaavan mukaan kaikilla kyseeseen
tulevilla k:n arvoilla (itse asiassa kaikilla k € Z)

€ = (COS%TTr —|—z’sin2k7”)n

2knm
n

zcos%%—i—isin

=cos2km +isin2knr=1+0=1.

Tulos merkitsee sité, ettd luvut € ovat polynomiyhté-
16n 2™ — 1 = 0 juuria. Jos merkitdédn lyhyesti ¢ = ¢,
niin de Moivren kaavan mukaan yhtalon juuret voidaan
myds kirjoittaa muotoon 1,e,e2,€3,...,e"" . Koska
yhtalon asteluku on n, silli on enintdédn n eri juur-
ta, joten olemme l6yténeet ne kaikki, ja mika hienoin-
ta, ne sijaitsevat yksikkOympyran kehéalla ympyréan si-
sddn piirretyn sddnnollisen n-kulmion karkini. Gaus-
sin todistus monikulmioiden konstruoitavuudesta pe-
rustuu tdhan havaintoon, mutta se on hyvin vaikea.

! Abraham de Moivre (1667—1754), ranskalainen matemaatikko.

2Leonhard Euler (1707-1783), sveitsildinen matemaatikko.

Suomen kielelld se 10ytyy teoksesta [5]. Kérkipisteihin
perustuu my0s signaalinkasittelyssa sovellettu diskreet-
ti Fourier-muunnos kéédnteismuunnoksineen. Historiaa
taaksepéin katsovalle nykyihmiselle tdmé kaikki kertoo
jotakin oleellista matematiikan luonteesta.

Lopuksi vield eras hauska huomio. Tarkastellaan yksik-
kéympyrén sisdédn piirrettyjd sdannollisia monikulmioi-
ta. Niistd ensimmainen on tasasivuinen kolmio. Jos las-
ketaan sen yhdesté karjestd muihin karkiin piirrettyjen
janojen pituuksien tulo, niin se havaitaan kulmien lu-
kumairiaksi: tulo on v/3 - v/3 = 3. Nelidlle tamé tulo
on v2-2-+/2 = 4. Viisikulmiollekin se néhdiin, jos
jaksaa hieman pyoritelld juurilausekkeita ja kuusikul-
miolle 1-1/3-2-v/3-1 = 6. Téllainen sddnnénmukaisuus
ei voi olla sattumaa. Osoita siis, ettd jos yksikkéympy-
ran sisddn piirretyn sidnndllisen monikulmion yhdestd
kdrjestd piirretddan janat kaikkiin muihin kdrkiin, niin
janojen pituuksien tulo on monikulmion kdrkien luku-
Maard.
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