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Johdanto

Koodausteoriassa erds keskeinen idea on sellaisen funk-
tion maéérittely, joka muuttaa toisiaan l&heisesti muis-
tuttavat oliot riittdvén erindkoisiksi. Kun erinakoi-
set objektit altistetaan pienille muodonmuutoksille, ne
ovat silti tunnistettavissa.

Kaaosteoriassa tarkastellaan ajan mukana muuttuvia
systeemejd, joissa pieni muutos alkutilanteessa aiheut-
taa valtavan ja ennustamattoman muutoksen systee-
min myOhemmaéssd kayttdytymisessa. Kysymys ei ole
satunnaisuudesta samassa mielessa kuin todennakoi-
syyslaskennassa. Kysymys on siité, ettd vaikka systee-
min kehitys tietysté alkutilasta eteenpéin tunnettaisiin
tarkkaan, téstéd tiedosta ei ole juurikaan hyotyéa yritet-
tdessd arvata, miten systeemi kayttaytyisi aavistuksen
verran muutetusta alkutilasta lahtien.

Kun loppusyksyn hédméryydessd pohdin koodausteo-
rian ja kaaosteorian ldhtokohtia, mieleeni juolahti aja-
tus reaalimuuttujan reaaliarvoisesta funktiosta, joka
kuvaa lahelld olevat pisteet kauaksi toisistaan ja vie-
14 niin, ettd funktion arvosta tietyssé pisteessa ei voida
paételld juuri mitddn funktion arvoista kyseisen pisteen
lahiympéristossa — paitsi se, ettd ne ovat kaukana.

Selattuani lukion opetussuunnitelmia havaitsin petty-
myksekseni, ettd pitkdnkddn matematiikan oppitun-
neilla ei enédéd opeteta raja-arvon késitettd muuten kuin

geometristen mielikuvien ja yksinkertaisten esimerk-
kitapausten tasolla. Niistd kummastakaan ei ole pal-
joa hyotya tarkasteltaessa sellaisia patologisia funktioi-
ta, joita aion tdssd tutkia. Siksi artikkelin lukemis-
ta on pohjustettava esittdmaélld jatkuvuuden tdsmaél-
linen maéritelma. Sen sisdistdmiseksi predikaattilogii-
kan ilmaisuihin totuttelu ennakkoon olisi eduksi, mut-
ta opetussuunnitelmissa logiikkakin rajoittuu valinnai-
siin opintoihin upotettuun propositiologiikkaan. Né&in
ollen lukija joutuu omaksumaan uudenlaisen ajattelu-
tavan kylmiltd&n. Perinteisesti téllainen omaksuminen
on vaatinut pitkdhkon ajan ja runsaasti omakétisesti
ratkaistuja harjoitustehtavia.

Toivoakseni pystyn tarjoamaan lukijalle jotain edes
mielikuvien tasolla.

Jatkuvuus

Funktion jatkuvuus maéritellaédn lukiossa raja-arvon
kautta: funktio f on jatkuva pisteessd a, jos funktion
raja-arvo ja funktion arvo yhtyvéit pisteessé a. Jatku-
vuus tarkoittaa siis sité, ettd f(z) saadaan niin 1&helle
lukua f(a) kuin ikind halutaan, kunhan vaan x vieddan
riittdvéan lahelle pistettd a. Jatkuva funktio on tietysséa
mielessé ldheisriippuva: funktion arvo pisteessd a riip-
puu tdysin funktion arvoista l&heisissé pisteissd.* Jos
ei tukeuduta raja-arvon késitteeseen, jatkuvuuden pe-
rinteinen tasmaéllinen méaritelma on seuraava:

*Pahoittelen, jos olen ymmartinyt ldheisriippuvuuden (engl. codependency) kisitteen vairin.
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Funktio f: R — R on jatkuva pisteessé a, jos jokais-
ta positiivista reaalilukua e kohti on olemassa sellainen
(yvleensd luvusta e riippuva) positiivinen reaaliluku 4,
etta

|f(z) — f(a)] < € aina, kun |z — a|] < 4.

Tietyn funktion todistaminen jatkuvaksi pelkéstédan
tdhdn maéaaritelmédn nojautuen on triviaaleja erikois-
tapauksia lukuun ottamatta huomattavan tyolasta,
ja se vaatii harjoittelun kautta syntynyttd kokemus-
ta. Asiaan ennalta vihkiytymétén lukija joutunee
vaikeuksiin jo niinkin yksinkertaisen funktion kuin
f(x) = 2 kanssa. Téstd huolimatta miiritelmi on
erittdin hyodyllinen ja kayttokelpoinen. Jatkuvuus- ja
raja-arvotarkastelujen -9 -tekniikkaa on onneksi esitel-
ty laajalti Solmun oppimateriaalissa [2], joten tekniikan
selittdmiseen ei tarvitse puuttua tdmén enempéa.

Predikaattilogiikan kvanttoreita V (lue: kaikilla) ja 3
(lue: on olemassa) kdyttden ehto funktion f jatkuvuu-
delle pisteessé a kirjoitetaan esimerkiksi ndin:

Ve>030>0: |z—al <d=|f(x)— fla)| <e.

Osittain suomennettuna tdméa tarkoittaa, ettd kaikil-
la ¢ > 0 on olemassa sellainen 6 > 0, ettd ehdosta
|z —y| < & seuraa |f(z) — f(a)| < e. Kun hieroglyfeja
muistuttavat symbolit tulevat tutuiksi, tiiviiseen muo-
toon kirjoitettu jatkuvuusehto auttaa asian hahmotta-
misessa.

Mita tapahtuu, jos viimeisin epayhtald kddnnetdan
nurin pain?

Jatkuvuudesta ddrimmaiiseen epajatku-
vuuteen

Matemaattisessa tekstissd e tarkoittaa yleenséd pien-
td positiivista lukua, ja suurta positiivista lukua mer-
kitddn esimerkiksi kirjaimella M. Kun jatkuvuusehto
kddnnetddn nurinniskoin, potentiaalisesti hyvin pienen
luvun e tilalle astuu potentiaalisesti hyvin suuri lu-
ku M. Uusi, merkityssisalloltaan ratkaisevasti erilainen
ehto néyttda talta:

VM >030>0:0<|z—a|]<d=|f(z)— fla)] > M.

Tahén oli pakko lisidtd epdyhtilo 0 < |z — a| mahdolli-
suuden x = a poissulkemiseksi. Jos olisi = a, epéyh-
talo | f(x) — f(a)| > M saisi muodon 0 > M, joka ei to-
teutuisi milldan positiivisella luvulla M. Jatkuvuuseh-
dosta muokkaamani hankalan ndkéinen ehto on raakile.
Kypsyttelin sitd hieman ja pdddyin seuraavaan maéri-
telméan:

fLause P = Q on epitosi vain, jos P on tosi ja Q epétosi.

Olkoon A reaalilukujen joukon R osajoukko. Funktio
f: A — R on hilliton, jos jokaista reaalilukua M koh-
ti on olemassa r > 0, jolle

|f(a1) — f(az)| > M
aina, kun a1,a2 € Aja 0 < |ag —ao| <r. 4

Tiettévasti joskus on kdynyt niin, ettd matemaatikko
on todistanut paksun nivaskan tuloksia tietyt ehdot
toteuttavista funktioista, ja myShemmin toinen mate-
maatikko on huomannut, ettei sellaisia funktioita voi
edes olla olemassa. Siksi on tédrkeédé osoittaa esimerkil-
14, etta hillittémiéd funktioita on olemassa.

Jos A on #érellinen, implikaation = totuustaulustal
johtuen jokainen funktio A — R on seké jatkuval etti
hillitén. Taménkaltaisten triviaalien tapausten lisdksi
olisi syytd 16ytda varteenotettavampi esimerkki. Ote-
taanpa joukoksi A rationaalilukujen joukko Q. Se on
tunnetusti numeroituva (ks. [3], [4]), joten Q voidaan
esittdd muodossa

Q = {CI17(Z2;CI37'- '}7

missi ¢; # ¢; aina, kun i # j. Ehto f(g;) = ¢ méadrit-

telee funktion f: Q — R, jonka kuvajoukko on

f(Q) ={12,2% 3% ...} ={1,4,9,...}.

Néytén seuraavassa, ettd funktio f nousee arvoon ar-
vaamattomaan mink4 tahansa pisteen laheisyydessa.

Viite 1
Funktio f on hilliton.

Todistus

Pitdd osoittaa, ettd maéaaritelmén 1 ehto on voimas-
sa funktiolle f. Olkoon siis M jokin reaaliluku. Kos-
ka |f(qi) — f(gj)| > 2 aina, kun ¢ # j, ilman paitte-
lyn yleispdtevyyden menettdmistd voidaan olettaa, et-
ta M > 2. Luvuksi r valitaan

r:min{\qiquHiSM’jﬁMa 17&‘7}>O

Jos 0 < |gi — gj| < r, valttAmatta ¢ # j, ja ¢ > M tai
j > M. Silloin

[f(@i) = fg)] = li* = 3% = |i = 4] + j)
>i+j>M. u

Markku Halmetoja esittelee mainiossa artikkelissaan
[1] mm. jatkuvia mutta silti perin juurin vinksahtaneita
funktioita. Artikkeliin kannattaa tutustua siella kayte-
tyn e-6 -tekniikankin takia. Lopussa Halmetoja yllat-
tda lukijan mainitsemalla, ettd vinksahtaneet funktiot
muodostavat ylivoimaisen enemmiston kaikkien jatku-
vien funktioiden laumassa.

fFunktion f: A — R jatkuvuus tarkoittaa, etté f on jatkuva jokaisessa joukon A pisteessd a. Jatkuvuus pisteessé a € A puolestaan
tarkoittaa seuraavaa: jokaista £ > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, ettd |f(z) — f(a)| < € aina, kun z € A ja |z —a| < 4.
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Hillittomyyden tukahduttaminen

Yrityksistdni méaéritelld hilliton funktio R — R ei tul-
lut mitdén, ei kerta kaikkiaan. Syy selvidd kohta. Sita
ennen on paikallaan esitelld kasaantumispisteen maa-
ritelmé ja muutamia valmistavia tosiasioita, joiden to-
distaminen ei ole vaikeaa, mutta vaatii harjaantunei-
suutta. Seuraavat merkinndt ovat yleisesti kédytossa:

B(a,r)z{xeRHx—cd <r},
B*(a,r)={z €eR|0< |z —a| <r}
= B(a,r) \ {a}.

Ylempi joukko on a-keskinen r-sédteinen avoin vali.
Alempi on vastaavasti a-keskinen r-siteinen punktee-
rattu avoin vali. Moni pelkdd punkteerausta. Pelko on
turha, silld punkteerauksessa vain poistetaan keskipis-
te.

v Miiritelmi 2
Olkoon A reaalilukujen joukon R osajoukko. Piste
a € R on joukon A kasaantumispiste, jos jokaisella
r > 0 patee

ANB*(a,r) #0. a

Tosiasia 1

Jokainen a-keskinen r-siteinen avoin véli B(a,r),
r > 0, sisdltad perati ddrettdman madran joukon A al-
kioita silloin, kun a on joukon A kasaantumispiste.

Perustelu

Poimitaan joukosta A N B*(a,r) alkio ag. Sen jilkeen
otetaan siateeksi rg := |ag —a| > 0 ja poimitaan joukos-
ta A N B*(a,ro) alkio a;. Sen jalkeen otetaan sateeksi
r1 := |a; — al > 0 ja poimitaan joukosta A N B*(a,r1)
alkio ay. Poimintaa voidaan jatkaa loputtomiin, jolloin
saadaan dédreton joukko {ag, a,as,...} C AN B*(a,r).
m

Tosiasia 2
Jos adreton joukko A siséltyy rajoitettuun véliin [a, b],
joukolla A on ainakin yksi véliin [a, b] kuuluva kasaan-
tumispiste.

Perustelu
Eras kasaantumispiste on joukon

{z € R |]—o00,2] N A on &rellinen}

pienin ylaraja eli supremum (ks. [2], pienimmén ylira-
jan méaritelmé ja ominaisuudet).

Tosiasia 3
Jos A1, Ao, ... on pddttyméatén jono numeroituvia jouk-
koja, my6s yhdiste A; U A3 U ... on numeroituva.

Perustelu
Tulos on perusteltu Wikipedian sivulla [4] kayttden
“kolmionumerointia”. ™

Tosiasia 4
Ylinumeroituvalla reaalilukujoukolla on vihint&dan yksi
kasaantumispiste.

Perustelu
Olkoon A ylinumeroituva joukko reaalilukuja. Joukko
R voidaan esittdd vélien

[n,n+1], n € Z = {kokonaisluvut},

yhdisteenéd. Erdédn téllaisen vilin ja ylinumeroituvan
joukon A leikkaus on vélttdmaétta ylinumeroituva (to-
siasia 3). Talloin kyseiselld vélilld on joukon A kasaan-
tumispiste (tosiasia 2). m

Viite 2
Ei ole olemassa hillitonta funktiota R — R.

Todistus
Olkoon f: R — R funktio. Reaalilukujen joukko R on
yhdiste alkukuvista

Ay = ([non+ 1)),

missé n on kokonaisluku. Koska R on ylinumeroituva,
ainakin yksi joukoista A, on ylinumeroituva (tosiasia
3), jolloin silld on vdhintdén yksi kasaantumispiste a
(tosiasia 4). Talloin joukossa A, N B(a,r/2) on direton
madra alkioita kaikilla » > 0 (tosiasia 1). Koska nédiden
alkioiden x kuvat f(z) kuuluvat vélille [n,n + 1[, ne
ovat korkeintaan yksikon padssid toisistaan. Jokaisella
r > 0 on siis olemassa luvut aj,as € A, N B(a,r/2),
joille a1 # a2 ja |f(a1) — f(a2)] < 1. Koska liséksi
|ay — ag| < r, hillittémyyden méérittelevd ehto funk-
tiolle f ei voi olla voimassa edes tapauksessa M = 1.

]
Vasta kun ymmdrtdd kaikista vaihtoehdois-
ta ainoan, ymmadrtad kaiken.

— Erno Paasilinna
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