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Johdanto

Tassd kirjoituksessa tutustutaan tasaista alustaa pit-
kin vierivin ympyrin kehén pisteen muodostamaan ta-
sokdyradn, jota kutsutaan sykloidiksi. Aihetta on kési-
telty aikaisemmin mm. Solmun artikkeleissa [1], [2] ja
[3] sekd kilpailutehtivissd [4, tehtéavd 9 vuonna 2008],
mutta kirjoitusten ldhestymistavat ovat ainakin osit-
tain erilaiset. Lisdksi vanhemmilla kirjoituksilla on iké-
vé taipumus hautautua arkistojen kétkoihin.

Joissakin tdmén kirjoituksen kohdissa pyorimisliik-
keen fysiikkaan® liittyvisti kisitteistd on hydtyé tilan-
teen hahmottamisen kannalta, mutta esimerkiksi viit-
teen [4] ratkaisu perustuu pelkistain kolmioiden geo-
metriaan. Nykyisessa poikkitieteellisyyttéd ihannoivassa
maailmassa matematiikan ja fysiikan vuorovaikutusta
ei pitaisi kuitenkaan karsastaa.

Ympyraliike

Kaikki pyoriminen alkaa ympyrésta, jonka yhtdlé on
muotoa 22 + y?> = RZ% Timi ympyrd muodostuu
niistd tason pisteistd (z,y), joiden etdisyys origosta
on R. Kaavan sin® ¢ + cos?¢ = 1 perusteella piste

”

1Erasta fyysikko-kollegaa lainatakseni

(Rcosp, Rsin ) toteuttaa tdméan yhtdlon, joten piste
sijaitsee tarkasteltavalla ympyralla. Yleensa tata omi-
naisuutta kédytetddn (tapauksessa R = 1) kuitenkin
sini- ja kosinifunktioiden mé&érittelemiseen kolmioita
yleisemmaéssa tilanteessa. Joka tapauksessa kulman ¢
arvoilla 0 < ¢ < 27 saadaan kaikki ympyréin pisteet
tdsmaélleen yhden kerran, ja arvolla ¢ = 27 palataan al-
kukohtaan (cos 27, sin 2m) = (cos0,sin0) = (1,0). Esi-
tysta

x = Rcosp,
y = Rsiny,

¢ € [0,27], kutsutaan ympyran parametriesityksek-
si?. Talldin kulman ¢ kasvaessa vastaava piste kier-
tyy ympyralld positiiviseen kiertosuuntaan eli vastapéi-
vaan. Vastakkainen kiertosuunta saadaan vaihtamal-
la kulmaparametrin etumerkki, joten ominaisuuksien
cos(—p) = cosp, sin(—p) = —sin g perusteella para-
metriesitys tulee muotoon (cos ¢, — sin ¢), mutta para-
metrivali [0, 2] sdilyy entiselldén.

Yleisemmin muotoa

z = f(t),

Y= g(t)v
t € I, olevaa lauseketta kutsutaan tasokdyrin paramet-
riesitykseksi, jos f ja g ovat jatkuvia funktioita para-

pyoriminen on lukiofysiikassa kiellettya”, ts. se on valitettavasti poistettu uusimmasta
opetussuunnitelmasta (tasaista ympyraliikettd lukuun ottamatta).

2Parametriesitys lienee kieliopillisesti parempi kuin usein kéytetyt parametrisointi tai parametrisaatio.
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metrivalilld I C R. Parametrivili voi olla avoin, puo-
liavoin tai suljettu, eiké sen tarvitse edes olla rajoitet-
tu. Varsinainen tasokdyrd C on t&lloin se joukko, joka
koostuu kaikista muotoa (f(t),g(t)) olevista pisteista,
kun ¢ € I; matemaattisemmin kirjoitettuna

C={(f(t),9(t) eR* |t € I}.

Yleensd merkitddn x = z(t) ja y = y(¢), vaikka sa-
man symbolin kdyttamistd kahdessa eri merkityksessa
"koordinaatti’ vs. ’funktion nimi’ pitéisi valttaa.

Matemaattisina késitteinéd tasokéyré ja sen parametri-
esitys ovat siis eri asioita. Parametriesityksesté on help-
po muodostaa vastaava tasokdyrd (esimerkiksi sopi-
van piirto-ohjelman avulla), mutta vastakkainen suun-
ta ei ole yksikésitteinen: pelkéstd ympyran yhtélosta
22 4+ y2 = 1 ei esimerkiksi voi paitelld sitd, halutaan-
ko kéyttdd “standardiesitystd” (cost,sint), vastakkais-
ta kiertosuuntaa (cost, —sint) vai jopa kiertdd ympy-
ré kahteen kertaan parametrivalilla [0, 47]. Ja tAmé on
vain esimakua kaikista mahdollisista hankaluuksista!

Konkreettisena tulkintana voidaan ajatella, etté para-
metrina ¢ on aika, ja lausekkeet f(t) ja g(t) kuvaavat
kynén kérjen x- ja y-koordinaatteja paperilla, johon
on piirretty koordinaatisto. Funktioiden jatkuvuus voi-
daan tulkita niin, ettd kynéda ei saa piirtdmisen aikana
nostaa paperista.

Jos kaavoihin lisdtdan z-koordinaatti muodossa z =
h(t), niin saadaan avarvuskdyrdn parametriesitys, mut-
ta niitd ei késitelld téassé kirjoituksessa.

Sykloidi

Sykloidi on tasokdyréi, joka kuvaa esimerkiksi vierivdan
renkaaseen tarttuneen kiven rataa.
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Viitteessd [5] on tilanteeseen liittyvd animaatio.

Jos renkaan sdde on R, renkaan etenemisnopeus v ja
parametriksi valitaan aika, niin akselin liikettd kuvaa
parametriesitys x = vt, y = R. Kiven py6riminen ak-
selin suhteen tapahtuu vierimisehdon perusteella kul-
manopeudella w = v/R ja py6rimissuunta on negatii-
vinen. Jos vield ajan nollakohta valitaan sellaiseen het-
keen, kun kivi koskettaa maata, niin vaakasuorasta al-

kukulmasta taytyy vihentdd /2. Talloin pyorimislii-
kettéd akselin suhteen kuvaa parametriesitys

x = Rcos(—(vt/R —7/2)) = —Rsin(vt/R),
y = Rsin(—(vt/R — w/2)) = —Rcos(vt/R)

trigonometristen kaavojen perusteella. Termien kul-
manopeus ja vierimisehto kédyttdminen voidaan valt-
tdd vaatimalla, ettd rengas pyorahtdd yhden kierrok-
sen samassa ajassa t = 2w R/v, jossa akseli etenee ren-
kaan kehdn pituuden 27 R verran. Lausekkeissa cos(at)
ja sin(at) esiintyva kerroin saadaan siis ehdosta a -
2rR/v = 2w, joten a = v/R kuten aikaisemminkin,
mutta kiertosuunta ja nollakohdan valinta taytyy joka
tapauksessa selvittda erikseen.

Kiven rata saadaan yhdistdmaélla akselin liike ja pyori-

minen toisiinsa, eli kdytdnnossa paikkavektoreiden yh-

teenlaskulla. Sykloidin parametriesitys on siis muotoa
x = vt — Rsin(vt/R), (1)
y = R(1 — cos(vt/R)).

Matemaattisempi vaihtoehto on kéyttdd parametrina
renkaan kiertokulmaa ¢ = vt/R, jolloin

x = R(p —sinp), @)
y = R(1 — cos ).

Néiden kaavojen vertaaminen sykloidin kuvaan saat-
taa herdttdd kysymyksen, miten sykloidissa esiintyvét
terdvat kulmat syntyvét, kun parameriesityksen kaik-
ki lausekkeet ovat derivoituvia funktioita. Vastaus liit-
tyy renkaassa olevan kiven nopeuteen?®, jota kuvaavat
lausekkeet 2/(t) ja y'(t) menevét yhté aikaa nollaan sil-
loin, kun y(t) = 0 eli vt/R = n - 27. Kiven hetkellinen
nopeus on nolla sen osuessa maahan, joten myos sen
suunta voi muuttua jyrkasti ilman derivoituvuusongel-
mia.

Tehtava: Tarkastellaan yhtdloparia (1). Osoita, ettd
2 (T)=vy'(T) =0, jos y(T) = 0.

Kaavan (2) ylempi lauseke x = z(p) on aidosti kas-
vava, joten siitd voidaan periaatteessa (muttei kiytan-
nossél) ratkaista ¢ koordinaatin x avulla ja sijoittaa
tulos alempaan y-koordinaattiin. Nain sykloidi voidaan
esittdd myos funktion kuvaajana muodossa y = y(x),
mutta kiytdnnossd tdma ei onnistu pelkistadn alkeis-
funktioiden avulla.

Tautokroni ja brakistokroni

Sykloidi esiintyy my6s kahden historiallisesti mielen-
kiintoisen ongelman ratkaisuna. Molemmat liittyvét sa-
mantapaiseen tilanteeseen, jossa esimerkiksi pieneen

3Parametrisoidun kéyrin tangentti ja sen konkreettinen tulkinta nopeus jiikoon téssé kirjoituksessa tarkemmin kisittelemstta,
mutta osoittautuu, ettd hetkellinen nopeusvektori on muotoa v = z’(¢)i + y’(¢)j, kun parametrina on aika ¢.
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helmeen on porattu reiké, ja helmi on pujotettu taipui-
saan rautalankaan. Tautokroni (kreikaksi ’sama aika’)
kuvaa sitd rautalangan muotoa, jossa helmen liukumi-
nen langan alimpaan kohtaan on aina sama, lahtékor-
keudesta riippumatta. Brakistokroni (kreikaksi ’lyhin
aika’) liittyy puolestaan kysymykseen, mink& muotois-
ta lankaa pitkin helmi liukuu nopeimmin kahden eri
korkeudella olevan pisteen valilla.

Symmetrisessd tautokronissa ilman kitkaa edestakaisin
liukuvan helmen jaksonaika ei riipu amplitudista (eli
helmen korkeimmasta kohdasta).

Molempien kysymysten vastaus on alaspéin kadnnet-
ty sykloidi, sopivasti skaalattuna tilanteen geometrian
mukaan. Néiden ongelmien historiasta voi lukea viit-
teistd [2] ja [3] tai Wikipedian sivuilta [6] ja [7]; annan
tassé englanninkieliset viitteet, koska niiden sisaltamét
animaatiot selventdvit kysymyksiéd erittdin hyvin. Sen
sijaan en ole kovin innoissani Wikipediassa esitetyista
todistuksista, koska pienelld differentiaali- ja integraa-
lilaskennan tédydennykselléd ratkaisut voidaan esittaé ly-
hyesti ilman geometrisia approksimaatioita tai differen-
tiaalien pyorittelyd. Mutta tdmaé olisi kokonaan uuden
kirjoituksen aihe.

Muut sykloidit

Hankalammassa tilanteessa pienempi ympyra vierii pit-
kin suuremman ympyran kehéé joko sisé- tai ulkopuo-
lella, jolloin syntyy hypo- tai episykloideja. Késittelen
niitd mychemmin tdman kirjoituksen jatko-osassa.

Erds hyposykloidi (sisempi kdyrd).
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