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Aito avunpyynto, teoreemien kerjays vai jotain muuta?

Padkirjoitus

Sain vahén aikaa sitten hiukan h&dmmentavin englan-
ninkielisen sdhképostin joltain minulle tédysin tunte-
mattomalta ihmiseltd, josta en itse asiassa edes tiedé,
onko hén todellinen ihminen vai ei. Viestin sisalto oli
se, ettd hénelld olisi hyvd matematiikan ongelma, jon-
ka kanssa hén on saanut jotain edistystd aikaan, mutta
tarvitsisi apua.

En voinut olla miettiméttd, mika sdhképostin tarkoi-
tus on: onko kyseessé aito avunpyynto vai kenties ma-
temaattisesti vadntynyt versio nigerialaiskirjeesté.

Aito avunpyynté on mahdollinen teoria, mutta tuntuu
sikéli epatodennékoiseltd, ettd jos apua johonkin on-
gelmaan tarvitsee, voisi olla jérkevad kertoa, mistd on
kyse, ja jos ei koko ongelmaa halua kertoa, niin edes
aihepiiri. Pelkka kuvaus "hyva ongelma” ei oikein sano
mitddn. Onhan lukuteoreetikon ndkokulmasta huomat-
tava ero siind, onko kyseessé joku Diofantoksen yhtalo
(jotka nekin ovat hyvin haastavia tai valilld kaytannos-
sé mahdottomia lahestyd) vai esimerkiksi yleisten to-
pologisten avaruuksien ongelma. Matematiikan parissa
aloittavalle ei toki vélttamé&tta tule mieleen, ettd kuka
tahansa ei pysty auttamaan minkd tahansa ongelman
kanssa (tai sitten ongelma todella voi olla sellainen,
jonka kanssa kuka tahansa matematiikkaa harrastanut
voisi auttaa).

Toinen vaihtoehto olisi matemaattinen nigerialaiskirje.
Ei se ehkéa kovin todennékoinen skenaario ole, mutta

sitdkin mielenkiintoisempi. Tdm&h&n menisi niin: jo-
ku lahettéisi sihkopostia, jolla on tarkoitus vain saada
lukija kiinnostumaan ja vastaamaan ja lupautumaan
auttamaan, ja tdmaéan jalkeen alkuperainen lahettaja lu-
pailisi toisen kirjoittajan paikkaa jossain hyvissa ar-
tikkelissa. Kdytédnnosséd kuitenkin artikkelissa olisi hiu-
kan ongelmia, ja tarvittaisiin vahén apua, eli lemmo-
ja. Pahaa-aavistamaton vastaanottaja sitten todistelisi
lemmoja ja teoreemoja, joita aina tarvittaisiin lisda ja
lisda, kunnes yhtakkid tulokset muodostaisivatkin ko-
konaisen artikkelin, joka ilmestyisi tdysin toisen ihmi-
sen nimissa.

Néen kylla hyvin hyvien ongelmien viehdtyksen — jos
jossain legitiimisséd yhteydessd on maininta hyvésta
tai kivasta matemaattisesta ongelmasta, niin kyllahan
se kiinnostaa. Sdhkopostiin sen sijaan tulee niin pal-
jon kaikkea epamadraisté, jolloin jos maininta hyvésta
ongelmasta ilman tarkempaa kuvausta on sielld aito-
jen huijauskirjeiden ja auton lisdosamainosten joukos-
sa roskapostikansiossa, niin ei siihen kovin vakavasti
suhtaudu.

Nyt siis, hyvé lukija: jos olet ldhestynyt minua englan-
niksi, valenimelld kivan ongelman kanssa kertomatta
siitd sen tarkemmin, niin pistd tarkempi kuvaus seu-
raavalla kerralla.

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
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Yhtaloiden ratkaisemista Lambertin funktion avulla

Heikki Apiola

Aalto yliopisto, matematiikan ja systeemianalyysin laitos, lehtori emeritus

heikki.apiola@aalto.fi

Lahtokohta

Abitytot Elle Oksanen ja Vilja Varis suorittivat vaihto-
oppilasjaksoaan Utsjoen saamelaislukiossa maaliskuus-
sa 2021. Sattuipa niin, ettéd olivat ratkaisemassa GEO-
GEBRA-ohjelmalla yhtéloa, jossa esiintyi termeji x ja
k",

Kuvissa ovat tytot pahkéaileméssa tatéd ja muitakin ma-
tematiikan ihmeitd vierailevan opettaja-Sissin avustuk-
sella.

Yhtaloéitd Ailigas-tunturin varjossa

ja vield Wanhan Taskilan pihapiirissa.

Kukaan ei muista, mikd tuo yhtélo tarkalleen ottaen
oli, mutta katsotaanpa vaikka téaté: 3% = 2z + 2.

GEOGEBRA:n CAs-laskin puhuu:

eq2: 3 =2x+2 :
Ratkaise(eq2, x) :

_ {x _ E—LamberrW(—e 21083 1 3))~In{2) ~In(3) 1yx= e—l.amberrW(—e n2) ‘”WlnfS).Eln{
RatkaiseNumeerisesti(eq2, x) :
={x = —0.7901100111667,x = 1.444561392918}

sisdllysluetteloon
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Mutta mikéd ihmeen LambertW sinne ilmestyi, kysyivét
tytot.

Téssé kirjoituksessa valaistaan tuota salaperéista Lam-
bertW-funktiota ja sen kayttémahdollisuuksia erityi-
sesti yhtéloiden ratkaisemisessa.

Vahan historiaa

Johann Heinrich Lambertin eldmé ajoittuu vuosil-
le 1728-1777. Hanen kuuluisa aikalaisensa Leonhard
Euler (1707-1783) tyoskenteli yhteistyossd Lambertin
kanssa tdman tutkimuksen kohteena olevien yhtaléiden
parissa etupddssa sarjamuotoisia ratkaisuja kehitellen.

Molemmat matemaatikot olivat ajan tyyliin erittéin
laaja-alaisia ulottaen tutkimuksensa myos eri luonnon-
tieteiden alueelle.

Lambertin tutkimusalueet liikkuivat mm. lukuteorias-
sa, tilastotieteesséd, tdahtitieteessé, optiikassa, filosofias-
sa. Hanet tunnetaan myos ensimmaisestd m:n irratio-
naalisuuden todistuksesta, jota ovat sittemmin tdsmen-
taneet ja yksinkertaistaneet monet matemaatikot aina
viime aikoihin saakka. Lambertin matemaattisten jul-
kaisujen joukosta 16ytyy myos tulevaisuuden visio ko-
neesta, joka kykenisi suorittamaan matemaattista sym-
bolien késittelyé, siis verrattomasti kehittyneempéaa lai-
tetta kuin Pascalin vuonna 1642 rakentama aritmetiik-
kakone.

Runsaat 200 vuotta Lambertin pahkailyjd myohemmin
ilmestyivit ensimmaéiset (‘muistiongelmaiset’) symbo-
lialgebraohjelmistot, ja kas, nykyisin on ’CAS’ jokaisen
koululaisenkin ulottuvilla.

Lambert tutki muotoa x = g4z olevaa yhtaloa kehit-
tdmalla ratkaisun sarjaksi. Euler kehitti sarjaratkaisun
yhtélolle ze® = a, joka on muunnettavissa alkuperéi-
sen Lambertin tutkiman yhtalon ratkaisuksi. Taméapa
on juuri se yhtalo, jonka ratkaisu maéarittelee ’Lamber-
tin funktion’ siind muodossa kuin sitd nykyisin késitel-
laén.

Kirjoituksessa kiytettavat ohjelmistot

Tassé kirjoituksessa ei kasitella Lambertin funktion ar-
vojen laskemiseen tarvittavia numeerisia ratkaisume-
netelmié, vaan kiytetddn ohjelmistoja, joissa kyseinen
funktio on valmiiksi ohjelmoituna.

Valtaosa laskuista suoritetaan MATLAB/OCTAVE:la.
Joitakin MAPLE-esimerkkejd on mukana symbolilas-
kennan alueella, ja pari ndkymid myoés GEOGEBRA-
ratkaisuihin, kuten ylla.

Kirjoituksessa [HA1] on ohjelinkkien liséksi perusteel-
linen alkuunpéésyohjeisto aina OCTAVE-onlinen kéyt-
toonottoa myoten.

Tamén kirjoituksen viitteissa on lisiksi hyvd OCTAVE:n
yleisopas [Oct].

Ohjelmakoodeja ja ajotuloksia, erityisesti niiden tuot-
tamia kuvia on tekstissd mukana joiltakin osin hiukan
riisuttuina. Téaydelliset koodit kaikkine yksityiskohti-
neen on saatavissa viitteessa [HA2].

Kaanteisfunktioita

Yhtélon ratkaiseminen yleisessd muodossa f(z) = y
voidaan nihdé kadnteisfunktion f~! arvon laskemise-
na pisteessd y. Taméa edellyttdd kadnteisfunktion tai
sen haaran olemassaoloa pisteen y ympéristossi. Jos
ratkaistavana on esimerkiksi yhtdls z2 = 4, jolloin
f(x) = 22, niin ratkaisut +2 sijaitsevat kaksihaarai-
sen kédédnteisfunktion ,/y positiivisella ja negatiivisella
haaralla. Vaihdetaan y:n ja x:n roolit, jolloin kuvaaja
muuttuu oikealle avautuvaksi paraabeliksi, ja positiivi-
nen ja negatiivinen kddnteisfunktion haara +./x naky-
vat normaaliasentoisessa koordinaatistossa.

Logaritmi

Jos emme olisi kuulleet logaritmista, niin tdmékin
GEOGEBRA-lasku olisi hdmmentévé:

Johdatuksena péddaiheeseen onkin hyvé palauttaa mie-
leen logaritmin tarina, sitd tytotkin tarvitsivat, ennen
kuin oppivat rakastamaan logaritmeja :-)
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Funktio = — e” on kasvava ja jatkuva, kdénteisfunk-
tio on siis olemassa. Minkdhdn nimen sille antaisim-
me? No, olisiko mitdédn, jos kutsuttaisiin sitd nimella
'luonnollinen logaritmi’? Kuulostaa monimutkaisel-
ta, mutta olkoon menneeksi, otetaan sentaén kiyttoon
helppo merkinté: 1n. Siis jos y = €”, niin x on y:n luon-
nollinen logaritmi = = In(y).

x=In
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pisteet (e, z)

Tassd siis pystyakselilla ovat ldhtdarvot = ja vaaka-
akselilla tulosarvot y = e*.

Kuvat syntyiviat seuraavilla komennoilla MAT-

LAB:ssa/OCTAVE:ssa:

x=linspace(-2,2,15);

y=exp(x) ;

plot(x,y); % Pisteet (x(k),y(k)).
hold on
plot(x,y,’*’,’MarkerSize’,7);
title(Py=e"x’)
xlabel(’x’);ylabel(’y’)

Vaihdetaan x ja y plot-komennossa:

figure ¥ Uusi grafiikkaruutu.
plot(y,x); % Pisteet (y(k),x(k)).
grid on;hold on
plot(y,x,’*’,’MarkerSize’,8);
title(’x= 1n y’)

xlabel(’y’) ;ylabel(’x’)

Kaidnteisfunktion arvot saadaan siis valmiiksi lasketuis-
sa funktion f(z) = e® arvopisteissi yr = f(xg).

Kéaanteisfunktiokuvassa nikyvit merkityt (*)-pisteet
ovat tarkkoja kaanteisfunktion arvoja (f-arvojen las-
kennan tarkkuudella), koska ne ovat lukuja f(xy) vas-
taavia, pystyakselille sijoitettuja lahtoarvoja xy.

MATLAB/OCTAVE suorittaa visuaalisesti paloittain li-
neaarisen interpolaation (yg,xx)-pisteiden vélilla. Jos
halutaan laskea kédanteisfunktion arvo mielivaltaisessa

pisteessd ¥y, voidaan suorittaa numeerisesti paloittain
lineaarinen (tai ’palapolynomi’-) interpolaatio, jonka
MATLAB/OCTAVE tekee visuaalisesti.

Menetelméaé kutsutaan kddnteiseksi interpolaatioksi ja
sitd kaytetddn sopivin muunnelmin osana useita me-
netelmié yhdistédvissd yhtédléiden ratkaisemisen ’hybri-
dialgoritmeissa’. Télla kertaa en etene pitemmaélle nu-
meeristen menetelmien parissa.

Kun funktio maéaritellddn annetun funktion f k&an-
teisfunktiona, on paikallaan miettié, mitd johtopaatok-
sid voidaan tehd& funktion f ominaisuuksien perusteel-
la kidnteisfunktion f~! ominaisuuksista. Ainakin deri-
vaatta voidaan johtaa.

Logaritmin derivaatta: Kidnteisfunktion derivaa-
talle pitee Df~1(y) = ﬁ, missi x = f~1(y). Jos
f(x) = e niin f~! = In. Koska De® = e%, niin loga-
ritmin derivaatta on D(lny) = e%, missd e* = y, joten
D(lny) = %

Samalla mallilla voidaan johtaa kohta maariteltdvin
Lambert W-funktion derivaatta. Muotoillaan harjoitus-
tehtéviksi, kun sen aika koittaa.

Lambertin W-funktio

Toimitaan aivan samoin kuin edelld eksponenttifunk-
tion ja logaritmin tapauksessa. Léhtokohtana on e®:n
sijasta funktio

flz) = ze”.

Lahdetdan siis etsiméadn kaanteisfunktiota téalle. Piirre-
tadn aivan kuten edelld, nyt on e”:n sijasta xe®:

f= 0(x) x.*exp(x) %Funktiomiirittely,huomaa(.x*)
x=linspace(-6,1,1000) ;

y= £(x);

plot(x,y,’k’); grid on

title(’f(x)=xe"x’)

3 _ fxexet
2.5}
2 L
15}
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1) —
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-6 -5 -4 -3 o) -l 0 1
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Koska f'(z) = e®(xz + 1), vahvistuu todeksi kuvan ker-
toma: f:n minimi on kohdassa z = —1, ja f on vi-
heneva vasemmalla ja kasvava oikealla puolella. Huo-
maa, ettd f(x) — 0, kun z — —o0, ja f(z) = oo, kun
x — 0o. Minimin arvo f(—1) = —1/e & —0.367. Siis jos
—1/e < y < 0, saadaan kaksi z:n arvoa, joille ze® =y,
ja jos y > 0, saadaan yksi x. Siis edellisilld y:n arvoil-
la on kaksihaarainen kaénteisfunktio ja jalkimmaisilla
yksikésitteinen.

Merkitaédn kadédnteisfunktiota tai sen haaroja W:la
tai LambertW:1la. Niinpa W suhtautuu funktioon x +—
xe® aivan kuten luonnollinen logaritmi In suhtautuu
eksponenttifunktioon x — e*.

Piirretdén kédnteisfunktio aivan kuten edelld exp/log-
puuhassa. Vaihdetaan x ja y, eli piirretddn pisteet
(yx, z1). Jatketaan edellisen istunnon muuttujalla x.

x1=x(x>=-1) ;y1=£f(x1); ¥%1. haara -> W_0O
x2=x(x<=-1) ;y2=£f(x2); %2. haara -> W_{-1}
pl=plot(yl,x1,’b’,’LineWidth’,2);

hold on;grid on

p2=plot(y2,x2,’r’);
title(’Kddnteisfunktion W haarat’)
legend([p1,p2],{’W_0’,’W_{-1}’})

e=exp(1); % e ei ole varattu symboli.
plot([-1/e -1/e],[-6,-1],°--k’)
text(-1/e-0.1,-5.8,’-1/¢e?)

Kaanteisfunktion W haarat

—

Vaihdetaan kéanteisfunktiossa y:n ja z:n roolit, ja koo-
taan yhteen edellé jo osittain todettua:

o Kéadnteisfunktion kasvava haara W, on mé&éritelty
joukossa x > —1/e &~ —0.3679 ja saa arvoja y > —1.

o Pienenevi haara W_; on mééritelty valilla —1/e <
x < 0 ja se saa kaikki arvot y < —1. Muista:
lim, . o xe® = 0.

o Vililla —1/e < z < 0 kdanteisfunktiolla on kaksi
haaraa, vaheneva: y < —1 ja kasvava: —1 <y < 0.

Kompleksialueella W on &érettémédn monihaarainen
(kuten vaikkapa trigonometristen funktioiden kéénteis-
funktiot jo reaalialueella). Kompleksiset W-funktion
haarat pohjautuvat kompleksialueen logaritmifunktion
haaroihin, mutta niihin ei td&mén kirjoituksen alue ulo-
tu.

Merkinnalld W tarkoitetaan yleenséd kadnteisfunktion
jotain haaraa, Wy, W_; tarkoittavat kaddnteisfunktion
reaalista kasvavaa haaraa ja vihenevid haaraa vastaa-
vasti. Useimmissa ohjelmistoissa W-funktiolla on nime-
ndan lambertW, vaihtelevan kokoisin kirjaimin, ja en-
simméinen argumentti on reaalialueella haaraan viit-
taava 0 tai —1. Jos 1. argumentti puuttuu, ts. anne-
taan vain yksi argumentti, niin késitellidn paddhaaraa
Wo.

Nykyisin monet ohjelmistot ja kielet sisiltavit Lamber-
tin funktion koodin. Téassd on OcCTAVE-onlinen help-
tekstin ote, jossa samalla kerrataan ohjelman merkin-
noéin edelld esitellyt funktion perusominaisuudet.

octave:1> help lambertw
-Function: lambertw(Z)
-Function: lambertw(N, Z)
This function satisfies W(z).*exp(W(z)) = z,
and can thus be used to express solutions of
equations involving exp’s or log’s.
N must be integer, and specifies the branch of W.
W(z) is a shorthand for W(0,z).
Branches 0 and -1 are the only ones that can
take on non-complex values.
For example, the principal branch W(0,z) passes
through the point (0, 0):
lambertw (0) -> ans =0
lambertw(-1,0) -> ans = -Inf
And the 0 and -1 branches coincide for the
real value:
x = -1/exp(1);
lambertw (0, x)
lambertw (-1, x)

-> ans -1
-> ans = -1

Esimerkkeja

Yhtalot, jotka sisdltdvat termejd xP, e®, Inx, pyritddan
saattamaan muotoon ve¥ = b, jolloin W-funktion mé&a-
ritelmésta seuraa: v = W (b). (Vertaa tdhan: Jos edella
kertoja v puuttuisi, niin ratkaisu olisi v = Inb.)

Esim. 1. Ratkaise alussa olleen GEOGEBRA-istunnon
yhtalo 3% = 2z + 2.

Ratkaisu: Yhtélossa esiintyy x ja 37, joten Lambertis-
ta voisi olla apua. Pyritddn aluksi muotoon u3%, missd
4 on sopiva apumuuttuja:

, . 1
F=2r+2 <= (x+1)3_*:§

Kerrotaan —1:lla, jolloin (—z —1)37%~1 = —1.

sisallysluetteloon
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Merkitdén u = —z—1, otetaan 3:n sijasta e kantaluvuk-

si ja kerrotaan yhtdlo In 3:1la, jotta pddstddn muotoon
(¥)e) =b:

In3

u(ln 3)e*n3 = —%.

Siis uln3 = W (—23).

Lasketaan 71“73 = —0.1831, joka kuuluu vélille (f%, 0),
joten molemmat haarat Wy, W_; antavat reaalisen ar-

von.

Naéin saadaan

1 —In3

:—1—7 -
o 3 ol—5 )
1 —1n3
-l — W .
o 3V

Taméan tyyppisella tekniikalla saadaan pienelld harjoit-
telurutiinilla yllattdvan suuri joukko yhtéloita, jotka
sisdltavat termeja zP, Inx, e” ratkaistuksi Lambertin
funktion avulla.

Lasketaan vield likiarvot (OCTAVE:ssa log on luonnol-
linen logaritmi):

>> x0=-1-lambertw(0,-1og(3)/6)/log(3)
x0 = -0.7901 % Laskun tulos

>> x1=-1-lambertw(-1,-1og(3)/6)/log(3)
x1 = 1.4446 ¥, Laskun tulos

Jatkotehtavi: cAs-ratkaisu ja kuvasta tarkistaminen.
Katsotaan, miten MATLAB:n symbolilaskenta selvida
tehtavasta:

>> syms x

>> solve(37x == 2*x + 2,X)

ans =

- lambertw(0, -log(3)/6)/log(3) - 1

Muuten oivallisesti, mutta toinen ratkaisu
- lambertw(-1, -log(3)/6)/log(3) - 1
jai puuttumaan.

Osaisiko MAPLE? Annetaan ITEX:n tulkata MAPLE:n
antamat tulokset:

> ratk:=solve(3"x = 2%x + 2,x);
> latex(ratk[1]);

Siispd MAPLE osasi ratkaista tédydellisesti.

Kirjoituksen alkujohdannossa olevaa GEOGEBRA-
kuvaa tihrustamalla nékyy, ettd GEOGEBRA:n CAS
parjasi tassa myos.

Esim. 2. Ratkaise yhtalo x = ae®. Milla a:n arvoilla
on 2, 1, 0 reaalista ratkaisua?

Ratkaisu: Kerrotaan yhtalo —e~":114, jolloin

—a = —ze *.

Lambertin W-funktion méaaritelman mukaan saadaan
x=-W(-a).

Katsotaan W-funktion kuvaa:

- 2 ratkaisua, kun —1 < —a <0, eli0<a < 1.
- 1 ratkaisu, kun —a > 0, eli a < 0.
- 0 reaalista ratkaisua, kun —a < —%, eli a > %

Piirretaén vield kuva yhtalén molemmista puolista va-
litsemalla kultakin ylld mainitulta arvoalueelta nayt-
teeksi a:lle arvot 0.5, 0.2, —1.

- x=ae* leikkauspisteet eri a:n arvoilla

al
3 -
2 L
1 -
0
1r - _
- -
) J
-3+ — — —y=X 4
a=0.5= 1l/e
-4+ a=0.2 J
—ga=-1<10
5 1 I I [
-2 -1 0 1 2 3

Kuva tehtiin néilla komennoilla:

>> x=linspace(-2,3);

>> plot(x,x,’--k’)

>> hold on

% 1) a> 1/e = 0.3679 =>ei ratk.Esim: a=0.5
% 2) 0<a<1l/e => 2 ratk. Esim. a=0.2

% 3) a<0 =>1ratk. Esim. a=-1
>> a=0.5;
>> plot(x,a*exp(x),’b’) % Ei ratk.
>> a=-1;

>> plot(x,a*exp(x),’c’,’LineWidth’,2)%1 rat

>> a=0.2;

>> plot(x,a*exp(x),’r’,’LineWidth’,2)%2 rat

>> grid on;ylim([-5 5])

>> legend(’y=x’,’a=0.5 > 1/e’,...
’a=0.2’,’a=-1 < 07)

>> title(’x=ae”x leikkauspisteet...’)

sisallysluetteloon
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Kuva tukee yllé olevia johtopéaatoksia.

Lasketaan seuraavaksi OCTAVE:n lambertw-funktiolla
nuo kuvassa nakyvat ratkaisut.

>> a=0.5
>>-lambertw(0,-a) % ans = 0.7940 - 0.7701i
>>-lambertw(-1,-a) % ans = 0.7940 - 0.7701i

Ei reaalisia ratkaisuja.

>> a=0.2

>> x0=-lambertw(0,-a) % ans = 0.2592
>> xl1=-lambertw(-1,-a) % ans = 2.5426
2 reaalista ratkaisua.

>> a=-1

>> x0=-lambertw(0,-a) % ans = -0.5671

>> -lambertw(-1,-a) % ans = 1.5339 + 4.3752i

1 reaalinen ratkaisu.

Siispé kaikki on kuin kuvassa.

Analyyttinen vai numeerinen

Téassé on sopiva kohta palata samaan pohdiskeluun, jo-
ta harjoitettiin diffyhtélokirjoituksessa [HA1], kun "tay-
dennysfunktioina’ olivat Airyn ja Besselin funktiot.

Té&lla kertaa voitiin Lambertin W-funktion avulla maa-
rittdd parametri a, jota tehtdvissa kysyttiin. Pelkkien
numeeristen yhtéloratkaisijoiden avulla oltaisiin jou-
duttu katselemaan numeerisen hakuammuskelun puita
nidkeméttd analyyttisen ratkaisun tarjoamia metsikoi-
ta. Toisaalta tehokkaat numeeriset menetelmét mah-
dollistavat Lambertin funktion hyotykéayton. Molempi
siis parempi. Ja jélleen huomataan, ettd analyyttisen
ratkaisun kasite laajenee luontevasti laajentamalla so-
pivasti "hyviksyttavien’ funktioiden joukkoa.

Esim. 3. Ratkaise yhtalo
¥ =y

Téassd on kysymys implisiittisessd muodossa annetun
yhtédlon ratkaisemisesta muodossa y(x) tai x(y). Aika
veiked tehtéavé, ehka vaikeakin?

Ensinndkin on selvdé, ettéd triviaaliratkaisu on y = z,
mutta mitd muuta? Kokonaislukuratkaisuja tuskin 16y-
tyy muita kuin 2 ja 4. Viimeinen toivo taitaa olla yritys
turvautua ystédvadmme Lambertiin. Miten tuossa lah-
dettéisiin liikkeelle? Seuraava osoittautuu kelvolliseksi.

1.
2

Korotetaan yhtélo puolittain potenssiin

y Inz _
- 1

T

Kerrotaan puolittain y:114 ja sitten jarjestetdén ker-
toimeksi sama kuin eksponentissa kertomalla —1“77”:115.

Saadaan: I 1
nzx Ine nx
——y)e” e ¥V =——n.
(== .
Niin saatiin vasen puoli muotoon (x)e*), ja voidaan

turvautua Lambertin apuun:

Inx Inz
EERAr
Siispé
W(—h;z)x
YT
nx

Miltad nayttad kuvaaja? Puolet kuvasta saadaan té-
hén tapaan:

x=linspace(.1,10);
y=-x./log(x) .*lambertw(-log(x) ./x);
plot(x,y)

Toinen puoli saadaan kédyttdmélla laskevaa haaraa
W_4, jolloin taytyy rajoittua niihin z:n arvoihin, joilla

11
< -2 .
X

e
Vaihtoehtoisesti voitaisiin kéyttda hyvéksi symmetri-
aa, eli vaihtaa x ja y, jolloin saataisiin kuvan puuttuva
puolikas taas pddhaaran Wy avulla. Kuva tehtiin edel-
lisella tyylilla (ja siihen j&i pikku virhe: Wi pitdéa lukea:
W_q).

10 T
I W
9 r i WU
I 7
5 : X 1.5 7
i 'Y 7.40B76
5 e
' | X 1.6 s
| Y 6.22474 Va
* s
B | /
| e
5 r VX2 7
Y a y
4 . ,
Ay #
3t N X35 -
Y 2.1897 X 6.6
2+ .\_\—___ Y 1.56381
—_——— |
1 -
2 4 6 8 10
¥ =y”

Kuvasta (hiirikdden tarkkuudella) poimittujen arvojen
avulla voit testata yhtdlon toteutumista likimé&arin.

Vertailun vuoksi voidaan piirtdd myos implisiittimuo-
dossa 0-korkeuskéyré contour-funktiolla, joka edustaa
‘raakaa voimaa’ verrattuna hienostuneeseen Lambert-
kéasittelyyn. Yksityiskohdat tésta, kuten kaikista muis-
takin kirjoituksen koodeista ovat viitteessia [HA2].
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Mihin muuhun LambertW kelpaa?

Viite [CGHJK] on perusteellinen esitys aiheesta si-
saltden suuren joukon matematiikan ja luonnontie-
teiden sovellusaloja. Mainitsen tésséd vain yhden, jo-
ka liittyy seké edelliseen esimerkkiin ettd Solmun nu-
merossa 1/2021 olleeseen ’'Delfiinikirjoitukseen’ [HA1].
Siind esittelin yhtend ratkaisutekniikkana ’muuttu-
jien erottelun’ Mainitsin, ettd tdmé& menettely joh-
taa usein implisiittiseen (ratkaisemattomassa muo-
dossa olevaan) yhtdloon y:mn ja z:n valilld. Viittees-
sé [CGHJK] esitellddn palamisilmioon liittyva "Model
combustion problem’, jota kuvaa alkuarvotehtava

v =y (1-y), y(0) =e>0.
Siind ndytetddn muuttujien erottelulla aikaansaatu
implisiittinen yhtald, josta artikkelin kirjoittajat joh-
tavat W-funktion avulla esitettdvéan eksplisiittisen rat-
kaisun.

Virikds visuaalinen tiivistelm& Lambert-teemasta on
nahtédvissd ja seindtauluksi ladattavissa Lambert-
posterissa:

http://www.orcca.on.ca/LambertW/

Kay ihmeessa katsomassa, se on ihan MUST!

Muutama sana W-funktion laskennasta

Julkaisu [CGHJK] on perusteellinen tietoldhde koko ai-
hepiiriin ’Lambertin funktio’. Siind kerrotaan, kuinka
MAPLE-symbolilaskentaohjelmiston kehitysryhma téy-
dennettynd Donald Knuth’illa ryhtyi tutkimaan sen
historiaa ja erilaisia kédyttomahdollisuuksia sekéa eri-
tyisesti kehittdméadn numeerista algoritmia, joka oli-
si kyllin tehokas ja tarkka, jotta se tayttdisi CAs-
ohjelman ’mielivaltaisen tarkkuuden’ vaatimuksen ja
toimisi tehokkaasti my6s singulaaripisteen ldhistolla
vielapé funktion kompleksihaarojen suhteen. Julkaisus-
sa pohditaan myo6s nimien LambertW ja W historiaa
ja sen useitakin 'uudelleen 10ytymisid’ myos mm. Q-
nimisend. Matemaatikot Polya ja Szego (1925) arvel-
laan my6s nimen W ensimméisiksi kayttéjiksi.

Tekijét kehittivit 'mielivaltaisen tarkkuuden’ laskenta-
algoritmin, joka siis kirjoitettiin M APLE-ohjelmistolle.
Algoritmi on toteutettu 'Halleyn menetelmdlla’, joka
on vihemmaélle huomiolle jadnyt ’terdstys’ tunnetul-
le Newtonin menetelmdalle. Julkaisu [CM] on helppo-
lukuinen tiivistelmd, joka siséltdd myo6s hyvin selkeén,
Halleyn menetelmdlld kirjoitetun MATLAB-koodin W-
funktiolle.

Nykyisin tdmé funktio sisdltyy moniin ohjelmoin-
tikieliin ja ohjelmistoihin nimelld LambertW tai
esim. lambertw, kuten ’'meiddn’ OCTAVE:ssa. CAS-
ohjelmistoista mainittakoon edelld mainittujen lisdksi
MAXIMA, MATHEMATICA ja Wolframin vastaava julki-
nen tuote WOLFRAM ALPHA. (Kts. myos [WEF].)

Derivaatta voidaan johtaa kédénteisfunktion derivoin-
tikaavan avulla, kuten yll& logaritmin tapauksessa tai
implisiittisen derivoinnin avulla kaavasta

W(z)eV® = g
Saadaan: W' (z)e" @) (1 + W (z)) = 1,
1 B W(x)
MNE A+ W () a1+ W(z))

Jalkimméainen muoto saadaan sijoittamalla " (®)m
paikalle % Jos haluaisimme laskea arvon W’(0), pi-

W'(z) =

taisi kiyttaa edellistd muotoa, josta saadaan W'(0) =
1. Kokeilemani cAs-ohjelmat palauttavat jalkimmaéi-
sen muodon, jota ei voi kidyttdad arvolla x = 0. CAS-
ohjelmien puutteena on usein erikoispisteiden késitte-
ly, mistd jokaisella ’vakavalla’ kayttajalla lienee koke-
muksia. (Kts. my6s [CJ].)

Tehtava: Huomaa, ettd ylla W tarkoittaa kumpaa ta-
hansa haaraa Wy, W_;. Piirra derivaattafunktion kum-
mankin haaran kuvaajat ja vertaa niitd edelld olevaan
Lambertin funktion kuvaajaan. Valitse piirtoalue sopi-
vasti valia —% < x < 0 tapauksessa W_; ja aluetta
T > —% tapauksessa W, reunoilta (reunalta) supistaen.
Mallia voit ottaa tiedostoista [HA2].

Siis lopultakin: ”Miki ihmeen LambertW?”

Saivatkohan Elle ja Vilja valaistusta kysymykseen?

Viitteet

[CGHJK] Corless, Gonnet, Hare, Jeffrey, and D. E.
Knuth: Advances in Computational Mathematics, Vol
5 (1996) 329-359, ladattavissa:
https://cs.uwaterloo.ca/research/tr/1993/03/
W.pdf

[CM] Cleve Moler: https://blogs.mathworks.com/
cleve/2013/09/02/the-lambert-w-function/

[Posteri] http://www.orcca.on.ca/LambertW/

[Wiki] https://en.wikipedia.org/wiki/Lambert_
W_function
[WF] https://mathworld.wolfram.com/LambertW-

Function.html

[HA1l] https://matematiikkalehtisolmu.fi/2021/
1/diffyhtaloita.pdf

[HA2] https://matematiikkalehtisolmu.fi/2021/
2/skriptit/

Siséltad tiedostot LambertSkriptit.m ja
LambertSkriptitLIVE.pdf. Edellisessé on koodit
(MATLAB, OCTAVE), jilkimméiinen MATLAB:n tyylik-
kaalla "LiveEditorilla’” ajettu pdf.

[Oct] https://octave.org/doc/v6.2.0/

[CJ] R.M. Corless and D.J. Jeffrey,“Well, It Isn’t Quite
That Simple”, SIGSAM Bulletin, 26, 3 (1992) 2—-6.
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Euroopan tyttojen matematiikkaolympialaiset 2021

Veera Nurmela, Tianyue Sun ja Anni Tapionlinna

Euroopan tyttojen matematiikkaolympialaiset eli EG-
MO jarjestettiin jo toista kertaa etdkilpailuina 9.-
15.4.2021. Kilpailujen jirjestdjamaana toimi Georgia.
Suomi sijoittui parhaiten osallistuneista Pohjoismais-
ta, ollen 45. yhteensd 55 joukkueen joukossa. Suomen
joukkueeseen kuuluivat Aino Aulanko, Veera Nurmela,
Tianyue Sun ja Anni Tapionlinna.

Tehtévat olivat molempina kilpailupaivind haasta-
vat, mikd ndkyi matalina mitalirajoina. Tdnd vuon-
na pronssimitalin saamiseen olisi riittdnyt kahdeksan
pistetté, kun jokaisen tehtdvin maksimipisteméaéra on
seitsemén pistetta.

Veera Nurmelan kokemuksia kilpailusta

Sain kunnian osallistua nyt neljiattd kertaa Euroopan
tyttojen matematiikkaolympialaisiin. Kilpailu oli, ku-
ten edellisind vuosinakin, hieno kokemus. Kilpailusta
jéi mieleen niin matematiikkaan liittyvid ajatuksia kuin
muistoja mukavista tapahtumista.

Vaikka kilpailut jarjestettiin etédné, sain tutustua jouk-
kueeseemme ja muiden maiden kilpailijoihin interne-
tin valitykselld sekd mielenkiintoisiin tehtédviin. Kilpai-
lun perinteiset alku- ja loppuseremoniat olivat juhlal-
lisia etatilaisuuksia. Muihin kilpailijoihin paasin tutus-
tumaan rennosti pelien ja muiden yhteisten aktiviteet-
tien kautta.

Harjoittelin kilpailuihin ylioppilaskirjoitusten kiireiden
loputtua edellisvuosien tehtédvien ja valmennuksen ma-

teriaalin avulla. Odotin kilpailua hieman jannittynee-
né, silld luvassa oli taas haastavia matemaattisia on-
gelmia.

Oletetusti tdndkin vuonna tehtédvit olivat vaikeita,
mutta monilta osin ldhestyttavid. Neljan ja puolen tun-
nin kilpailuaika kului molempina péaivind hujauksessa.
Ensimmaéisend péivind ensimmaéinen lukuteorian teh-
tdvd oli kiinnostava. Sain nopeasti tdhdn tehtédvaian
ideoita siita, millaisella jaollisuuteen perustuvalla ta-
valla voitaisiin padtelld lukujen olevan ihkuja. Kuiten-
kin liian nopea ideointini tuotti ajatteluvirheen, jonka
huomasin ensimmaéisen kilpailupédivan jalkeen.

Toinen paiva sujui paremmin, tehtdvissa oli omaa suo-
sikkialuettani geometriaa ja kombinatorista geometri-
aa. Geometrian tehtdvin kanssa péésin hyvin vauhtiin
ja loysin tehtavén ratkaisun kannalta olennaisia tulok-
sia. Kuitenkaan en ehtinyt naitd kaikkia osoittamaan
ja vieméan tehtavdd loppuun. Tehtédvit osoittautuivat
vaikeiksi muillekin ja sijoitukseni olikin suhteellisesti
parhaani.

Olin hyvin iloinen, ettéd péaédsin osallistumaan kilpailuun
vield viimeistd kertaa. Matematiikkavalmennuksen ja
kilpailuiden myo6td on ollut mukava seurata omaa ke-
hittymistani, kohdata kerta toisensa jidlkeen haastavia
ongelmia sekd tavata muita matematiikasta innostu-
neita henkil6itd. Vuosien aikana olen huomannut, etta
tehtaviin 16ytda entistd enemmén ja nopeammin uusia
ideoita seka tehtédviéd tehdessd on kriittisempi oman rat-
kaisun paikkansapitavyyteen.
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Tehtavia

Tehtava 1. Luku 2021 on dhku. Jos yksikdan joukon
{m,2m + 1,3m} alkio on ihku, kun m on positiivinen
kokonaisluku, niin ne kaikki ovat ihkuja. Seuraako tés-
té, ettd luku 20212921 on ihku?

Tehtava 2. Maarita kaikki funktiot f: Q — Q, joilla
yhtéalo

faf(@)+y) = fly) +

pétee kaikilla rationaaliluvuilla z ja y.

Tehtava 3. Olkoon ABC kolmio, jossa on tylppéa kul-
ma A. Olkoot E ja F ne pisteet, joissa kulman A
ulkokulman puolittaja leikkaa kolmion ABC' kérkien
B ja C kautta kulkevat korkeusjanat tai niiden jat-
keet (téssd jarjestyksessd). Olkoot M ja N sellaiset
janojen E'C ja F'B pisteet (tdssd jarjestyksessd), et-
td LZEMA = /BCA ja ZANF = ZABC'. Osoita, ettd
pisteet E, F', N, M ovat ympyrélla.

Tehtidvi 4. Olkoon kolmion ABC sisdédnpiirretyn ym-
pyrén keskipiste I ja olkoon D mielivaltainen piste si-
vulla BC'. Pisteen D kautta kulkeva suoran BI kanssa
kohtisuora suora leikkaa suoran CT pisteessd E. Pisteen
D kautta kulkeva suoran C1 kautta kohtisuora suora
leikkaa suoran BI pisteessa F'. Todista, etté pisteen A
peilaus suoran EF suhteen on suoralla BC'.

Tehtava 5. Tasossa on erityinen piste O, jota kutsu-
taan origoksi. Olkoon P tason 2021 pisteen joukko, joka
toteuttaa seuraavat ehdot:

(i) mitkddn joukon P kolme pistettd eivit ole samalla
suoralla ja

(ii) mitkadn kaksi joukon P pistettd eivit ole suoralla,
joka kulkee origon kautta.

Kutsutaan kolmiota pulleaksi, jos sen karjet ovat jou-
kossa P ja piste O on aidosti kolmion sisdpuolella. M&a-
ritd pulleiden kolmioiden suurin mahdollinen lukumé&a-
ra.

Tehtava 6. Onko olemassa epanegatiivista kokonais-
lukua a, jolle yhtalolla

BRI

on yli miljoona eri ratkaisua (m,n), missa m ja n ovat
positiivisia kokonaislukuja?

Ratkaisut tehtaviin 1, 3 ja 4
Tehtava 1

Vastaus: Kylld, 20212021 on ihku. Todistetaan timi
kahden lemman avulla.

Lemma 1. 1 ja 2 ovat ihkuja

Todistus lemmalle 1. Kayttamaélla kaavoja m, 2m-+1
ja 3m takaperin saadaan:

2021 673 224 74 —+24 -8 —-2—=5— 1.
Taten luvut 1 ja 2 ovat ihkuja.
Lemma 2. n on ihku < 3n, 3n+ 1, 3n+ 2 ovat ihkuja.

Todistus.

n — 3n

n—-2n+1—-6m+3—->3n+1

n—2n+1—4n+3 — 12n+ 9 — 36n + 27
—-18n+13—=9n+6 — 3n+ 2.

n
Téaten siis n on ihku vain jos [g] on.

Téaten lemmoista 1 ja 2, operaatioiden n — 3n, n —
3n+ 1, n — 3n + 2 avulla ldhtien luvuista n = 1 ja
n = 2, saadaan, ettd jokainen positiivinen kokonaislu-
ku on ihku, joten 20212°2! on ihku.

Tehtava 3

Tamaén tehtdvin ratkaisu perustuu lemmaan, jonka to-
distus esitetdén ennen itse tehtévan ratkaisua.

Lemma. Olkoon ABC tasakylkinen kolmio, jolla
AB = BC ja olkoon P jokin piste janalla AC. Pis-
teen P kautta kulkeva normaali janalle AB kohtaa ja-
nan BC jatkeen pisteessd T. Jos AT kohtaa kolmion
ABC ympaéripiirretyn ympyréan uudelleen pisteessa K,
niin ZAKP = ZABP.

Todistus. Olkoon H kolmion ABC ortokeskus. Tal-
16in /ZBHP = 180° — Z/ZBAC = 180° — ZBCP, eli
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BHPC on jédnnenelikulmio. Téastd saamme TK -TA =
TC-TB = TP -TH, josta seuraa se, etti AHPK on
myos jannenelikulmio. Nyt ZAKP = 180° — ZAHP =
Z/ABP ja viite on todistettu.

Nyt voimme palata tehtavéin ratkaisuun.

H on B ja C'n kautta kulkevien korkeusjanojen leik-
kauspiste. Piirretdan kolmion H EF ympari ympyré ja
merkitadn M':lla ja N':lla sen leikkauspisteitd jano-
jen EC ja BF kanssa. Haluamme nyt osoittaa, etta
M = M’ ja N = N/, silli tasta seuraa, ettd B, F, M
ja N ovat samalla ympyréalla.

Selkeéasti A on kolmion BHC ortokeskus. Tastd seu-
raa, ettdi /BHA = /BCA, ZCHA = /ZCBA ja
/HBA = /ZHCA.

Nyt /ZHEF = /HBA+ /FAB = /HCA+ /FAC =
/HFFE eli kolmio HEF on tasakylkinen kolmio, jossa
HE =HF.

Aikaisemmin todistetun lemman mukaan ZAM'E =
/AHE = /ACB sekd ZAN'F = ZAHF = /ABC.
Tésté seuraa, ettd N’ = N sekd M’ = M ja olemme
valmiit.

Tehtava 4

Pyritdédn ensin todistamaan, ettd AFITFE on janneneli-
kulmio.

I on kolmion ABC kulmanpuolittajien leikkauspiste.
Taten LIBA = ZDBF. Kolmiosta BAI saadaan, et-
td LAIB = 180° — ZBAI — ZIBA. Huomataan, etté

1
ZICB = §4ACB =90° — (£LBAI + ZIBA). Saadaan

/FDB
=180° — ZCDF
= 180° — (180° — /ZDMC — Z/ICB)
= 180° — (180° — 90° — (90° — (/BAI + ZIBA)))

ja ZFDB = 180° — /BAI — /IBA = ZAIB. Ti-
ten LFBD = ZAIB ja ZIBA = ZDBF, ja seu-
raa /BAI = ZBFD. Siis kolmiot AFDB ja ANAIB

ovat yhdenmuotoisia. Yhdenmuotoisuudesta saadaan

AB BI
— = —. Ti & /DBI = /IBD. Ta-
Vo 5D iedetdan, etta a

ten kolmiot AIBD ja NAABF ovat yhdenmuotoiset,
sks. Téten siis LIDB = ZAFB. Vastaavasti voi-
daan osoittaa, ettd kolmiot AEDC ja AAIC seka kol-
miot AIDC ja AAEC ovat yhdenmuotoisia, saadaan
ZCDI = ZCEA. Saadaan 180° = ZCDI + ZIDB =
/IEA+ ZAFI. Taten AFIE on jannenelikulmio.

Olkoon G kolmioiden AEC ja AF B ymparysympyroi-
den leikkauspiste. Osoitetaan nyt, ettd G on sivulla
BC.

Koska AEGC' on jannenelikulmio, Z/CEA = ZCGA
ja vastaavasti jannenelikulmiosta AFGB saadaan
/AFB = ZAGB. Taten ZCEA + ZAFB = 180° =
/CGA+ ZAGB. Téten G on sivulla BC.

Koska AEGC on jannenelikulmio ja EC on kulman-
puolittaja, on AE = EG. Myoskin, koska AFGB on
jannenelikulmio ja F'B kulmanpuolittaja, on AF =
FG. Téaten kolmiot AAEF ja AEFG ovat yhtenevét,
sss. Taten G on piste A peilattuna sivun E'F' suhteen.
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Kun skaalaat, skaalaa kunnolla!

Jukka Liukkonen
Mat. yo. evp.

Johdanto

Todellakin, kysymys on skaalaamisesta, ei skadlaami-
sestal

Jos tehtavina on piirtdéd tietokoneella kuvaaja tunte-
mattomalle funktiolle, heti aluksi on paitettava, mille
vélille muuttujan arvot rajoitetaan. Ensimméinen ar-
vaus voi menné pahasti pieleen, ja funktion oleelliset
piirteet eivat tule esille. Tassa kirjoitelmassa perehdy-
tadn skaalauksen saloihin ja erityisesti siihen, mitd mie-
lenkiintoista tapahtuu, kun skaalataan liikaa.

Suunnistaja liikkuu maastossa sitd kuvaavan kartan
opastamana. Suunnistuksessa kartan mittakaavalla on
oleellinen merkitys. Suunnistuskarttojen mittakaavat
ovat normaalisti valilld 1:4 000 — 1:15 000. Suurimmassa
mittakaavassa 1:4000 yksi senttimetri kartalla vastaa
4000 senttimetrid eli 40 metrid maastossa. Sellaisessa
kartassa maaston pienetkin yksityiskohdat ovat tarkas-
ti esilld. Pienimmaén mittakaavan 1:15000 kartassa yk-
si karttasenttimetri vastaa 150 maastometrid. Kartta
kattaa suuren alueen, mutta maaston pienimmét piir-
teet ovat karsiutuneet pois.

Funktioiden kuvaajat ja muut tasokayrdt ovat esi-
merkkeja tavallisen euklidisen tason osajoukoista. Ta-
so voidaan ajatella maastona ja tason osajoukot maas-
ton piirteind. Kun funktion kuvaaja piirretdan tietoko-
neen kuvaruudulle, on kysymys suorakulmion muotoi-
sen maastoalueen tarkastelemisesta toisessa mittakaa-
vassa kartan avulla. Kuvaruudulle piirretty kuva on tuo

kartta. Kartan mittakaavaa muuttamalla voidaan piir-
tad kuvia erikokoisista maastoalueista ilman, etta kar-
tan kokoa tarvitsee muuttaa. Jos kartalla yksikon mit-
tainen matka vastaa maastossa \ yksikkoad, mittakaava
on 1:\. Mitd suurempi A, sitd pienempi mittakaava, ja
sitd suuremman alueen kartta kattaa. Karttasuorakul-
mion ja maastosuorakulmion tulee olla yhdenmuotoi-
set, muuten mittakaava on erilainen eri suunnissa.

Aikaisemmin mainittiin liiallinen skaalaus. Jos skaa-
laat liikaa, tee se kunnolla, kaikki kohtuuden
rajat ylittden, kaikki! Tarkoituksena on tutkia ti-
lannetta, jossa kartan mittakaava joko pienenee rajat-
ta (A — oo) tai suurenee rajatta (A — 0). Maailman-
kaikkeuttakin havainnoidaan toisaalta valtavilla teles-
koopeilla ja toisaalta elektronimikroskoopeilla. Fyysi-
kot ovat vuosikymmenien ajan sinnikkédsti yrittédneet
yhdistdd mikro- ja makrokosmoksen ilmiét yhden yh-
tendisen teorian alle, mutta toistaiseksi yritykset eivat
ole tuottaneet yleisesti hyviksyttyé kaiken teoriaa. Mi-
ten on matematiikassa? Voidaanko mikro- ja makroko-
koluokassa havaita samankaltaisuuksia?

Maastotason ja karttatason valinen

muunnos

Maastokoordinaateista puhuttaessa tarkoitetaan eukli-
disen tason tavallisen suorakulmaisen xy-koordinaatis-
ton koordinaatteja. Tarkasteltava alue maastossa, jos-
ta kartta piirretdén, sovitaan origokeskiseksi nelioksi
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(saks. das Quadrat)
Qv ={@y)| A<z <A\ A<y <AL A>0.

Karttakoordinaatisto nimetdan wuv-koordinaatistoksi.
Kartta (engl. map) on vakiokokoinen origokeskinen ne-
1i6

M = {(u,v)| —-1<u<l, —1§v§1}.

Se vastaa tietokoneen naytolld ikkunaa, johon kuvaajia
on tarkoitus piirtaa.

Maastonelion @ ja kartan M pisteet vastaavat toisi-
aan kaantden yksikésitteisesti. Vastaavuuden vélittaa
skaalauskuvaus eli homotetia

hy iR = R? (u,v) = (2,9) = (\u, \v).

Vasemmalla puolella R? on uv-karttataso, oikealla puo-

Y,

10 1

lella R? on zy-maastotaso. Oikeastaan on kysymys
vhdestd ja samasta tasosta, johon on asetettu kaksi
eri koordinaatistoa: kiinted xy-maastokoordinaatisto ja
parametrin A arvosta riippuva uv-karttakoordinaatisto.
Origo ja koordinaattiakselit osuvat kohdakkain kum-
massakin koordinaatistossa, ainoastaan asteikot eroa-
vat toisistaan, kun A # 1. Téstd johtuen pisteen wv-
koordinaatit pitdéd kertoa luvulla A, jotta saataisiin sa-
man pisteen xy-koordinaatit. Esimerkki: jos paramet-
rilla A on arvo 5.0, karttakoordinaateissa lausuttu piste
(u,v) = (1.1, —1.5) on maastokoordinaateissa lausuttu-
na (z,y) = (5.5, —7.5). Piste siilyy samana, ainoastaan
pisteen paikan ilmoittamisen tapa muuttuu. Tilannetta
on havainnollistettu oheisessa kuvassa. Koordinaatis-
tosta toiseen siirtyminen tarkoittaa tédssd tapauksessa
mittayksikon vaihtoa. Vertailun vuoksi voidaan ajatella
siirtymistéd metrijarjestelméstd tuumajarjestelméén.

5.0

@

-0.8 -0.4

M

-10 +

1
Ju—
N

LSymbolien merkitykset tuppaavat lukiessa unohtumaan, ja ne joudutaan palauttamaan mieliin kahlaamalla tekstii taaksepiin.
Muistamisen helpottamiseksi ja hankalan kahlaamisen vilttdmiseksi tarkeimmaét symbolit assosioidaan niiden kielelliseen alkuperaén.
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Jos zy-maastokoordinaatistossa olisi valmiina kayra
kuten kuvassa, se siirrettéisiin tietokoneen kuvaruudul-
le seuraavaan tapaan vaiheittain:

1) kiinnitetdan mittakaava ja maastoalueen koko valit-
semalla arvo parametrille A;

2) kiinnitetddn maastoon wv-karttakoordinaatisto, jo-
ka on muuten sama kuin zy-maastokoordinaatisto,
mutta uv-uksikké on A kertaa niin suuri kuin xy-yk-
sikko;

3) siirretdédn 2 x 2 yksikoén kokoinen uv-nelic M kuva-
ruudulle 2 x 2 kuvaruutuyksikon kokoiseksi kartaksi.

Todellisuudessa mitadn valmista kayraa ei ole olemas-
sa. Sen sijaan on olemassa kiyran piirto-ohje yhtalon
muodossa, kuvan mukaisessa tilanteessa y = 2. Se
muunnetaan uv-koordinaatistoon homotetian Ay avul-
la. Tuloksena on yht#lds Av = (\u)? eli yhtépitivis-
ti v = Au?. Yhtilo upotetaan tietokoneohjelmaan ja
lasketaan kédyran pisteiden v koordinaatit riittavan ti-
heédlle w-koordinaattien taulukolle. Kuvaruudulla uwv-
koordinaatiston yksikén pituus voidaan valita vapaasti.
Esimerkiksi 9 cm saattaa olla sopiva mittayksikén ko-
ko kannettavan tietokoneen ruudulla. Tall6in M nah-
dédan ruudulla 18x18 neliosenttimetrin kokoisena ne-
liona. Kuvaaja piirretdan lasketun koordinaattitaulu-
kon mukaisesti piirtokomennolla. Graafiseen kéyttoliit-
tymédn voidaan lisdtd parametrin A arvoa muuttava
liukusdadin. Nain kuvaa voidaan zoomailla helposti ja
mielin maéarin.

Kuten edelld jo esimerkilla naytettiin, kdyrat useimmi-
ten esitetddn yhtaloiné, ja ne puolestaan voidaan zy-
koordinaatistossa kirjoittaa muotoon

f(aay) =0,

missd f on sopiva kahden muuttujan funktio. Vastaava
kéyran yhtalo uv-koordinaatistossa on

f(Au, Av) =0.
Kayréan piirrettdva osa on zy-tason pistejoukko

{(z,y) € Qx| flz,y) =0},
ja sita vastaa kartalla joukko
{(u,v) € M | f(Au,v) =0}.
Homotetialla hy on kadnteiskuvaus

_ Ty
h/\l :R? — R?, (z,y) = (u,v) = (X’ X)
Jos taso ajatellaan vain tasona R? ilman tulkintaa toi-
saalta karttatasoksi ja toisaalta maastotasoksi, voidaan
kirjoittaa
Ayt = hijy.

Mikéa tahansa tason osajoukko A; mittakaavaan 1:)\
skaalattuna on

Ax = A/ y/X)
= {hl/A(x7y) |

| (z,y) € A1}
(z,y) € A1} = hy/a(A1).

v Esimerkki

Perusparaabeli on niiden pisteiden (z,y) joukko, jot-
ka toteuttavat yhtdlén y = z2. Jos funktio f méiéri-
telldéin asettamalla f(x,y) = y — 22, paraabelin yht-
16 saa muodon f(z,y) = 0. Paraabeli on siis kahden
muuttujan funktion f nollakohtien joukko

{(z,y) | f(z,y) =0}
Karttakoordinaatistossa paraabelin yhtalo on

fOu, ) =0 & w—(Au)?=0 & v=2>>

0.5 A

v-koordinaatit
o

-0.5 A
-1 T T
-1 -0.5 0 0.5 1
u-koordinaatit
y=x2 A =1000.0
1
0.5 1

v-koordinaatit
o

-0.5 4

-1 T T
-1 -0.5 0 0.5 1

u-koordinaatit

Ensimmaisesséd kuvassa paraabeli on piirretty “luonnol-
lisessa koossa” mittakaavassa 1:1. Seuraavassa kuvassa
mittakaava on 1:1 000. Kun mittakaavaa pienennetéin,
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paraabeli alkaa yhd enemmén muistuttaa origossa sei-
sovaa tikkua, so. positiivista v-akselia ml. origo. Ku-
vaan on merkitty karttakoordinaattiasteikko. Maastos-
sa eli zy-koordinaatistossa kartta kattaa 2000 x 2000
kokoisen alueen. 5

v Esimerkki
Hyperbelin yhtild 22 — y? = 1 lausuttuna wv-koordi-
naatistossa on

M) —Ww)?P2=1 & u?—v*=_.

Tassa
fla,y) =2 —y* =1,
fQu, M) = (Au)? — (Ww)? — 1.

Kun M kasvaa rajatta, yhtdlo alkaa muistuttaa yha
enemman yhtéloa

2

w—1P=0 & |ul=v

joka esittdd kahta toisiaan leikkaavaa origon kautta
kulkevaa suoraa kulmakertoimina +1. Téten, jos xy-
tasosta valitaan liian suuri alue piirrettévaksi, hyper-
beli ndyttdd kuvaruudulla kahdelta ristikkéiseltd suo-
ralta.

x2—y?=1 A=5.0

0.5 A

v-koordinaatit
o

-0.5 1

-1 T T
-0.5 0 0.5

u-koordinaatit

=
-

x2—y?2=1 A =80.0

0.5 A

v-koordinaatit
o

-0.5 1

-1 T T
-1 -0.5 0 0.5 1

u-koordinaatit

Kuviin on piirretty maastotason kéyrd z? —y? = 1 kar-
talle kahdessa eri mittakaavassa, 1:5 ja 1:80. Asteikko
on karttatason uv-kooordinaatiston mukainen. 5

Tason topologiaa

Yleisten johtopéddtosten tekeminen yksittdisid kuvia
katselemalla ei liene korrektia matematiikkalehteen
tarkoitetussa artikkelissa. Matematiikan olemukseen
kuuluu, etta kasitteet maaritellaédn tasmallisesti ja vait-
teet perustellaan sitovasti. Jos lukija kohta putoaa kar-
talta, ei ole syyté huoleen.? Kukin poimii ne hedelmiit,
jotka ovat kédtten ulottuvilla. Madritelmien ja padtte-
lyiden yksityiskohdat ovat vastaaviin ennalta totuttau-
tuneita lukijoita varten. Jotta tasokéyrien skaalauk-
sessa esiintyvié ilmiditd voitaisiin tutkia, méaritellaan
muutamia késitteitd topologiaksi nimetyltd matematii-
kan osa-alueelta.

Sulkeuma ja suljetut joukot

Tason pisteiden a = (a1,a2) ja b = (by,b) etiisyys
(engl. distance) on tunnetusti

d(a, b) = \/(al - b1)2 + ((lg — b2)2.

Kaavan perusteluksi riittaé kaikkien tuntema Pythago-
raan lause. Etaisyyskasitteen avulla méaritelldan r-sé-
teinen kiekkoympaéristo pisteelle a joukkona

B(a,r) :=={b e R?|d(a,b) <r}.

Merkinta tulee englannin kielen palloa tarkoittavasta
sanasta ball. Joukko B(a,r) on siis tason niiden pis-
teiden joukko, joiden etéisyys pisteestd a on pienempi
kuin r, ts. tason a-keskisen r-siteisen ympyrén sisa-
puoli ilman reunaviivaa. Jos pisteen a jokainen kiekko-
ympéristé B(a,r), r > 0, leikkaa joukkoa A, piste a on
joukon A kosketuspiste. Joukon A kaikkien kosketus-
pisteiden joukkoa merkitiin A, ja sitd sanotaan joukon
A sulkeumaksi. Aina on voimassa

AcC A

Jos lisiksi A C A, jolloin A = A, joukkoa A sano-
taan suljetuksi. Esimerkiksi kiekkoympériston sulkeu-
ma saadaan liittamalla joukkoon reunaympyré:

B(a,r) = {beR? |d(a,b) < r}.

Yleisestikin sulkeuman muodostamisessa on kysymys
kaikkien mahdollisten reunapisteiden mukaan ottami-
sesta, mutta reunan olemus ei useiden joukkojen koh-
dalla vastaa havainnollista mielikuvaa. Ajatellaanpa

2Kirjoittajalla voi olla syytd huoleen, jos matematiikan teorianmuodostukseen perehtynyt lukija putoaa kartalta.
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vaikka sellaista uv-tason osajoukkoa, johon kuuluvat
ne ja vain ne pisteet, joiden kumpikin koordinaatti on
rationaaliluku ja itseisarvoltaan korkeintaan yksi. Té-
man joukon reuna ja samalla sulkeuma on koko tasone-
li6 M sisuksineen kaikkineen. Joukon A reunapisteiksi
nimittadin luetaan kaikki sellaiset pisteet, joiden jokai-
nen kiekkoympéristo leikkaa sekéd joukkoa A ettd sen
komplementtia R? \ A.

Miten joukot ldhestyvét toisiaan?

Mita tédsmaéllisesti ottaen tarkoittaa, ettd hyperbeli al-
kaa muistuttaa kahta ristikkéisté suoraa sitd enemmén,
mitd kauemmas katsoja poistuu? Tarvitaan matemaat-
tinen luonnehdinta sille, ettéd tason osajoukot ovat tois-
tensa kaltaisia, mitta kaltaisuuden maérélle ja lopulta
kaltaisuuteen perustuva raja-arvon kasite joukoille.

v Maaritelma
Olkoon 7 > 0. Tason osajoukot A ja B ovat r-ldheiset,
jos kumpikin seuraavista ehdoista toteutuu:

1) B(a,r) N B # ( kaikilla a € A;
2) B(b,r) N A # 0 kaikilla b € B. 4

v Esimerkki

Olkoon r = 1lkm. Jos jokaista suomalaista kohti on
ainakin yksi ruotsalainen alle kilometrin séteella, ja jo-
kaista ruotsalaista kohti on ainakin yksi suomalainen
alle kilometrin sdteelld, suomalaiset ja ruotsalaiset ovat
r-ldheisid. Néin saattaa ollakin joskus paikallisesti, esi-
merkiksi kevailld Tukholmassa. 5

Seuraavassa tarkastellaan yleisid tason osajoukkojen
perheitd (Ay)aso. Perhe on jonon késitteen yleistys ti-
lanteeseen, jossa indeksiné voi olla jokin muukin kuin
kokonaisluku. Jokaista positiivista reaalilukua A koh-
ti on siis annettu joukko Ay C R2. Jos sekaannuksen
vaaraa ei ole, puhutaan lyhyesti perheesta Ay. Esityk-
sen tassa vaiheessa joukoilla Ay ei tarvitse olla mitdan
tekemistd homotetian A, tai minkddn muunkaan ho-
motetian kanssa.

v Mairitelma

Olkoon A joukko, jossa on vihintdén yksi alkio. Jouk-
koperhe (Ay)r>0 suppenee kohti joukkoa A, kun A
kasvaa rajatta, jos seuraava ehto on voimassa:

e jokaista r > 0 kohti on olemassa sellainen A, > 0,
ettd Ay ja A ovat r-liheiset aina, kun A > A,.

Vastaavasti joukkoperhe (A))xso suppenee kohti
joukkoa A, kun )\ ldhestyy nollaa rajatta, jos seu-
raava ehto on voimassa:

e jokaista r > 0 kohti on olemassa sellainen A, > 0,
ettd Ay ja A ovat r-liheiset aina, kun A\, > A > 0.,

Suppenemiselle kdytetddn merkintoja

A)\———>A7

Ay —— A.
A—00 A—0

Jos A suppenee kohti joukkoa A, silloin Ay suppenee
my6s kohti sulkeumaa A. Joukkoa A sanotaan perheen
A raja-arvoksi, kun \ kasvaa rajatta tai vastaavasti
lahestyy nollaa rajatta. Raja-arvoja merkitddn tuttuun
tapaan

A= lim A)” A= lim A)\.
A—0

A—00

Raja-arvo on siis sellainen suljettu joukko, jota kohti
joukkoperhe suppenee. Talld tavoin méariteltyna raja-
arvo on yksikésitteinen. Perhe voi supeta kohti useam-
paa joukkoa, mutta niilld on yhteinen sulkeuma, ja se
on ainoa suljettu joukko, jota kohti kyseinen perhe sup-
penee. Lukijaa kehotetaan palaamaan miettimian téata
asiaa sen jalkeen, kun hén on perehtynyt lemmojen 1
ja 2 sekd lauseen 1 todistuksiin myohemméssé kappa-
leessa. Jos perhe ei suppene kohti yhtdkdan joukkoa,
perheen sanotaan hajaantuvan.?

v Esimerkki

Maééritelmien toimivuutta on syyté tarkastella esimer-
kin valossa. Miten todistetaan, ettd parametrista A riip-
puva hyperbeli

Hy = {(u,v) € M |u® —v* = X%}
suppenee kohti ristikkéisten suorien yhdistetta
K :={(u,v) € M | |u] = |[v]}?

Olkoon r > 0. Pitda etsid A, > 0, jolle Hy ja K ovat
r-ldheiset aina, kun A > A,.

Sekd H, ettd K ovat peilisymmetrisida kummankin
koordinaattiakselin suhteen, joten riittda tutkia jouk-
kojen niitd haaroja, jotka sijaitsevat tasoneljainneksessa

{(u,v) | w>0, v>0}.

Sielld joukkojen yleiset pisteet ovat muotoa

a:= (\/mm) € Hy, b:=(v,v) e K, v>0.

Pisteiden etéisyys vaakasuunnassa on

d(a,b) = \/(\/U2+/\_2—U>2+(U—1})2
VETA T

PN ? < AT -t
V242409 = AT ’

Néin on naytetty, ettd kun kummasta tahansa joukois-

ta Hy ja K poimitaan mika tahansa piste, toisessa jou-

kossa on sille vastinpiste etdisyyden 1/\ padssi tai 14-

hempéné. Jos valitaan A, = 1/r, kaikilla A > A, pétee

[ V)

3Perheen Ay raja-arvoksi voitaisiin méaéritelld myds tyhjs joukko siiné erikoistilanteessa, jossa jokaista r > 0 kohti on olemassa
sellainen A, > 0, ettd Ay N B(0,r) = 0 aina, kun A > A, (tapaus A — oo) tai vastaavasti A, > X > 0 (tapaus A — 0).
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1/X < r, jolloin Hy ja K ovat r-ldheiset. Viite on titen
todistettu.

Suoran ulkopuolella sijaitsevan pisteen ja suoran vé-
lill& on aina positiivinen etéisyys. Kun se otetaan sé-
teeksi, pisteen ympérille saadaan kiekkoympéristo, jo-
ka ei leikkaa suoraa. Niin ollen suora sisdltdd kaikki
kosketuspisteensé, joten suora on suljettu joukko. Téas-
ta paatellddn helposti, ettd kahden suoran yhdiste K
on suljettu. Télloin K on perheen H) yksikésitteinen
raja-arvo:

lim H)\ =K. A

A—00

Suppeneminen saattaa riippua siitd, tarkastellaanko
joukkoperhetta rajoitettuna tasonelioon vai koko tasos-
sa. Esimerkiksi

{(u,v) € M | v = \u?} B {(0,v) € M | v >0},
—00

mutta ei ole niin, etta

{(u,v) € R* | v = \u?} = {(0,v) € R* | v >0},
—00

silla paraabelin leveys esimerkiksi tasolla v = t on
2\/t/7, joka kasvaa rajatta, kun ¢ kasvaa rajatta. Pa-
raabeli ja positiivinen v-akseli eivit siis milloinkaan ole
r-laheiset, vaikka r olisi kuinka suuri reaaliluku tahan-
sa. Suppeneminen tasossa R? voitaisiin mééritelld niin,
etté silld tarkoitetaan edelld méériteltya suppenemista
kaikissa rajoitetuissa nelidissd erikseen. Silloin paraa-
belien v = Au? perhe suppenisi tissé uudessa mielessé
koko tasossa R2. Kirjoitelman aiheen mukaisesti kiin-
nostuksen kohteena on kuitenkin suppeneminen nelios-

sa M.

Esimerkkeja

v Esimerkki
Kun sinikdyrad y = sinz katsotaan hyvin kaukaa, se
nayttda x-akselilta:

1
Av=sin\u <& v= X sin Au,

joten
1 1
lv] = " | sin Au| < P 0.
Tastéd padtelldan, etté

Ali_}n;(){(u, v) | A =sinAu} = {(u,v) | v = 0}.

Samalla tavalla paatellddn, ettd mille tahansa rajoite-
tulle funktiolle f : R — R pétee

Jim {(u,0) | Ao = FOw)} = {(u,0) | 0 =0},

Funktiota f : R — R, y = f(x), sanotaan rajoitetuksi,
jos sen arvot pysyvét rajoitetulla valilld, ts. on olemas-
sa sellainen vakio C, ettd kaikilla x € R on voimassa

[f@) <C. a

v Esimerkki

Kun sinifunktioon lisdtddn x kertoimeksi, tilanne
muuttuu ratkaisevasti edellisestéd: y = xsinx. Téalloin
funktio ei enéd ole rajoitettu. Skaalauksella saadaan

Av = A usin\u <& v =wusin\u.

y = Xsinx A =80.0

o+ |
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u-koordinaatit
y = Xsinx A = 160.0
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v-koordinaatit

-0.5

u-koordinaatit

Rajajoukko ei ole enédé ohut kiyra, vaan kaksi umpeen
sutattua kolmiota, jotka yhdessa tayttéavat puolet kart-
taikkunasta:

lim {(u,v) € M | v =wusin \u} =
A—r00

{(u,0) [ o] < lul}- &

v Esimerkki

Tilanne muuttuu edelleen, kun sinifunktioon laitetaan
kertoimeksi x2. Funktion y = x?sinx virdhtelyn laa-
juus kasvaa toisessa potenssissa. Skaalaus tuottaa yh-
talon

A= AuZsin v < v = MuZsin M.
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. y = x3sinx A =80.0
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v-koordinaatit

u-koordinaatit

Kun )\ kasvaa rajatta, lopulta koko karttaikkuna nega-
tiivista ja positiivista v-akselia lukuun ottamatta sut-
taantuvat. Rajajoukko on mééritelmin mukaan sulkeu-
ma, jolloin yksikdén karttapiste ei jaé pois:

)\lim {(u,v) € M | v = ?sin\u} = M. 4
—o0

v Esimerkki

Edellisissé esimerkeissé sinifunktion taajuus oli kaik-
kialla sama. Kun taajuutta pienennetddn sopivasti kau-
as origosta poistuttaessa, saadaan esimerkki kéyras-
té, jolla ei ole raja-arvoa. Sellainen funktio voisi olla
y = xsin(Iln(|z| + 1)). Skaalauksen jilkeen

Ao = Ausin(In(|Au| +1)) <
v = usin(ln(|Au| + 1)).

. y = xsin(In(|x| + 1)) A =50000.0
0.5 -
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L y=xsin(n(x| +1)) A = 500000.0
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Lukijaa kehotetaan miettiméan, miksi raja-arvoa
lim {(u,v) € M | v =wusin(In(| u| + 1))}
A—00

ei ole olemassa. 5

v Esimerkki

Tapausta A — 0 varten rakennetaan sinifunktiosta kay-
rd y = xsin(l/z). Ehto A — 0 tarkoittaa, ettd mit-
takaavaa suurennetaan rajatta, ts. origon ympéaristoa
tarkastellaan yhd enemmén ja enemmén suurentavalla
mikroskoopilla. Skaalauksen jéilkeen

1 1
)\v:)\usinm < v =usin o

Raja-arvoksi saadaan tutunnékéinen joukko

)l\ii%{(u,v) EM |v=usin(l/(Mu))} =

{(uw,0) [ o] < Jul}-
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y = xsin(1/x) A=0.1

1
£
©
[=
5
o
o
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S
u-koordinaatit
y = xsin(1/x) A =0.01
=
©
[
5
o
o
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u-koordinaatit

Mitdhéan tulisi raja-arvoksi siind tapauksessa, jos ker-
roin x jatettéisiin pois? Olisiko raja-arvoa edes olemas-
sa kéyralle y = sin(1/x)? a

Tehtavia

1) Olkoon f(z) = 2%+ 2x. Miten kiy kiyrille y = f(x),
y = |f(x)] jay = /|f(z)| origon ympéristossd, kun
mittakaavaa suurennetaan rajatta?

2) Funktiosta g oletetaan, ettd se on maéritelty ja deri-
voituva erddlld valilla | —h, h[, missd h > 0, ja g(0) = 0.
Kuinka funktion g kuvaaja kayttaytyy origon ympéris-
tossd, kun mittakaavaa suurennetaan rajatta?

Raja-arvojoukkojen luonnehdinta

Tason osajoukkoa A sanotaan sateittiiseksi, jos se
on yhdiste origosta alkavista puolisuorista ja itse ori-
gosta. Taméa on yhtédpitdvaa sen kanssa, ettd kaikilla
a = (a1,az2) € A ja kaikilla t > 0 patee

ta = (ta1,taz) € A.

Rajatapauksessa pelkké origo yksinddn muodostaa sé-
teittédisen joukon. Séteittdiset joukot ovat kiinnostavia
mm. siitd syystéd, ettd ne ovat tyhjan joukon lisdksi ai-
noat joukot, jotka ovat invariantteja kaikkien skaalaus-
ten suhteen: hy(A) = A kaikille séteittaisille joukoille
A ja kaikille A > 0, ja jos A ei ole séteittdinen eiké tyh-
ja, on olemassa ainakin yksi A > 0, jolle hy(A) # A.
Séteittainen joukko on tdsmaélleen saman nékoinen kai-
kissa mittakaavoissa.

Seuraavat kaksi lemmaa pétevit yleisille joukkoperheil-
le.

Lemma 1

Olkoon A joukkoperheen Aj raja-arvo, kun A — oo, ja
olkoon b tason piste. Oletetaan lisdksi, ettd jokaisella
r > 0 on olemassa sellainen \., ettd B(b,r) N Ay # 0
aina, kun A > A,.. Télloin b € A.

Todistus

Riittaa osoittaa, ettd AU{b} on perheen Ay raja-arvo.
Olkoon r > 0. Pitd4 etsié sellainen A, > 0, jolle AU{b}
ja Ay ovat r-laheiset aina, kun A > A,.. Koska A on
raja-arvo, on olemassa A, 4 > 0, jolle A ja Ay ovat
r-ldheiset aina, kun A > A, 4. Oletuksen mukaan on
olemassa sellainen A, ettd B(b,7) N Ay # 0 aina, kun
A > App. Talloin A, = max(Ar 4, A\rp) tdyttédéd vaadi-
tun ehdon. g

Lemma 2

Olkoon A joukkoperheen Ay raja-arvo, kun A — oo, ja
olkoon ¢ > 0. T&lloin A on joukkoperheen A := Ay,
raja-arvo.

Todistus

Olkoon r > 0. Pitdé etsié sellainen A, > 0, jolle A ja
A ovat r-liheiset aina, kun A > A/. Koska A on raja-
arvo, on olemassa A\, > 0, jolle A ja Ay ovat r-liheiset
aina, kun A > A,.. Télloin A} = Ay, ja A ovat r-laheiset
aina, kun A > A/t =: A\ . m

Seuraavassa lauseessa palataan joukkojen skaalauk-
seen. Aikaisemmasta muistetaan, ettd joukko A; mit-
takaavaan 1:)\ skaalattuna on hy,x(A1).

Lause 1

Olkoon A; tason osajoukko, jolle Ay := hy/x(A1) sup-
penee kohti suljettua joukkoa A, kun A — oco. Talloin
A on siteittainen.

Todistus

Olkoon a € A ja t > 0. Pitdd osoittaa, ettd ta € A.
Olkoon 7 > 0. Lemman 1 perusteella riittad loytda sel-
lainen \., ettd B(ta,r) N Ay # 0 aina, kun A > A,.

Aluksi késitellddn erikoistapaus ¢t = 0. Valitaan joukos-
ta A kiinted alkio a;. Silloin hy/x(a1) = a1/A — 0, kun
A — oo. Siis on olemassa A, jolle hy/x(a1) € B(0,7) =
B(ta,r) aina, kun A > \,.. Viite seuraa siitd, ettd
hi/x(a1) € Ay, jolloin hy,x(a1) € B(ta,r) N Ax # 0.
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Olkoon seuraavaksi ¢ > 0. Koska a € A, ja lemman 2
perusteella A = limy Ay, on olemassa sellainen A\, > 0,
ettd A ja Ay: ovat r/t-ldheiset aina, kun A > A,.. Ar-
voilla A > A, on siis olemassa ay € B(a,r/t) N Ay;.
Silloin tay € B(ta,r)NAx # 0. m

Lemmat 1 ja 2 patevét ilmeisin muutoksin myos silloin,
kun A — 0. Tama seuraa jo siité, etta

lim Ay = lim Ay, .
Ao T AN A

My6s lauseella 1 on vastine tilanteessa A — 0. Seuraa-
vassa esitetddn varmuuden vuoksi ndiden uuteen tilan-
teeseen sovitettujen tulosten sanamuodot. Todistusten
kirjoittaminen jaa lukijalle helpoksi ja opettavaiseksi
harjoitustehtédviksi. Helpoksi sikéli, ettd edelld esitet-
tyjé todistuksia voidaan kayttdd mallina.

Lemma 3

Olkoon A joukkoperheen A, raja-arvo, kun A — 0, ja
olkoon b tason piste. Oletetaan lisdksi, ettd jokaisella
r > 0 on olemassa sellainen A, ettd B(b,r) N Ay # 0
aina, kun A, > A > 0. Télloin b € A.

Lemma 4

Olkoon A joukkoperheen A, raja-arvo, kun A — 0, ja
olkoon ¢ > 0. T&lléin A on joukkoperheen A := Ay,
raja-arvo.

Lause 2

Olkoon A; tason osajoukko, jolle Ay := hy/(A1) sup-
penee kohti suljettua joukkoa A, kun A — 0. T4lloin A
on sateittiainen.

Mikromaailma vs. makromaailma

Edeltdvien lauseiden 1 ja 2 ndkokulmasta matematii-
kan maailmankaikkeus on samalla tavalla sédteittdinen
sekd darimmaéisen pienessd ettd ddrimmaisen suuressa
mittakaavassa. Mutta, mutta ... entdpéas ne “pimeét”
joukot, joilla ei ole raja-arvoa ddrimmaisessa skaalauk-
sessa, esimerkkina funktion y = z sin(In(|z|+1)) kuvaa-
jal Joukoissa on sellaisia, jotka eivit suostu kéyttayty-
maan normien edellyttamalld tavalla — kuten Joukois-
sakin — pimeita yksiloita.

Ympyrajoukot

Olkoon
Cc ::(Ck)zozl = (Cl, C2,C3, .. ')a
O<ci<ep<cez<...

aidosti kasvava paattyméaton jono positiivisia reaalilu-
kuja. Tarkoituksena on tutkia cy-séteisten origokeskis-
ten ympyraviivojen

Sk = {(z,) |2® +y* = i}

yvhdessd muodostamaa joukkoa
S(e) = J Sk-
k=1

Merkinnét c ja S tulevat englannin kielen ympyraé ja
vastaavasti palloa tarkoittavista sanoista circle ja sp-
here. Skaalaus mittakaavaan 1:\ tuottaa joukon

Sx(e) = [ J A" Sk
k=1

missa

ATk = {(@/\y/N) |2+ = i}
= {(u,v) |u2 +0? =t /N}.

Kartalla M on nikyvissi ympyraviivan A71S) ke-
hén pisteitd silloin ja vain silloin, kun cx/A < V2
eli cp < V2. Kahden perittiisen ympyrin A~1S} ja
A~LS) 1 etdisyys arvolla A = ¢, /v/2 on

Ck _ Gkl _ | fy Ok T Gk
A A Cl ’

ja tdmaé etéisyys pienenee parametrin \ arvon kasvaes-
sa. Tasta voidaan pédtelld seuraava tulos:

Lemma 5
Jos osamaéaaré,

C — Ck—1
pr(e) 1= L=t
Ck
ldhestyy nollaa, kun k kasvaa rajatta, on olemassa raja-
arvo

lim M N Sx(c) =M.

A—00

Muulloin perheelld S (c) ei ole raja-arvoa, kun A — oco.

Kirjain p on kreikkalaisen kirjaimiston r, joka puoles-
taan on englannin kielen suhdetta merkitsevin sanan
ratio alkukirjain. Lemman 5 viimeinen viite perustuu
raja-arvon sateittdisyyteen: origokeskisten ympyroiden
yvhdiste on sdteittdinen vain kun se tayttaa koko tason.

v Esimerkki
Jonon ¢ = (1,2,3,...) tapauksessa

Lemman 5 perusteella

lim M N Sy(c) = M.

A—00

sisallysluetteloon



Solmu 2/2021

siséllysluetteloon 23

=10.0
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p=0

7

0.5 A

v-koordinaatit
o

-0.5 1

-1 -0.5 0 0.5 1
u-koordinaatit

A =30.0

p=0

v-koordinaatit

u-koordinaatit

Kuvassa p = 0 tarkoittaa, ettd kaikki positiiviset ko-
konaisluvut ovat mukana (so. ei Eratostheneen seulaa,
ks. seur.). a

v Esimerkki

Jonosta (1,2, 3,...) voidaan karsia pois yhdistettyja lu-
kuja Eratostheneen seulalla. Seulominen tarkoittaa, et-
ta ensin karsitaan pois ykkonen ja kakkosta isommat
parilliset luvut, kolmosta isommat kolmella jaolliset lu-
vut jne., kunnes kaikki lukua p isommat luvulla p jaol-
liset luvut on heitetty pois. Kun karsinta tehdéén esi-
merkiksi arvolla p = 3, hylatdan kaikki parilliset luvut
ja kolmella jaolliset luvut lukuja 2 ja 3 lukuun otta-
matta. Jonoon jadvat luvut

¢ =(2,3,5,7,11,13,17,19, 23,25, 29, 31, 35, 37,
41,43,47,49,53,55,59, . ..).

Peréattdisten lukujen erotuksista muodostuu jono
(1,2,2,4,2,4,2,4,2,4,2,4,2,4.2/4,2.4,2.4,2,...).

Se on jaksollinen kolmannesta alkiosta 2 = 7 — 5 ldh-
tien. Jaksona on kaksialkioinen jono (2,4). Itse asiassa

Eratostheneen seula tuottaa aina sellaisen jonon, jonka
erotusjono on jaksollinen tietystéd kohdasta eteenpéin.
Perustele! Jos seulotun jonon alkiot otetaan ympyran
siteiksi, kahden peréttéiisen sdteen erotuksella ¢y —cp_1
on jaksollisuuden takia &déarellinen ylaraja C', so. arvo,
jota suuremmaksi erotus ei voi tulla. Talloin

Cr — Ck—1 C

< =
Ck Ck

— 0,
k—o0

pr(c) =
Lemman 5 perusteella

lim MﬁS)\(C) = M.

A— 00

p=3 A=100

7 N

0.5 4
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X p=3 =300
725\
0.5 A
g ¥/
-0.5 A
AN 7
-1 -0.5 0 0.5 1
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Kuvassa p = 3 tarkoittaa, ettd kahdella ja kolmella
jaolliset yhdistetyt luvut on karsittu pois. a

v Esimerkki

Sadejonoille ¢, := k*® ja ¢}, := a®, missi s > 0jaa > 1,
patee
Ck — Cr—1 - k® — (k — 1)5
[ o ks
1 S
=1-(1—--]) —0,
k k—o0
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k—1 1

r k
S R =1-->0
a

), N ak
Mitd voidaan pééatelld vastaavien joukkoperheiden
Sx(c) ja Sa(c) suppenemisesta, kun A — co? 4

Alkulukuympyrat

Kun Eratostheneen seulalla karsitaan pois kaikki luku-
jen 2,...,p monikerrat, kokonaislukujen 2 ja p? vilille
jaavat vain kyseisen vélin alkuluvut. Miksi? Oheisiin
kuviin on piirretty ne ja vain ne ympyréat, joiden séteet
ovat alkulukuja. Yhdistetyt luvut on poistettu Eratos-
theneen seulaa kiyttiden. Pisin yhtenédinen aukko on al-
kulukujen 1327 ja 1361 vélilla. Siind on 33 yhdistettya
lukua. Aukko néahdian jalkimmaéisessd kuvassa muita
paksumpana valkoisena ympyréarenkaana.

A = 1000.0

p=32

v-koordinaatit
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p=45 A = 2000.0
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Valille [0, z] osuvien alkulukujen lukumé&irdd merki-
taan yleiseen tapaan

m(x) := #{p | p on alkuluku ja p < z}.

Merkinta #J tarkoittaa joukon J alkioiden lukuméé-
rad. Luku 7(z) sellaisenaan ei kerro paljoakaan siité,
kuinka etddlld toisistaan kaksi vélin [0, x| peréttaistd
alkulukua enimmilla&n voivat olla. Vuonna 1896 todis-
tetun alkulukulouseen mukaan

lim @ =1.
T—00 -
Inx

Alkulukulauseelle on keksitty useita todistuksia, jois-
ta toiset ovat “elementaareja”, ja toiset perustuvat jé-
reimpéaan matemaattiseen koneistoon. Elementaareiksi
kutsutut todistuksetkin ovat huomattavasti monimut-
kaisempia kuin mihin lukiossa tai yliopisto-opintojen
alussa on totuttu. Ymmarrettavistd syistd alkuluku-
lauseen todistusta ei esitetd tdssd. Huomaa, ettd Inx
on verrannollinen vélin [0, z] suurimman kokonaisluvun
desimaaliesityksen numeroiden maaraan.

Alkulukujen (engl. prime) jonoa merkitdin
P ::(p17p2>p37 .. )

=(2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,
41,43,47,53,...).

Esimerkiksi oppikirjassa [1] (teoreema 4.5, s. 80) alku-
lukulause osoitetaan yhtapitaviksi sen kanssa, etté

Pk _
Talloin
e e _ klnk )
Pt Goomeey (k- 1(k—1) koo

Raja-arvoyhtdlon

. klnk
lim

A D= 1)

todeksi osoittaminen jatetdan lukijalle harjoitustehté-
vaksi. Lopulta siis

Pk — Pk—1 1
pr(p)=———=1-—5— —— 0.
Pk P k—o0

Tasté ja lemmasta 5 padtellddn, ettd on olemassa raja-
arvo
lim M NSx(p) =M.

A—o0
Toisin sanoen: kun mittakaavaa pienennetdéin rajatta,
kartalle piirretyt origokeskiset alkulukuympyrit peit-
tavit kartan lopulta kokonaan. Vaikka Eratostheneen
seulalla seulotaan kaikki yhdistetyt luvut pois, jéljelle
jad lukuja riittdvasti mustaamaan koko kartan.

Lukija voi Wikipediaa ja muita verkkodokumentteja
apuna kayttden miettid, miten kdy, kun alkukujen jo-
nosta otetaan mukaan vain ne, joiden indeksi on alku-
luku. Tarkastelun kohteena on silloin paljon harvempi
jono

(ppk)zozl = (p2,p3ap5ap7apll7 .. )
— (3,5,11,17,31,...).
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Tamén jonon alkioita sanotaan superalkuluvuiksi (engl.
super prime). Superkarsinta voidaan toistaa, jolloin
saadaan supersuperalkuluvut jne. Muutaman iteroin-
tikierroksen jdlkeen syntyy, jos ei muuta, niin hausko-
ja kuvia ainakin. Indeksit voidaan valita mistd tahansa
muustakin positiivisten kokonaislukujen jonosta, kuten
esimerkiksi Fibonaccin jonosta

f:=(fr)iz, =(1,1,2,3,5,8,13,21,34,...),
jossa alkio on aina kahden edellisen summa:

fi=1, fo=1, fo=fr2+ fo_1, k=3

Liite: Python-koodi kuvaajan piirtdmiseen

Koodista on helppoa muokata vastaava koodi esimer-
kiksi OcTAVElle.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

10000
L=5.0

=]
I

# Piirretddn y=x*sin(x) mittakaavassa 1:L
= np.linspace(-L,L,n)
= wknp.sin(L*u)

< e

fig = plt.figure()

ax = fig.add_subplot(1l, 1, 1)
ax.set_aspect(’equal’)
plt.grid(True)
plt.x1im([-L,L])
plt.ylim([-L,L])

plt.plot(u, v, ’k’)

plt.show()

Viitteet

[1] Apostol, T. M.: Introduction to Analytic Number
Theory. Springer, New York, 1976.
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Ilmakehan massa
Markku Halmetoja

Viime vuosituhannen lopulla laskettiin Méntén lukion
matematiikan erikoiskurssilla ilmakehdn massa. Alun-
perin oli tarkoitus ainoastaan maéarittdd ilman paine
(p) ja tiheys (p) maan pinnasta lasketun korkeuden
funktioina, mutta tilanne riistaytyi kasistd. Oppilaiden
kontribuutio ei ollut vdhdinen. Laadin aiheesta tuol-
loin nettisivunkin, mutta kun se on nyttemmin kadon-
nut (ilman myotavaikutustani), arvelen, etta laskelma
ansaitsisi tulla laajemminkin julki ja pysyvadmmin ar-
kistoiduksi.

Kerrataan aluksi hieman kemiaa ja fysiikkaa. Ilma on
seos, joka koostuu péddosin typestd N2 (noin 78 %) ja
hapesta Oz (noin 21 %). Niiden liséksi on pieni& méaaria
muita kaasuja, kuten argonia Ar (alle 1 %), hiilidioksi-
dia, vetyé, heliumia yms., sekd vaihteleva méaira vesi-
hoyrya. Oletetaan hieman yksinkertaistaen, etté typen
ja hapen lisdksi loppuosa koostuu pelkéstdan argonis-
ta. Laskemalla molekyylien moolimassoista niiden pro-
senttiosuuksilla painotetun keskiarvon saamme ilman

laskennalliseksi moolimassaksi M = 29,0 £+.

Ilma noudattaa varsin hyvin ideaalikaasulakia
pV =nRT,

missd n on tarkasteltavan ilmaerdn ainemaéérd, V sen
tilavuus, T sen absoluuttinen lampoétila ja R yleinen
kaasuvakio. Sen arvo 16ytyy taulukkokirjasta. Koska
ainem&drd on massa jaettuna moolimassalla ja tiheys
puolestaan massa jaettuna tilavuudella, saadaan kaa-
sulaista paineen ja tiheyden véliset yhtélot:

RT

oM RT
P—RTPJ P—MP~

Jos siis saamme méaéritetyksi ilman paineen korkeudel-
la x, saamme samalla ilman tiheyden kyseiselld korkeu-
della.

Tarkastellaan kuvion mukaista (teoreettista) ilmasylin-
terid, jonka pohjan pinta-ala on A, korkeus on h ja
tilavuus tédten Ah. Jos ilmanpaine korkeudella z on
p = p(x), niin se vaikuttaa sylinterin pohjaan voimal-
la p(x)A. Ylipuoliseen pohjaan vaikuttava voima on
vastaavasti —p(x 4+ h) A, mikd samalla kohdistuu vélil-
lisesti my6s alapohjaan. Siihen vaikuttaa myos sylinte-
rin sisdlld olevaan ilmamaérdaan kohdistuva painovoima
~ —p(x)Ahg, missi g on putoamiskiihtyvyys.

Voimat kumoavat toisensa, eli
p(x)A —p(x + h)A — p(x)Ahg =~ 0.

Jos néin ei olisi, olisi ilmakehd ajan myo6ta litistynyt
maan pintaan tai haihtunut avaruuteen. Saatu yhtalo
on sitd tarkempi mitd pienempi sylinterin korkeus on.
Kirjoittamalla se muotoon
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ja antamalla h:n ldhestyd nollaa likiméérdinen yht&lo
tarkentuu differentiaaliyhtéloksi

(@) = ~gp(x) = —oap(a).

Putoamiskiihtyvyyttd g voi pitdd vakiona ainoastaan
maan pinnan l&heisyydessd tapahtuvia ilmititd tar-
kasteltaessa. Yleisemmin sen arvo korkeudella x (> 0)
maan pinnasta on gravitaatiolain mukaan

g=g(x)= 7(717:7(;)2’

missd mg on maapallon massa, r sen sidde ja v on gra-
vitaatiovakio. Kun tdmaé sijoitetaan edelld saatuun yh-
taloon, saadaan Leibnizin tavalla merkittyna

o _Mymo__ p
dz RT (r+x)?

alkuehdolla p(0) = py (normaali ilmanpaine). Erotta-
malla muuttujat saadaan

dp ~ Mymy dx

P RT (r+z)%’
ja edelleen integroimalla
M~ymg 1
1 =
np RT (r+ux) te
Alkuehdon perusteella
! M~ymg 1
c=Inpg — —.
PO TRy
Taten
In _ Mymg 1 N _ Mrymg 1
P="Rr o+ Po= "R &
M~ymyg 1 1
-t (L
npo+ RT \r+z r
1 M~ymyg ( x )
— lnpe —
PO R \v v/

mista seuraa

D Mvmo( T )

1 —_— =
npg RTr \r+zx

ja lopulta

(752

Téaten ilman tiheys korkeudella x

(@) Mpg ( M~ymyg ( x ))

x) = exp | — .

P RT P RTr \r+=x

Kun se nyt tunnetaan, voidaan laskea massa. Tarkas-

tellaan (r +x)-séteistd pallon kuorta, jonka paksuus on
dz. Sen tilavuus

p(x) = po exp (f

dV = 4n(r + z)dx

ja massa eli massa-alkio

dm = p(z)dV = 47 (r 4 z)?p(x)dz

M M~ym, T

T R;;O (r+ )" exp (_ Rr;ﬂro (r + x)) dz.
Ilmakehan likiméaardinen massa saadaan summaamalla
se maan pinnalta parin sadan kilometrin korkeuteen.
Satelliittien alimmat kiertoradat ovat niilld main eiké
ohuenkaan ilman kitka héiritse niiden lentoa. Lampo-
tilassa on hyvéksyttdva hieman mielivaltaisuutta. Wi-
kildhteen [1] mukaan maapallon keskilampdétila maan
pinnan tasolla on noin 15 °C eli 288 K, mutta ylem-
missd ilmakerroksissa se on pakkasellakin. Toisaalta,
ilmakehd on tiheimmillidn maan pinnalla, joten ole-
tamme keskim&ardiseksi lampdétilaksi 0 °C eli 273 K.
Maa on navoiltaan hieman litistynyt. Puserramme sen
pyoreaksi valitsemalla sédteeksi napa- ja ekvaattorisa-
teen keskiarvon. Taulukossa on tiivistetysti numeeriset
vakiot.

=4

r=6,367-10% m
mo = 5,974 - 10%* kg

v = 6,67259 - 10~ Nm?/kg?
po = 1,01325 - 10° N/m?

R = 8,3145 Nm (mol - K)

T =273 K

M = 0,0290 kg/mol

Solmu-formaattiin saattamista lukuunottamatta ta-
maén kirjoituksen laatimisessa on tdhin mennessé kiy-
tetty ainoastaan matemaatikon kolmea perustyokalua,
kyn#d, paperia ja roskaponttod. Siksi tuntuu perin
kummalliselta kuulla somevéitteitd, joiden mukaan ky-
nésta ja paperista on pelkkaa haittaa matematiikan op-
pimisessa. Saattaa olla, ettd paperilla hahmottelu on
turhaa, jos tehtévit laaditaan niin alkeellisiksi, ettei
niiden ratkaisemisessa tarvita ajattelua. Mutta tdhéan-
hén ei kouluopetuksessa pyritd — vai pyritdanko?

Nyt on kuitenkin perusteltua turvautua tietokoneeseen,
silld integrointi on suoritettava numeerisesti. Wolfram-
Alpha [2] antaa vastaukseksi m ~ 5,28-10'8 kg. Wikisi-
vuston [1] mukaan m ~ 5,15-10'8 kg. Sielld kiytetysti
menetelmésta ei ole tietoa, mutta ilmeisesti todellisuu-
den piirteitd on otettu tarkemmin huomioon. Luontoa
kuvaavilla eksponentiaalisilla malleilla on kokeellisiin
tietoihin perustuvat pétevyysalueensa. Kahtasataa ki-
lometria korkeammalle ei kannata integroida, silld ku-
ten todettu, satelliitit lentavét sielld. Lisaksi integraali
hajaantuu yli absoluuttisen nollapisteen olevissa lam-
potiloissa, jos ddrettomyyksiin asti lasketaan.

Viitteet

[1] https://en.wikipedia.org/wiki/Atmosphere_
of _Earth

[2] https://www.wolframalpha.com/
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Sykloidi

Pekka Alestalo
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos
Aalto-yliopisto

Johdanto

Tassd kirjoituksessa tutustutaan tasaista alustaa pit-
kin vierivin ympyrin kehén pisteen muodostamaan ta-
sokdyradn, jota kutsutaan sykloidiksi. Aihetta on kési-
telty aikaisemmin mm. Solmun artikkeleissa [1], [2] ja
[3] sekd kilpailutehtivissd [4, tehtéavd 9 vuonna 2008],
mutta kirjoitusten ldhestymistavat ovat ainakin osit-
tain erilaiset. Lisdksi vanhemmilla kirjoituksilla on iké-
vé taipumus hautautua arkistojen kétkoihin.

Joissakin tdmén kirjoituksen kohdissa pyorimisliik-
keen fysiikkaan® liittyvisti kisitteistd on hydtyé tilan-
teen hahmottamisen kannalta, mutta esimerkiksi viit-
teen [4] ratkaisu perustuu pelkistain kolmioiden geo-
metriaan. Nykyisessa poikkitieteellisyyttéd ihannoivassa
maailmassa matematiikan ja fysiikan vuorovaikutusta
ei pitaisi kuitenkaan karsastaa.

Ympyraliike

Kaikki pyoriminen alkaa ympyrésta, jonka yhtdlé on
muotoa 22 + y?> = RZ% Timi ympyrd muodostuu
niistd tason pisteistd (z,y), joiden etdisyys origosta
on R. Kaavan sin® ¢ + cos?¢ = 1 perusteella piste

(Rcosp, Rsin ) toteuttaa tdméan yhtdlon, joten piste
sijaitsee tarkasteltavalla ympyralla. Yleensa tata omi-
naisuutta kédytetddn (tapauksessa R = 1) kuitenkin
sini- ja kosinifunktioiden mé&érittelemiseen kolmioita
yleisemmaéssa tilanteessa. Joka tapauksessa kulman ¢
arvoilla 0 < ¢ < 27 saadaan kaikki ympyréin pisteet
tdsmaélleen yhden kerran, ja arvolla ¢ = 27 palataan al-
kukohtaan (cos 27, sin 2m) = (cos0,sin0) = (1,0). Esi-
tysta

x = Rcosp,
y = Rsiny,

¢ € [0,27], kutsutaan ympyran parametriesityksek-
si?. Talldin kulman ¢ kasvaessa vastaava piste kier-
tyy ympyralld positiiviseen kiertosuuntaan eli vastapéi-
vaan. Vastakkainen kiertosuunta saadaan vaihtamal-
la kulmaparametrin etumerkki, joten ominaisuuksien
cos(—p) = cosp, sin(—p) = —sin g perusteella para-
metriesitys tulee muotoon (cos ¢, — sin ¢), mutta para-
metrivali [0, 2] sdilyy entiselldén.

Yleisemmin muotoa

z = f(t),

Y= g(t)v
t € I, olevaa lauseketta kutsutaan tasokdyrin paramet-
riesitykseksi, jos f ja g ovat jatkuvia funktioita para-

1Erasta fyysikko-kollegaa lainatakseni ”pyoriminen on lukiofysiikassa kiellettyd”, ts. se on valitettavasti poistettu uusimmasta

opetussuunnitelmasta (tasaista ympyraliikettd lukuun ottamatta).

2Parametriesitys lienee kieliopillisesti parempi kuin usein kéytetyt parametrisointi tai parametrisaatio.
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metrivalilld I C R. Parametrivili voi olla avoin, puo-
liavoin tai suljettu, eiké sen tarvitse edes olla rajoitet-
tu. Varsinainen tasokdyrd C on t&lloin se joukko, joka
koostuu kaikista muotoa (f(t),g(t)) olevista pisteista,
kun ¢ € I; matemaattisemmin kirjoitettuna

C={(f(t),9(t) eR* |t € I}.

Yleensd merkitddn x = z(t) ja y = y(¢), vaikka sa-
man symbolin kdyttamistd kahdessa eri merkityksessa
"koordinaatti’ vs. ’funktion nimi’ pitéisi valttaa.

Matemaattisina késitteinéd tasokéyré ja sen parametri-
esitys ovat siis eri asioita. Parametriesityksesté on help-
po muodostaa vastaava tasokdyrd (esimerkiksi sopi-
van piirto-ohjelman avulla), mutta vastakkainen suun-
ta ei ole yksikésitteinen: pelkéstd ympyran yhtélosta
22 4+ y2 = 1 ei esimerkiksi voi paitelld sitd, halutaan-
ko kéyttdd “standardiesitystd” (cost,sint), vastakkais-
ta kiertosuuntaa (cost, —sint) vai jopa kiertdd ympy-
ré kahteen kertaan parametrivalilla [0, 47]. Ja tAmé on
vain esimakua kaikista mahdollisista hankaluuksista!

Konkreettisena tulkintana voidaan ajatella, etté para-
metrina ¢ on aika, ja lausekkeet f(t) ja g(t) kuvaavat
kynén kérjen x- ja y-koordinaatteja paperilla, johon
on piirretty koordinaatisto. Funktioiden jatkuvuus voi-
daan tulkita niin, ettd kynéda ei saa piirtdmisen aikana
nostaa paperista.

Jos kaavoihin lisdtdan z-koordinaatti muodossa z =
h(t), niin saadaan avarvuskdyrdn parametriesitys, mut-
ta niitd ei késitelld téassé kirjoituksessa.

Sykloidi

Sykloidi on tasokdyréi, joka kuvaa esimerkiksi vierivdan
renkaaseen tarttuneen kiven rataa.

S - N

o-
)
NN
o
(o]
=
o
=
>

Viitteessd [5] on tilanteeseen liittyvd animaatio.

Jos renkaan sdde on R, renkaan etenemisnopeus v ja
parametriksi valitaan aika, niin akselin liikettd kuvaa
parametriesitys x = vt, y = R. Kiven py6riminen ak-
selin suhteen tapahtuu vierimisehdon perusteella kul-
manopeudella w = v/R ja py6rimissuunta on negatii-
vinen. Jos vield ajan nollakohta valitaan sellaiseen het-
keen, kun kivi koskettaa maata, niin vaakasuorasta al-

kukulmasta taytyy vihentdd /2. Talloin pyorimislii-
kettéd akselin suhteen kuvaa parametriesitys

x = Rcos(—(vt/R —7/2)) = —Rsin(vt/R),
y = Rsin(—(vt/R — w/2)) = —Rcos(vt/R)

trigonometristen kaavojen perusteella. Termien kul-
manopeus ja vierimisehto kédyttdminen voidaan valt-
tdd vaatimalla, ettd rengas pyorahtdd yhden kierrok-
sen samassa ajassa t = 2w R/v, jossa akseli etenee ren-
kaan kehdn pituuden 27 R verran. Lausekkeissa cos(at)
ja sin(at) esiintyva kerroin saadaan siis ehdosta a -
2rR/v = 2w, joten a = v/R kuten aikaisemminkin,
mutta kiertosuunta ja nollakohdan valinta taytyy joka
tapauksessa selvittda erikseen.

Kiven rata saadaan yhdistdmaélla akselin liike ja pyori-

minen toisiinsa, eli kdytdnnossa paikkavektoreiden yh-

teenlaskulla. Sykloidin parametriesitys on siis muotoa
x = vt — Rsin(vt/R), (1)
y = R(1 — cos(vt/R)).

Matemaattisempi vaihtoehto on kéyttdd parametrina
renkaan kiertokulmaa ¢ = vt/R, jolloin

x = R(p —sinp), @)
y = R(1 — cos ).

Néiden kaavojen vertaaminen sykloidin kuvaan saat-
taa herdttdd kysymyksen, miten sykloidissa esiintyvét
terdvat kulmat syntyvét, kun parameriesityksen kaik-
ki lausekkeet ovat derivoituvia funktioita. Vastaus liit-
tyy renkaassa olevan kiven nopeuteen?®, jota kuvaavat
lausekkeet 2/(t) ja y'(t) menevét yhté aikaa nollaan sil-
loin, kun y(t) = 0 eli vt/R = n - 27. Kiven hetkellinen
nopeus on nolla sen osuessa maahan, joten myos sen
suunta voi muuttua jyrkasti ilman derivoituvuusongel-
mia.

Tehtava: Tarkastellaan yhtdloparia (1). Osoita, etté
2 (T)=vy'(T) =0, jos y(T) = 0.

Kaavan (2) ylempi lauseke x = z(p) on aidosti kas-
vava, joten siitd voidaan periaatteessa (muttei kiytan-
nossél) ratkaista ¢ koordinaatin x avulla ja sijoittaa
tulos alempaan y-koordinaattiin. Nain sykloidi voidaan
esittdd myos funktion kuvaajana muodossa y = y(x),
mutta kiytdnnossd tdma ei onnistu pelkistadn alkeis-
funktioiden avulla.

Tautokroni ja brakistokroni

Sykloidi esiintyy my6s kahden historiallisesti mielen-
kiintoisen ongelman ratkaisuna. Molemmat liittyvét sa-
mantapaiseen tilanteeseen, jossa esimerkiksi pieneen

3Parametrisoidun kéyrin tangentti ja sen konkreettinen tulkinta nopeus jiikoon téssé kirjoituksessa tarkemmin kisittelemstta,
mutta osoittautuu, ettd hetkellinen nopeusvektori on muotoa v = z’(¢)i + y’(¢)j, kun parametrina on aika ¢.
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helmeen on porattu reiké, ja helmi on pujotettu taipui-
saan rautalankaan. Tautokroni (kreikaksi ’sama aika’)
kuvaa sitd rautalangan muotoa, jossa helmen liukumi-
nen langan alimpaan kohtaan on aina sama, lahtékor-
keudesta riippumatta. Brakistokroni (kreikaksi ’lyhin
aika’) liittyy puolestaan kysymykseen, mink& muotois-
ta lankaa pitkin helmi liukuu nopeimmin kahden eri
korkeudella olevan pisteen valilla.

Symmetrisessd tautokronissa ilman kitkaa edestakaisin
liukuvan helmen jaksonaika ei riipu amplitudista (eli
helmen korkeimmasta kohdasta).

Molempien kysymysten vastaus on alaspéin kadnnet-
ty sykloidi, sopivasti skaalattuna tilanteen geometrian
mukaan. Néiden ongelmien historiasta voi lukea viit-
teistd [2] ja [3] tai Wikipedian sivuilta [6] ja [7]; annan
tassé englanninkieliset viitteet, koska niiden sisaltamét
animaatiot selventdvit kysymyksiéd erittdin hyvin. Sen
sijaan en ole kovin innoissani Wikipediassa esitetyista
todistuksista, koska pienelld differentiaali- ja integraa-
lilaskennan tédydennykselléd ratkaisut voidaan esittaé ly-
hyesti ilman geometrisia approksimaatioita tai differen-
tiaalien pyorittelyd. Mutta tdmaé olisi kokonaan uuden
kirjoituksen aihe.

Muut sykloidit

Hankalammassa tilanteessa pienempi ympyra vierii pit-
kin suuremman ympyran kehéé joko sisé- tai ulkopuo-
lella, jolloin syntyy hypo- tai episykloideja. Késittelen
niitd mychemmin tdman kirjoituksen jatko-osassa.

Erds hyposykloidi (sisempi kdyrd).

Viitteet

[1] https://matematiikkalehtisolmu.fi/1999/5/
kivela/

[2] https://matematiikkalehtisolmu.fi/2000/
mathist/html/anall1700/index.html

3] https://matematiikkalehtisolmu.fi/2010/
p
kasitehist/AnalyyttinenGeometria.pdf

[4] https://matematiikkakilpailut.fi/
pythagoras/

[5] https://fi.wikipedia.org/wiki/Sykloidi

[6] https://en.wikipedia.org/wiki/Tautochrone_
curve

[7] https://en.wikipedia.org/wiki/
Brachistochrone_curve
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