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Kun skaalaat, skaalaa kunnolla!

Jukka Liukkonen
Mat. yo. evp.

Johdanto

Todellakin, kysymys on skaalaamisesta, ei skadlaami-
sestal

Jos tehtavina on piirtdéd tietokoneella kuvaaja tunte-
mattomalle funktiolle, heti aluksi on paitettava, mille
vélille muuttujan arvot rajoitetaan. Ensimméinen ar-
vaus voi menné pahasti pieleen, ja funktion oleelliset
piirteet eivat tule esille. Tassa kirjoitelmassa perehdy-
tadn skaalauksen saloihin ja erityisesti siihen, mitd mie-
lenkiintoista tapahtuu, kun skaalataan liikaa.

Suunnistaja liikkuu maastossa sitd kuvaavan kartan
opastamana. Suunnistuksessa kartan mittakaavalla on
oleellinen merkitys. Suunnistuskarttojen mittakaavat
ovat normaalisti valilld 1:4 000 — 1:15 000. Suurimmassa
mittakaavassa 1:4000 yksi senttimetri kartalla vastaa
4000 senttimetrid eli 40 metrid maastossa. Sellaisessa
kartassa maaston pienetkin yksityiskohdat ovat tarkas-
ti esilld. Pienimmaén mittakaavan 1:15000 kartassa yk-
si karttasenttimetri vastaa 150 maastometrid. Kartta
kattaa suuren alueen, mutta maaston pienimmét piir-
teet ovat karsiutuneet pois.

Funktioiden kuvaajat ja muut tasokayrdt ovat esi-
merkkeja tavallisen euklidisen tason osajoukoista. Ta-
so voidaan ajatella maastona ja tason osajoukot maas-
ton piirteind. Kun funktion kuvaaja piirretdan tietoko-
neen kuvaruudulle, on kysymys suorakulmion muotoi-
sen maastoalueen tarkastelemisesta toisessa mittakaa-
vassa kartan avulla. Kuvaruudulle piirretty kuva on tuo

kartta. Kartan mittakaavaa muuttamalla voidaan piir-
tad kuvia erikokoisista maastoalueista ilman, etta kar-
tan kokoa tarvitsee muuttaa. Jos kartalla yksikon mit-
tainen matka vastaa maastossa \ yksikkoad, mittakaava
on 1:\. Mitd suurempi A, sitd pienempi mittakaava, ja
sitd suuremman alueen kartta kattaa. Karttasuorakul-
mion ja maastosuorakulmion tulee olla yhdenmuotoi-
set, muuten mittakaava on erilainen eri suunnissa.

Aikaisemmin mainittiin liiallinen skaalaus. Jos skaa-
laat liikaa, tee se kunnolla, kaikki kohtuuden
rajat ylittden, kaikki! Tarkoituksena on tutkia ti-
lannetta, jossa kartan mittakaava joko pienenee rajat-
ta (A — oo) tai suurenee rajatta (A — 0). Maailman-
kaikkeuttakin havainnoidaan toisaalta valtavilla teles-
koopeilla ja toisaalta elektronimikroskoopeilla. Fyysi-
kot ovat vuosikymmenien ajan sinnikkédsti yrittédneet
yhdistdd mikro- ja makrokosmoksen ilmiét yhden yh-
tendisen teorian alle, mutta toistaiseksi yritykset eivat
ole tuottaneet yleisesti hyviksyttyé kaiken teoriaa. Mi-
ten on matematiikassa? Voidaanko mikro- ja makroko-
koluokassa havaita samankaltaisuuksia?

Maastotason ja karttatason valinen

muunnos

Maastokoordinaateista puhuttaessa tarkoitetaan eukli-
disen tason tavallisen suorakulmaisen xy-koordinaatis-
ton koordinaatteja. Tarkasteltava alue maastossa, jos-
ta kartta piirretdén, sovitaan origokeskiseksi nelioksi
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(saks. das Quadrat)
Qv ={@y)| A<z <A\ A<y <AL A>0.

Karttakoordinaatisto nimetdédn wuwv-koordinaatistoksi.
Kartta (engl. map) on vakiokokoinen origokeskinen ne-
1i6

M = {(u,v)| —-1<u<l, —1§v§1}.
Se vastaa tietokoneen naytolld ikkunaa, johon kuvaajia
on tarkoitus piirtaa.

Maastonelion @ ja kartan M pisteet vastaavat toisi-
aan kaantden yksikésitteisesti. Vastaavuuden vélittaa

skaalauskuvaus eli homotetia
hy:R?2 = R?% (u,v) = (2,9) = (Au, \v).

Vasemmalla puolella R? on uv-karttataso, oikealla puo-

Y,

10 1

.’IJ;ﬁ’

lella R? on zy-maastotaso. Oikeastaan on kysymys
vhdestd ja samasta tasosta, johon on asetettu kaksi
eri koordinaatistoa: kiinted xy-maastokoordinaatisto ja
parametrin A arvosta riippuva uv-karttakoordinaatisto.
Origo ja koordinaattiakselit osuvat kohdakkain kum-
massakin koordinaatistossa, ainoastaan asteikot eroa-
vat toisistaan, kun A # 1. Téstd johtuen pisteen wv-
koordinaatit pitdéd kertoa luvulla A, jotta saataisiin sa-
man pisteen xy-koordinaatit. Esimerkki: jos paramet-
rilla A on arvo 5.0, karttakoordinaateissa lausuttu piste
(u,v) = (1.1, —1.5) on maastokoordinaateissa lausuttu-
na (z,y) = (5.5, —7.5). Piste siilyy samana, ainoastaan
pisteen paikan ilmoittamisen tapa muuttuu. Tilannetta
on havainnollistettu oheisessa kuvassa. Koordinaatis-
tosta toiseen siirtyminen tarkoittaa tédssd tapauksessa
mittayksikon vaihtoa. Vertailun vuoksi voidaan ajatella
siirtymistéd metrijarjestelméstd tuumajarjestelméén.

5.0
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LSymbolien merkitykset tuppaavat lukiessa unohtumaan, ja ne joudutaan palauttamaan mieliin kahlaamalla tekstii taaksepiin.
Muistamisen helpottamiseksi ja hankalan kahlaamisen vilttdmiseksi tarkeimmaét symbolit assosioidaan niiden kielelliseen alkuperaén.
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Jos zy-maastokoordinaatistossa olisi valmiina kayra
kuten kuvassa, se siirrettéisiin tietokoneen kuvaruudul-
le seuraavaan tapaan vaiheittain:

1) kiinnitetdan mittakaava ja maastoalueen koko valit-
semalla arvo parametrille A;

2) kiinnitetddn maastoon wv-karttakoordinaatisto, jo-
ka on muuten sama kuin zy-maastokoordinaatisto,
mutta uv-uksikké on A kertaa niin suuri kuin xy-yk-
sikko;

3) siirretdédn 2 x 2 yksikoén kokoinen uv-nelic M kuva-
ruudulle 2 x 2 kuvaruutuyksikon kokoiseksi kartaksi.

Todellisuudessa mitadn valmista kayraa ei ole olemas-
sa. Sen sijaan on olemassa kiyran piirto-ohje yhtalon
muodossa, kuvan mukaisessa tilanteessa y = 2. Se
muunnetaan uv-koordinaatistoon homotetian Ay avul-
la. Tuloksena on yht#lds Av = (\u)? eli yhtépitivis-
ti v = Au?. Yhtilo upotetaan tietokoneohjelmaan ja
lasketaan kédyran pisteiden v koordinaatit riittavan ti-
heédlle w-koordinaattien taulukolle. Kuvaruudulla uwv-
koordinaatiston yksikén pituus voidaan valita vapaasti.
Esimerkiksi 9 cm saattaa olla sopiva mittayksikén ko-
ko kannettavan tietokoneen ruudulla. Tall6in M nah-
dédan ruudulla 18x18 neliosenttimetrin kokoisena ne-
liona. Kuvaaja piirretdan lasketun koordinaattitaulu-
kon mukaisesti piirtokomennolla. Graafiseen kéyttoliit-
tymédn voidaan lisdtd parametrin A arvoa muuttava
liukusdadin. Nain kuvaa voidaan zoomailla helposti ja
mielin maéarin.

Kuten edelld jo esimerkilla naytettiin, kdyrat useimmi-
ten esitetddn yhtaloiné, ja ne puolestaan voidaan zy-
koordinaatistossa kirjoittaa muotoon

f(aay) =0,

missd f on sopiva kahden muuttujan funktio. Vastaava
kéyran yhtalo uv-koordinaatistossa on

f(Au, Av) =0.
Kayréan piirrettdva osa on zy-tason pistejoukko

{(z,y) € Qx| flz,y) =0},
ja sita vastaa kartalla joukko
{(u,v) € M | f(Au,v) =0}.
Homotetialla hy on kadnteiskuvaus

_ Ty
h/\l :R? — R?, (z,y) = (u,v) = (X’ X)
Jos taso ajatellaan vain tasona R? ilman tulkintaa toi-
saalta karttatasoksi ja toisaalta maastotasoksi, voidaan
kirjoittaa
Ayt = hijy.

Mikéa tahansa tason osajoukko A; mittakaavaan 1:)\
skaalattuna on

Ax = A/ y/X)
= {hl/A(x7y) |

| (z,y) € A1}
(z,y) € A1} = hy/a(A1).

v Esimerkki

Perusparaabeli on niiden pisteiden (z,y) joukko, jot-
ka toteuttavat yhtdlén y = z2. Jos funktio f méiéri-
telldéin asettamalla f(x,y) = y — 22, paraabelin yht-
16 saa muodon f(z,y) = 0. Paraabeli on siis kahden
muuttujan funktion f nollakohtien joukko

{(z,y) | f(z,y) =0}
Karttakoordinaatistossa paraabelin yhtalo on

fOu, ) =0 & w—(Au)?=0 & v=2>>

0.5 A

v-koordinaatit
o

-0.5 A
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u-koordinaatit
y=x2 A =1000.0
1
0.5 1

v-koordinaatit
o
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u-koordinaatit

Ensimmaisesséd kuvassa paraabeli on piirretty “luonnol-
lisessa koossa” mittakaavassa 1:1. Seuraavassa kuvassa
mittakaava on 1:1 000. Kun mittakaavaa pienennetéin,
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paraabeli alkaa yhd enemmén muistuttaa origossa sei-
sovaa tikkua, so. positiivista v-akselia ml. origo. Ku-
vaan on merkitty karttakoordinaattiasteikko. Maastos-
sa eli zy-koordinaatistossa kartta kattaa 2000 x 2000
kokoisen alueen. 5

v Esimerkki
Hyperbelin yhtild 22 — y? = 1 lausuttuna wv-koordi-
naatistossa on

M) —Ww)?P2=1 & u?—v*=_.

Tassa
fla,y) =2 —y* =1,
fQu, M) = (Au)? — (Ww)? — 1.

Kun M kasvaa rajatta, yhtdlo alkaa muistuttaa yha
enemman yhtéloa

2

w—1P=0 & |ul=v

joka esittdd kahta toisiaan leikkaavaa origon kautta
kulkevaa suoraa kulmakertoimina +1. Téten, jos xy-
tasosta valitaan liian suuri alue piirrettévaksi, hyper-
beli ndyttdd kuvaruudulla kahdelta ristikkéiseltd suo-
ralta.

x2—y?=1 A=5.0

0.5 A

v-koordinaatit
o

-0.5 1

-1 T T
-0.5 0 0.5

u-koordinaatit

=
-

x2—y?2=1 A =80.0

0.5 A

v-koordinaatit
o

-0.5 1
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-1 -0.5 0 0.5 1

u-koordinaatit

Kuviin on piirretty maastotason kéyrd z? —y? = 1 kar-
talle kahdessa eri mittakaavassa, 1:5 ja 1:80. Asteikko
on karttatason uv-kooordinaatiston mukainen. 5

Tason topologiaa

Yleisten johtopéddtosten tekeminen yksittdisid kuvia
katselemalla ei liene korrektia matematiikkalehteen
tarkoitetussa artikkelissa. Matematiikan olemukseen
kuuluu, etta kasitteet maaritellaédn tasmallisesti ja vait-
teet perustellaan sitovasti. Jos lukija kohta putoaa kar-
talta, ei ole syyti huoleen.? Kukin poimii ne hedelmiit,
jotka ovat kédtten ulottuvilla. Madritelmien ja padtte-
lyiden yksityiskohdat ovat vastaaviin ennalta totuttau-
tuneita lukijoita varten. Jotta tasokéyrien skaalauk-
sessa esiintyvié ilmiditd voitaisiin tutkia, méaritellaan
muutamia késitteitd topologiaksi nimetyltd matematii-
kan osa-alueelta.

Sulkeuma ja suljetut joukot

Tason pisteiden a = (a1,a2) ja b = (by,b) etiisyys
(engl. distance) on tunnetusti

d(a, b) = \/(al - b1)2 + ((lg — b2)2.

Kaavan perusteluksi riittaé kaikkien tuntema Pythago-
raan lause. Etaisyyskasitteen avulla méaritelldan r-sé-
teinen kiekkoympaéristo pisteelle a joukkona

B(a,r) :=={b e R?|d(a,b) <r}.

Merkinta tulee englannin kielen palloa tarkoittavasta
sanasta ball. Joukko B(a,r) on siis tason niiden pis-
teiden joukko, joiden etéisyys pisteestd a on pienempi
kuin r, ts. tason a-keskisen r-siteisen ympyrén sisa-
puoli ilman reunaviivaa. Jos pisteen a jokainen kiekko-
ympéristé B(a,r), r > 0, leikkaa joukkoa A, piste a on
joukon A kosketuspiste. Joukon A kaikkien kosketus-
pisteiden joukkoa merkitiin A, ja sitd sanotaan joukon
A sulkeumaksi. Aina on voimassa

AcC A

Jos lisiksi A C A, jolloin A = A, joukkoa A sano-
taan suljetuksi. Esimerkiksi kiekkoympériston sulkeu-
ma saadaan liittamalla joukkoon reunaympyré:

B(a,r) = {beR? |d(a,b) < r}.

Yleisestikin sulkeuman muodostamisessa on kysymys
kaikkien mahdollisten reunapisteiden mukaan ottami-
sesta, mutta reunan olemus ei useiden joukkojen koh-
dalla vastaa havainnollista mielikuvaa. Ajatellaanpa

2Kirjoittajalla voi olla syytd huoleen, jos matematiikan teorianmuodostukseen perehtynyt lukija putoaa kartalta.
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vaikka sellaista uv-tason osajoukkoa, johon kuuluvat
ne ja vain ne pisteet, joiden kumpikin koordinaatti on
rationaaliluku ja itseisarvoltaan korkeintaan yksi. Té-
man joukon reuna ja samalla sulkeuma on koko tasone-
li6 M sisuksineen kaikkineen. Joukon A reunapisteiksi
nimittadin luetaan kaikki sellaiset pisteet, joiden jokai-
nen kiekkoympéristo leikkaa sekéd joukkoa A ettd sen
komplementtia R? \ A.

Miten joukot ldhestyvét toisiaan?

Mita tédsmaéllisesti ottaen tarkoittaa, ettd hyperbeli al-
kaa muistuttaa kahta ristikkéisté suoraa sitd enemmén,
mitd kauemmas katsoja poistuu? Tarvitaan matemaat-
tinen luonnehdinta sille, ettéd tason osajoukot ovat tois-
tensa kaltaisia, mitta kaltaisuuden maérélle ja lopulta
kaltaisuuteen perustuva raja-arvon kasite joukoille.

v Maaritelma
Olkoon 7 > 0. Tason osajoukot A ja B ovat r-ldheiset,
jos kumpikin seuraavista ehdoista toteutuu:

1) B(a,r) N B # ( kaikilla a € A;
2) B(b,r) N A # 0 kaikilla b € B. 4

v Esimerkki

Olkoon r = 1lkm. Jos jokaista suomalaista kohti on
ainakin yksi ruotsalainen alle kilometrin séteella, ja jo-
kaista ruotsalaista kohti on ainakin yksi suomalainen
alle kilometrin sdteelld, suomalaiset ja ruotsalaiset ovat
r-ldheisid. Néin saattaa ollakin joskus paikallisesti, esi-
merkiksi kevailld Tukholmassa. 5

Seuraavassa tarkastellaan yleisid tason osajoukkojen
perheitd (Ay)aso. Perhe on jonon késitteen yleistys ti-
lanteeseen, jossa indeksiné voi olla jokin muukin kuin
kokonaisluku. Jokaista positiivista reaalilukua A koh-
ti on siis annettu joukko Ay C R2. Jos sekaannuksen
vaaraa ei ole, puhutaan lyhyesti perheesta Ay. Esityk-
sen tassa vaiheessa joukoilla Ay ei tarvitse olla mitdan
tekemistd homotetian A, tai minkddn muunkaan ho-
motetian kanssa.

v Mairitelma

Olkoon A joukko, jossa on vihintdén yksi alkio. Jouk-
koperhe (Ay)r>0 suppenee kohti joukkoa A, kun A
kasvaa rajatta, jos seuraava ehto on voimassa:

e jokaista r > 0 kohti on olemassa sellainen A, > 0,
ettd Ay ja A ovat r-liheiset aina, kun A > A,.

Vastaavasti joukkoperhe (A))xso suppenee kohti
joukkoa A, kun )\ ldhestyy nollaa rajatta, jos seu-
raava ehto on voimassa:

e jokaista r > 0 kohti on olemassa sellainen A, > 0,
ettd Ay ja A ovat r-liheiset aina, kun A\, > A > 0.,

Suppenemiselle kdytetddn merkintoja

A)\———>A7

Ay —— A.
A—00 A—0

Jos A suppenee kohti joukkoa A, silloin Ay suppenee
my6s kohti sulkeumaa A. Joukkoa A sanotaan perheen
A raja-arvoksi, kun \ kasvaa rajatta tai vastaavasti
lahestyy nollaa rajatta. Raja-arvoja merkitddn tuttuun
tapaan

A= lim A)” A= lim A)\.
A—0

A—00

Raja-arvo on siis sellainen suljettu joukko, jota kohti
joukkoperhe suppenee. Talld tavoin méariteltyna raja-
arvo on yksikésitteinen. Perhe voi supeta kohti useam-
paa joukkoa, mutta niilld on yhteinen sulkeuma, ja se
on ainoa suljettu joukko, jota kohti kyseinen perhe sup-
penee. Lukijaa kehotetaan palaamaan miettimian téata
asiaa sen jalkeen, kun hén on perehtynyt lemmojen 1
ja 2 sekd lauseen 1 todistuksiin myohemméssé kappa-
leessa. Jos perhe ei suppene kohti yhtdkdan joukkoa,
perheen sanotaan hajaantuvan.?

v Esimerkki

Maééritelmien toimivuutta on syyté tarkastella esimer-
kin valossa. Miten todistetaan, ettd parametrista A riip-
puva hyperbeli

Hy = {(u,v) € M |u® —v* = X%}
suppenee kohti ristikkéisten suorien yhdistetta
K :={(u,v) € M | |u] = |[v]}?

Olkoon r > 0. Pitda etsid A, > 0, jolle Hy ja K ovat
r-ldheiset aina, kun A > A,.

Sekd H, ettd K ovat peilisymmetrisida kummankin
koordinaattiakselin suhteen, joten riittda tutkia jouk-
kojen niitd haaroja, jotka sijaitsevat tasoneljainneksessa

{(u,v) | w>0, v>0}.

Sielld joukkojen yleiset pisteet ovat muotoa

a:= (\/mm) € Hy, b:=(v,v) e K, v>0.

Pisteiden etéisyys vaakasuunnassa on

d(a,b) = \/(\/U2+/\_2—U>2+(U—1})2
VETA T

PN ? < AT -t
V242409 = AT ’

Néin on naytetty, ettd kun kummasta tahansa joukois-

ta Hy ja K poimitaan mika tahansa piste, toisessa jou-

kossa on sille vastinpiste etdisyyden 1/\ padssi tai 14-

hempéné. Jos valitaan A, = 1/r, kaikilla A > A, pétee

[ V)

3Perheen Ay raja-arvoksi voitaisiin méaéritelld myds tyhjs joukko siiné erikoistilanteessa, jossa jokaista r > 0 kohti on olemassa
sellainen A, > 0, ettd Ay N B(0,r) = 0 aina, kun A > A, (tapaus A — oo) tai vastaavasti A, > X > 0 (tapaus A — 0).
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1/X < r, jolloin Hy ja K ovat r-ldheiset. Viite on titen
todistettu.

Suoran ulkopuolella sijaitsevan pisteen ja suoran vé-
lill& on aina positiivinen etéisyys. Kun se otetaan sé-
teeksi, pisteen ympérille saadaan kiekkoympéristo, jo-
ka ei leikkaa suoraa. Niin ollen suora sisdltdd kaikki
kosketuspisteensé, joten suora on suljettu joukko. Téas-
ta paatellddn helposti, ettd kahden suoran yhdiste K
on suljettu. Télloin K on perheen H) yksikésitteinen
raja-arvo:

lim H)\ =K. A

A—00

Suppeneminen saattaa riippua siitd, tarkastellaanko
joukkoperhetta rajoitettuna tasonelioon vai koko tasos-
sa. Esimerkiksi

{(u,v) € M | v = \u?} B {(0,v) € M | v >0},
—00

mutta ei ole niin, etta

{(u,v) € R* | v = \u?} = {(0,v) € R* | v >0},
—00

silla paraabelin leveys esimerkiksi tasolla v = t on
2\/t/7, joka kasvaa rajatta, kun ¢ kasvaa rajatta. Pa-
raabeli ja positiivinen v-akseli eivit siis milloinkaan ole
r-laheiset, vaikka r olisi kuinka suuri reaaliluku tahan-
sa. Suppeneminen tasossa R? voitaisiin mééritelld niin,
etté silld tarkoitetaan edelld méériteltya suppenemista
kaikissa rajoitetuissa nelidissd erikseen. Silloin paraa-
belien v = Au? perhe suppenisi tissé uudessa mielessé
koko tasossa R2. Kirjoitelman aiheen mukaisesti kiin-
nostuksen kohteena on kuitenkin suppeneminen nelios-

sa M.

Esimerkkeja

v Esimerkki
Kun sinikdyrad y = sinz katsotaan hyvin kaukaa, se
nayttda x-akselilta:

1
Av=sin\u <& v= X sin Au,

joten
1 1
lv] = " | sin Au| < P 0.
Tastéd padtelldan, etté

Ali_}n;(){(u, v) | A =sinAu} = {(u,v) | v = 0}.

Samalla tavalla paatellddn, ettd mille tahansa rajoite-
tulle funktiolle f : R — R pétee

Jim {(u,0) | Ao = FOw)} = {(u,0) | 0 =0},

Funktiota f : R — R, y = f(x), sanotaan rajoitetuksi,
jos sen arvot pysyvét rajoitetulla valilld, ts. on olemas-
sa sellainen vakio C, ettd kaikilla x € R on voimassa

[f@) <C. a

v Esimerkki

Kun sinifunktioon lisdtddn x kertoimeksi, tilanne
muuttuu ratkaisevasti edellisestéd: y = xsinx. Téalloin
funktio ei enéd ole rajoitettu. Skaalauksella saadaan

Av = A usin\u <& v =wusin\u.

y = Xsinx A =80.0

o+ |

v-koordinaatit
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u-koordinaatit
y = Xsinx A = 160.0

0.5

0 \‘\‘!w\‘ll\l“"

LU
i

v-koordinaatit

-0.5

u-koordinaatit

Rajajoukko ei ole enédé ohut kiyra, vaan kaksi umpeen
sutattua kolmiota, jotka yhdessa tayttéavat puolet kart-
taikkunasta:

lim {(u,v) € M | v =wusin \u} =
A—r00

{(u,0) [ o] < lul}- &

v Esimerkki

Tilanne muuttuu edelleen, kun sinifunktioon laitetaan
kertoimeksi x2. Funktion y = x?sinx virdhtelyn laa-
juus kasvaa toisessa potenssissa. Skaalaus tuottaa yh-
talon

A= AuZsin v < v = MuZsin M.
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. y = x3sinx A =80.0
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v-koordinaatit

u-koordinaatit

Kun )\ kasvaa rajatta, lopulta koko karttaikkuna nega-
tiivista ja positiivista v-akselia lukuun ottamatta sut-
taantuvat. Rajajoukko on mééritelmin mukaan sulkeu-
ma, jolloin yksikdén karttapiste ei jaé pois:

)\lim {(u,v) € M | v = ?sin\u} = M. 4
—o0

v Esimerkki

Edellisissé esimerkeissé sinifunktion taajuus oli kaik-
kialla sama. Kun taajuutta pienennetddn sopivasti kau-
as origosta poistuttaessa, saadaan esimerkki kéyras-
té, jolla ei ole raja-arvoa. Sellainen funktio voisi olla
y = xsin(Iln(|z| + 1)). Skaalauksen jilkeen

Ao = Ausin(In(|Au| +1)) <
v = usin(ln(|Au| + 1)).

. y = xsin(In(|x| + 1)) A =50000.0
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Lukijaa kehotetaan miettiméan, miksi raja-arvoa
lim {(u,v) € M | v =wusin(In(| u| + 1))}
A—00

ei ole olemassa. 5

v Esimerkki

Tapausta A — 0 varten rakennetaan sinifunktiosta kay-
rd y = xsin(l/z). Ehto A — 0 tarkoittaa, ettd mit-
takaavaa suurennetaan rajatta, ts. origon ympéaristoa
tarkastellaan yhd enemmén ja enemmén suurentavalla
mikroskoopilla. Skaalauksen jéilkeen

1 1
A=A usin — <& wv=usin —.

A\u A\u

Raja-arvoksi saadaan tutunnékéinen joukko

)l\ii%{(u,v) EM |v=usin(l/(Mu))} =

{(uw,0) [ o] < Jul}-
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Mitdhéan tulisi raja-arvoksi siind tapauksessa, jos ker-
roin x jatettéisiin pois? Olisiko raja-arvoa edes olemas-
sa kéyralle y = sin(1/x)? a

Tehtavia

1) Olkoon f(z) = 2%+ 2x. Miten kiy kiyrille y = f(x),
y = |f(x)] jay = /|f(z)| origon ympéristossd, kun
mittakaavaa suurennetaan rajatta?

2) Funktiosta g oletetaan, ettd se on maéritelty ja deri-
voituva erddlld valilla | —h, h[, missd h > 0, ja g(0) = 0.
Kuinka funktion g kuvaaja kayttaytyy origon ympéris-
tossd, kun mittakaavaa suurennetaan rajatta?

Raja-arvojoukkojen luonnehdinta

Tason osajoukkoa A sanotaan sateittiiseksi, jos se
on yhdiste origosta alkavista puolisuorista ja itse ori-
gosta. Taméa on yhtédpitdvaa sen kanssa, ettd kaikilla
a = (a1,az2) € A ja kaikilla t > 0 patee

ta = (ta1,taz) € A.

Rajatapauksessa pelkké origo yksinddn muodostaa sé-
teittédisen joukon. Séteittdiset joukot ovat kiinnostavia
mm. siitd syystéd, ettd ne ovat tyhjan joukon lisdksi ai-
noat joukot, jotka ovat invariantteja kaikkien skaalaus-
ten suhteen: hy(A) = A kaikille séteittaisille joukoille
A ja kaikille A > 0, ja jos A ei ole séteittdinen eiké tyh-
ja, on olemassa ainakin yksi A > 0, jolle hy(A) # A.
Séteittainen joukko on tdsmaélleen saman nékoinen kai-
kissa mittakaavoissa.

Seuraavat kaksi lemmaa pétevit yleisille joukkoperheil-
le.

Lemma 1

Olkoon A joukkoperheen Aj raja-arvo, kun A — oo, ja
olkoon b tason piste. Oletetaan lisdksi, ettd jokaisella
r > 0 on olemassa sellainen \., ettd B(b,r) N Ay # 0
aina, kun A > A,.. Télloin b € A.

Todistus

Riittaa osoittaa, ettd AU{b} on perheen Ay raja-arvo.
Olkoon r > 0. Pitd4 etsié sellainen A, > 0, jolle AU{b}
ja Ay ovat r-laheiset aina, kun A > A,.. Koska A on
raja-arvo, on olemassa A, 4 > 0, jolle A ja Ay ovat
r-ldheiset aina, kun A > A, 4. Oletuksen mukaan on
olemassa sellainen A, ettd B(b,7) N Ay # 0 aina, kun
A > App. Talloin A, = max(Ar 4, A\rp) tdyttédéd vaadi-
tun ehdon. g

Lemma 2

Olkoon A joukkoperheen Ay raja-arvo, kun A — oo, ja
olkoon ¢ > 0. T&lloin A on joukkoperheen A := Ay,
raja-arvo.

Todistus

Olkoon r > 0. Pitdé etsié sellainen A, > 0, jolle A ja
A ovat r-liheiset aina, kun A > A/. Koska A on raja-
arvo, on olemassa A\, > 0, jolle A ja Ay ovat r-liheiset
aina, kun A > A,.. Télloin A} = Ay, ja A ovat r-laheiset
aina, kun A > A/t =: A\ . m

Seuraavassa lauseessa palataan joukkojen skaalauk-
seen. Aikaisemmasta muistetaan, ettd joukko A; mit-
takaavaan 1:)\ skaalattuna on hy,x(A1).

Lause 1

Olkoon A; tason osajoukko, jolle Ay := hy/x(A1) sup-
penee kohti suljettua joukkoa A, kun A — oco. Talloin
A on siteittainen.

Todistus

Olkoon a € A ja t > 0. Pitdd osoittaa, ettd ta € A.
Olkoon 7 > 0. Lemman 1 perusteella riittad loytda sel-
lainen \., ettd B(ta,r) N Ay # 0 aina, kun A > A,.

Aluksi késitellddn erikoistapaus ¢t = 0. Valitaan joukos-
ta A kiinted alkio a;. Silloin hy/x(a1) = a1/A — 0, kun
A — oo. Siis on olemassa A, jolle hy/x(a1) € B(0,7) =
B(ta,r) aina, kun A > \,.. Viite seuraa siitd, ettd
hi/x(a1) € Ay, jolloin hy,x(a1) € B(ta,r) N Ax # 0.
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Olkoon seuraavaksi ¢ > 0. Koska a € A, ja lemman 2
perusteella A = limy Ay, on olemassa sellainen A\, > 0,
ettd A ja Ay: ovat r/t-ldheiset aina, kun A > A,.. Ar-
voilla A > A, on siis olemassa ay € B(a,r/t) N Ay;.
Silloin tay € B(ta,r)NAx # 0. m

Lemmat 1 ja 2 patevét ilmeisin muutoksin myos silloin,
kun A — 0. Tama seuraa jo siité, etta

lim Ay = lim Ay, .
Ao T AN A

My6s lauseella 1 on vastine tilanteessa A — 0. Seuraa-
vassa esitetddn varmuuden vuoksi ndiden uuteen tilan-
teeseen sovitettujen tulosten sanamuodot. Todistusten
kirjoittaminen jaa lukijalle helpoksi ja opettavaiseksi
harjoitustehtédviksi. Helpoksi sikéli, ettd edelld esitet-
tyjé todistuksia voidaan kayttdd mallina.

Lemma 3

Olkoon A joukkoperheen A, raja-arvo, kun A — 0, ja
olkoon b tason piste. Oletetaan lisdksi, ettd jokaisella
r > 0 on olemassa sellainen A, ettd B(b,r) N Ay # 0
aina, kun A, > A > 0. Télloin b € A.

Lemma 4

Olkoon A joukkoperheen A, raja-arvo, kun A — 0, ja
olkoon ¢ > 0. T&lléin A on joukkoperheen A := Ay,
raja-arvo.

Lause 2

Olkoon A; tason osajoukko, jolle Ay := hy/(A1) sup-
penee kohti suljettua joukkoa A, kun A — 0. T4lloin A
on sateittiainen.

Mikromaailma vs. makromaailma

Edeltdvien lauseiden 1 ja 2 ndkokulmasta matematii-
kan maailmankaikkeus on samalla tavalla sédteittdinen
sekd darimmaéisen pienessd ettd ddrimmaisen suuressa
mittakaavassa. Mutta, mutta ... entdpéas ne “pimeét”
joukot, joilla ei ole raja-arvoa ddrimmaisessa skaalauk-
sessa, esimerkkina funktion y = z sin(In(|z|+1)) kuvaa-
jal Joukoissa on sellaisia, jotka eivit suostu kéyttayty-
maan normien edellyttamalld tavalla — kuten Joukois-
sakin — pimeita yksiloita.

Ympyrajoukot

Olkoon
Cc ::(Ck)zozl = (Cl, C2,C3, .. ')a
O<ci<ep<cez<...

aidosti kasvava paattyméaton jono positiivisia reaalilu-
kuja. Tarkoituksena on tutkia cy-séteisten origokeskis-
ten ympyraviivojen

Sk = {(z,) |2® +y* = i}

yvhdessd muodostamaa joukkoa
S(e) = J Sk-
k=1

Merkinnét c ja S tulevat englannin kielen ympyraé ja
vastaavasti palloa tarkoittavista sanoista circle ja sp-
here. Skaalaus mittakaavaan 1:\ tuottaa joukon

Sx(e) = [ J A" Sk
k=1

misséd
ATk = {(@/Ay/N) |2+ =i}
= {(u,v) |u2 +0? =t /N}.

Kartalla M on nikyvissi ympyraviivan A71S) ke-
hén pisteitd silloin ja vain silloin, kun cx/A < V2
eli cp < V2. Kahden perittiisen ympyrin A~1S} ja
A~LS) 1 etdisyys arvolla A = ¢, /v/2 on

Ck _ Gkl _ | fy Ok T Gk
A A Cl ’

ja tdmaé etéisyys pienenee parametrin \ arvon kasvaes-
sa. Tasta voidaan pédtelld seuraava tulos:

Lemma 5
Jos osamaéaaré,

C — Ck—1
pr(e) 1= L=t
Ck
ldhestyy nollaa, kun k kasvaa rajatta, on olemassa raja-
arvo

lim M N Sx(c) =M.

A—00

Muulloin perheelld S (c) ei ole raja-arvoa, kun A — oco.

Kirjain p on kreikkalaisen kirjaimiston r, joka puoles-
taan on englannin kielen suhdetta merkitsevin sanan
ratio alkukirjain. Lemman 5 viimeinen viite perustuu
raja-arvon sateittdisyyteen: origokeskisten ympyroiden
yvhdiste on sdteittdinen vain kun se tayttaa koko tason.

v Esimerkki
Jonon ¢ = (1,2,3,...) tapauksessa

Lemman 5 perusteella

lim M N Sy(c) = M.

A—00
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Kuvassa p = 0 tarkoittaa, ettd kaikki positiiviset ko-
konaisluvut ovat mukana (so. ei Eratostheneen seulaa,
ks. seur.). a

v Esimerkki

Jonosta (1,2, 3,...) voidaan karsia pois yhdistettyja lu-
kuja Eratostheneen seulalla. Seulominen tarkoittaa, et-
ta ensin karsitaan pois ykkonen ja kakkosta isommat
parilliset luvut, kolmosta isommat kolmella jaolliset lu-
vut jne., kunnes kaikki lukua p isommat luvulla p jaol-
liset luvut on heitetty pois. Kun karsinta tehdéén esi-
merkiksi arvolla p = 3, hylatdan kaikki parilliset luvut
ja kolmella jaolliset luvut lukuja 2 ja 3 lukuun otta-
matta. Jonoon jadvat luvut

¢ =(2,3,5,7,11,13,17,19, 23,25, 29, 31, 35, 37,
41,43,47,49,53,55,59, . ..).

Peréattdisten lukujen erotuksista muodostuu jono
(1,2,2,4,2,4,2,4,2,4,2,4,2,4.2/4,2.4,2.4,2,...).

Se on jaksollinen kolmannesta alkiosta 2 = 7 — 5 ldh-
tien. Jaksona on kaksialkioinen jono (2,4). Itse asiassa

Eratostheneen seula tuottaa aina sellaisen jonon, jonka
erotusjono on jaksollinen tietystéd kohdasta eteenpéin.
Perustele! Jos seulotun jonon alkiot otetaan ympyran
siteiksi, kahden peréttéiisen sdteen erotuksella ¢y —cp_1
on jaksollisuuden takia &déarellinen ylaraja C', so. arvo,
jota suuremmaksi erotus ei voi tulla. Talloin

Cr — Ck—1 C

< =
Ck Ck

— 0,
k—o0

pr(c) =
Lemman 5 perusteella

lim MﬁS)\(C) = M.

A— 00

p=3 A=100
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Kuvassa p = 3 tarkoittaa, ettd kahdella ja kolmella
jaolliset yhdistetyt luvut on karsittu pois. a

v Esimerkki

Sadejonoille ¢, := k*® ja ¢}, := a®, missi s > 0jaa > 1,
patee
Ck — Cr—1 - k® — (k — 1)5
[ o ks
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k—1 1

r k
S R =1-->0
a

), N ak
Mitd voidaan pééatelld vastaavien joukkoperheiden
Sx(c) ja Sa(c) suppenemisesta, kun A — co? 4

Alkulukuympyrat

Kun Eratostheneen seulalla karsitaan pois kaikki luku-
jen 2,...,p monikerrat, kokonaislukujen 2 ja p? vilille
jaavat vain kyseisen vélin alkuluvut. Miksi? Oheisiin
kuviin on piirretty ne ja vain ne ympyréat, joiden séteet
ovat alkulukuja. Yhdistetyt luvut on poistettu Eratos-
theneen seulaa kiyttiden. Pisin yhtenédinen aukko on al-
kulukujen 1327 ja 1361 vélilla. Siind on 33 yhdistettya
lukua. Aukko néahdian jalkimmaéisessd kuvassa muita
paksumpana valkoisena ympyréarenkaana.

A = 1000.0

p=32
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Valille [0, z] osuvien alkulukujen lukumé&irdd merki-
taan yleiseen tapaan

m(x) := #{p | p on alkuluku ja p < z}.

Merkinta #J tarkoittaa joukon J alkioiden lukuméé-
rad. Luku 7(z) sellaisenaan ei kerro paljoakaan siité,
kuinka etddlld toisistaan kaksi vélin [0, x| peréttaistd
alkulukua enimmilla&n voivat olla. Vuonna 1896 todis-
tetun alkulukulouseen mukaan

lim @ =1.
T—00 -
Inx

Alkulukulauseelle on keksitty useita todistuksia, jois-
ta toiset ovat “elementaareja”, ja toiset perustuvat jé-
reimpéaan matemaattiseen koneistoon. Elementaareiksi
kutsutut todistuksetkin ovat huomattavasti monimut-
kaisempia kuin mihin lukiossa tai yliopisto-opintojen
alussa on totuttu. Ymmarrettavistd syistd alkuluku-
lauseen todistusta ei esitetd tdssd. Huomaa, ettd Inx
on verrannollinen vélin [0, z] suurimman kokonaisluvun
desimaaliesityksen numeroiden maaraan.

Alkulukujen (engl. prime) jonoa merkitdin
P ::(p17p2>p37 .. )

=(2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,
41,43,47,53,...).

Esimerkiksi oppikirjassa [1] (teoreema 4.5, s. 80) alku-
lukulause osoitetaan yhtapitaviksi sen kanssa, etté

Pk _
Talloin
e e _ klnk )
Pt Goomeey (k- 1(k—1) koo

Raja-arvoyhtdlon

. klnk
lim

A D= 1)

todeksi osoittaminen jatetdan lukijalle harjoitustehté-
vaksi. Lopulta siis

Pk — Pk—1 1
pr(p)=———=1-—5— —— 0.
Pk P k—o0

Tasté ja lemmasta 5 padtellddn, ettd on olemassa raja-
arvo
lim M NSx(p) =M.

A—o0
Toisin sanoen: kun mittakaavaa pienennetdéin rajatta,
kartalle piirretyt origokeskiset alkulukuympyrit peit-
tavit kartan lopulta kokonaan. Vaikka Eratostheneen
seulalla seulotaan kaikki yhdistetyt luvut pois, jéljelle
jad lukuja riittdvasti mustaamaan koko kartan.

Lukija voi Wikipediaa ja muita verkkodokumentteja
apuna kayttden miettid, miten kdy, kun alkukujen jo-
nosta otetaan mukaan vain ne, joiden indeksi on alku-
luku. Tarkastelun kohteena on silloin paljon harvempi
jono

(ppk)zozl = (p2,p3ap5ap7apll7 .. )
— (3,5,11,17,31,...).
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Tamén jonon alkioita sanotaan superalkuluvuiksi (engl.
super prime). Superkarsinta voidaan toistaa, jolloin
saadaan supersuperalkuluvut jne. Muutaman iteroin-
tikierroksen jdlkeen syntyy, jos ei muuta, niin hausko-
ja kuvia ainakin. Indeksit voidaan valita mistd tahansa
muustakin positiivisten kokonaislukujen jonosta, kuten
esimerkiksi Fibonaccin jonosta

f:=(f)iz; =(1,1,2,3,5,8,13,21,34,...),
jossa alkio on aina kahden edellisen summas:

fi=1, fo=1, fo=fro2+ fo1, k=3

Liite: Python-koodi kuvaajan piirtdmiseen

Koodista on helppoa muokata vastaava koodi esimer-
kiksi OcTAVElle.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

=]
I

10000
L=5.0

# Piirretddn y=x*sin(x) mittakaavassa 1:L
= np.linspace(-L,L,n)
= wknp.sin(L*u)

< e

fig = plt.figure()

ax = fig.add_subplot(1l, 1, 1)
ax.set_aspect(’equal’)
plt.grid(True)
plt.x1im([-L,L])
plt.ylim([-L,L])

plt.plot(u, v, ’k’)

plt.show()

Viitteet

[1] Apostol, T. M.: Introduction to Analytic Number
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