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Euroopan tyttojen matematiikkaolympialaiset 2021

Veera Nurmela, Tianyue Sun ja Anni Tapionlinna

Euroopan tyttojen matematiikkaolympialaiset eli EG-
MO jarjestettiin jo toista kertaa etdkilpailuina 9.-
15.4.2021. Kilpailujen jirjestdjamaana toimi Georgia.
Suomi sijoittui parhaiten osallistuneista Pohjoismais-
ta, ollen 45. yhteensd 55 joukkueen joukossa. Suomen
joukkueeseen kuuluivat Aino Aulanko, Veera Nurmela,
Tianyue Sun ja Anni Tapionlinna.

Tehtévat olivat molempina kilpailupaivind haasta-
vat, mikd ndkyi matalina mitalirajoina. Tdnd vuon-
na pronssimitalin saamiseen olisi riittdnyt kahdeksan
pistetté, kun jokaisen tehtdvin maksimipisteméaéra on
seitsemén pistetta.

Veera Nurmelan kokemuksia kilpailusta

Sain kunnian osallistua nyt neljiattd kertaa Euroopan
tyttojen matematiikkaolympialaisiin. Kilpailu oli, ku-
ten edellisind vuosinakin, hieno kokemus. Kilpailusta
jéi mieleen niin matematiikkaan liittyvid ajatuksia kuin
muistoja mukavista tapahtumista.

Vaikka kilpailut jarjestettiin etédné, sain tutustua jouk-
kueeseemme ja muiden maiden kilpailijoihin interne-
tin valitykselld sekd mielenkiintoisiin tehtédviin. Kilpai-
lun perinteiset alku- ja loppuseremoniat olivat juhlal-
lisia etatilaisuuksia. Muihin kilpailijoihin paasin tutus-
tumaan rennosti pelien ja muiden yhteisten aktiviteet-
tien kautta.

Harjoittelin kilpailuihin ylioppilaskirjoitusten kiireiden
loputtua edellisvuosien tehtédvien ja valmennuksen ma-

teriaalin avulla. Odotin kilpailua hieman jannittynee-
né, silld luvassa oli taas haastavia matemaattisia on-
gelmia.

Oletetusti tdndkin vuonna tehtédvit olivat vaikeita,
mutta monilta osin ldhestyttavid. Neljan ja puolen tun-
nin kilpailuaika kului molempina péaivind hujauksessa.
Ensimmaéisend péivind ensimmaéinen lukuteorian teh-
tdvd oli kiinnostava. Sain nopeasti tdhdn tehtédvaian
ideoita siita, millaisella jaollisuuteen perustuvalla ta-
valla voitaisiin padtelld lukujen olevan ihkuja. Kuiten-
kin liian nopea ideointini tuotti ajatteluvirheen, jonka
huomasin ensimmaéisen kilpailupédivan jalkeen.

Toinen paiva sujui paremmin, tehtdvissa oli omaa suo-
sikkialuettani geometriaa ja kombinatorista geometri-
aa. Geometrian tehtdvin kanssa péésin hyvin vauhtiin
ja loysin tehtavén ratkaisun kannalta olennaisia tulok-
sia. Kuitenkaan en ehtinyt naitd kaikkia osoittamaan
ja vieméan tehtavdd loppuun. Tehtédvit osoittautuivat
vaikeiksi muillekin ja sijoitukseni olikin suhteellisesti
parhaani.

Olin hyvin iloinen, ettéd péaédsin osallistumaan kilpailuun
vield viimeistd kertaa. Matematiikkavalmennuksen ja
kilpailuiden myo6td on ollut mukava seurata omaa ke-
hittymistani, kohdata kerta toisensa jidlkeen haastavia
ongelmia sekd tavata muita matematiikasta innostu-
neita henkil6itd. Vuosien aikana olen huomannut, etta
tehtaviin 16ytda entistd enemmén ja nopeammin uusia
ideoita seka tehtédviéd tehdessd on kriittisempi oman rat-
kaisun paikkansapitavyyteen.
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Tehtavia

Tehtava 1. Luku 2021 on dhku. Jos yksikdan joukon
{m,2m + 1,3m} alkio on ihku, kun m on positiivinen
kokonaisluku, niin ne kaikki ovat ihkuja. Seuraako tés-
té, ettd luku 20212921 on ihku?

Tehtava 2. Maarita kaikki funktiot f: Q — Q, joilla
yhtéalo

faf(@)+y) = fly) +

pétee kaikilla rationaaliluvuilla z ja y.

Tehtava 3. Olkoon ABC kolmio, jossa on tylppéa kul-
ma A. Olkoot E ja F ne pisteet, joissa kulman A
ulkokulman puolittaja leikkaa kolmion ABC' kérkien
B ja C kautta kulkevat korkeusjanat tai niiden jat-
keet (téssd jarjestyksessd). Olkoot M ja N sellaiset
janojen E'C ja F'B pisteet (tdssd jarjestyksessd), et-
td LZEMA = /BCA ja ZANF = ZABC'. Osoita, ettd
pisteet E, F', N, M ovat ympyrélla.

Tehtidvi 4. Olkoon kolmion ABC sisdédnpiirretyn ym-
pyrén keskipiste I ja olkoon D mielivaltainen piste si-
vulla BC'. Pisteen D kautta kulkeva suoran BI kanssa
kohtisuora suora leikkaa suoran CT pisteessd E. Pisteen
D kautta kulkeva suoran C1 kautta kohtisuora suora
leikkaa suoran BI pisteessa F'. Todista, etté pisteen A
peilaus suoran EF suhteen on suoralla BC'.

Tehtava 5. Tasossa on erityinen piste O, jota kutsu-
taan origoksi. Olkoon P tason 2021 pisteen joukko, joka
toteuttaa seuraavat ehdot:

(i) mitkddn joukon P kolme pistettd eivit ole samalla
suoralla ja

(ii) mitkadn kaksi joukon P pistettd eivit ole suoralla,
joka kulkee origon kautta.

Kutsutaan kolmiota pulleaksi, jos sen karjet ovat jou-
kossa P ja piste O on aidosti kolmion sisdpuolella. M&a-
ritd pulleiden kolmioiden suurin mahdollinen lukumé&a-
ra.

Tehtava 6. Onko olemassa epanegatiivista kokonais-
lukua a, jolle yhtalolla

BRI

on yli miljoona eri ratkaisua (m,n), missa m ja n ovat
positiivisia kokonaislukuja?

Ratkaisut tehtaviin 1, 3 ja 4
Tehtava 1

Vastaus: Kylld, 20212021 on ihku. Todistetaan timi
kahden lemman avulla.

Lemma 1. 1 ja 2 ovat ihkuja

Todistus lemmalle 1. Kayttamaélla kaavoja m, 2m-+1
ja 3m takaperin saadaan:

2021 673 224 74 —+24 -8 —-2—=5— 1.
Taten luvut 1 ja 2 ovat ihkuja.
Lemma 2. n on ihku < 3n, 3n+ 1, 3n+ 2 ovat ihkuja.

Todistus.

n — 3n

n—-2n+1—-6m+3—->3n+1

n—2n+1—4n+3 — 12n+ 9 — 36n + 27
—-18n+13—=9n+6 — 3n+ 2.

n
Téaten siis n on ihku vain jos [g] on.

Téaten lemmoista 1 ja 2, operaatioiden n — 3n, n —
3n+ 1, n — 3n + 2 avulla ldhtien luvuista n = 1 ja
n = 2, saadaan, ettd jokainen positiivinen kokonaislu-
ku on ihku, joten 20212°2! on ihku.

Tehtava 3

Tamaén tehtdvin ratkaisu perustuu lemmaan, jonka to-
distus esitetdén ennen itse tehtévan ratkaisua.

Lemma. Olkoon ABC tasakylkinen kolmio, jolla
AB = BC ja olkoon P jokin piste janalla AC. Pis-
teen P kautta kulkeva normaali janalle AB kohtaa ja-
nan BC jatkeen pisteessd T. Jos AT kohtaa kolmion
ABC ympaéripiirretyn ympyréan uudelleen pisteessa K,
niin ZAKP = ZABP.

Todistus. Olkoon H kolmion ABC ortokeskus. Tal-
16in /ZBHP = 180° — Z/ZBAC = 180° — ZBCP, eli
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BHPC on jédnnenelikulmio. Téastd saamme TK -TA =
TC-TB = TP -TH, josta seuraa se, etti AHPK on
myos jannenelikulmio. Nyt ZAKP = 180° — ZAHP =
Z/ABP ja viite on todistettu.

Nyt voimme palata tehtavéin ratkaisuun.

H on B ja C'n kautta kulkevien korkeusjanojen leik-
kauspiste. Piirretdan kolmion H EF ympari ympyré ja
merkitadn M':lla ja N':lla sen leikkauspisteitd jano-
jen EC ja BF kanssa. Haluamme nyt osoittaa, etta
M = M’ ja N = N/, silli tasta seuraa, ettd B, F, M
ja N ovat samalla ympyréalla.

Selkeéasti A on kolmion BHC ortokeskus. Tastd seu-
raa, ettdi /BHA = /BCA, ZCHA = /ZCBA ja
/HBA = /ZHCA.

Nyt /ZHEF = /HBA+ /FAB = /HCA+ /FAC =
/HFFE eli kolmio HEF on tasakylkinen kolmio, jossa
HE =HF.

Aikaisemmin todistetun lemman mukaan ZAM'E =
/AHE = /ACB sekd ZAN'F = ZAHF = /ABC.
Tésté seuraa, ettd N’ = N sekd M’ = M ja olemme
valmiit.

Tehtava 4

Pyritdédn ensin todistamaan, ettd AFITFE on janneneli-
kulmio.

I on kolmion ABC kulmanpuolittajien leikkauspiste.
Taten LIBA = ZDBF. Kolmiosta BAI saadaan, et-
td LAIB = 180° — ZBAI — ZIBA. Huomataan, etté

1
ZICB = §4ACB =90° — (£LBAI + ZIBA). Saadaan

/FDB
=180° — ZCDF
= 180° — (180° — /ZDMC — Z/ICB)
= 180° — (180° — 90° — (90° — (/BAI + ZIBA)))

ja ZFDB = 180° — /BAI — /IBA = ZAIB. Ti-
ten LFBD = ZAIB ja ZIBA = ZDBF, ja seu-
raa /BAI = ZBFD. Siis kolmiot AFDB ja ANAIB

ovat yhdenmuotoisia. Yhdenmuotoisuudesta saadaan

AB BI
— = —. Ti & /DBI = /IBD. Ta-
Vo 5D iedetdan, etta a

ten kolmiot AIBD ja NAABF ovat yhdenmuotoiset,
sks. Téten siis LIDB = ZAFB. Vastaavasti voi-
daan osoittaa, ettd kolmiot AEDC ja AAIC seka kol-
miot AIDC ja AAEC ovat yhdenmuotoisia, saadaan
ZCDI = ZCEA. Saadaan 180° = ZCDI + ZIDB =
/IEA+ ZAFI. Taten AFIE on jannenelikulmio.

Olkoon G kolmioiden AEC ja AF B ymparysympyroi-
den leikkauspiste. Osoitetaan nyt, ettd G on sivulla
BC.

Koska AEGC' on jannenelikulmio, Z/CEA = ZCGA
ja vastaavasti jannenelikulmiosta AFGB saadaan
/AFB = ZAGB. Taten ZCEA + ZAFB = 180° =
/CGA+ ZAGB. Téten G on sivulla BC.

Koska AEGC on jannenelikulmio ja EC on kulman-
puolittaja, on AE = EG. Myoskin, koska AFGB on
jannenelikulmio ja F'B kulmanpuolittaja, on AF =
FG. Téaten kolmiot AAEF ja AEFG ovat yhtenevét,
sss. Taten G on piste A peilattuna sivun E'F' suhteen.
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