Solmu 1/2021

Solmun tehtavien ratkaisut

Solmun numerossa 3/2020 julkaistiin kaksi tehtavisar-
jaa, tehtavét I lukiolaisten lisdksi myos edistyneille yla-
koululaisille ja tehtévéat I lukion pitkdn matematiikan
oppilaille. Julkaisemme nyt tehtdvien ratkaisut.

Tehtavat 1

I.1. Kumpulan Pallo teki jalkapalloturnauksen neljas-
sé ottelussa yhteensé kolme maalia. Vastustajina olleet
joukkueet tekivit Kumpulan Palloa vastaan pelates-
saan yhteenséd kaksi maalia. Voitosta saa kolme pistet-
té, tasapelistd saa yhden pisteen ja tappiosta ei saa yh-
tadn pistettd. Kuinka monta pistettd Kumpulan Pallol-
la on mahdollista olla pelattujen neljan pelin jalkeen?

Ratkaisu. Kumpulan Pallon kolme maalia on ollut mah-
dollista tehda yhdesséa, kahdessa tai kolmessa ottelus-
sa. Vastustajien kaksi maalia on voitu tehda yhdessa
tai kahdessa ottelussa. Néin ollen neljdn ottelun tulok-
set voivat olla mitkd tahansa seuraavista 15 mahdolli-
suudesta (ei valttamatta esitetyssi jarjestyksessi):

3-2, 0-0, 0-0, 0-0. Pisteet ovat 3+1+1+4+1 =6.

3-0, 0-2, 0-0, 0-0. Pisteet ovat 3+0+1+1=5.
3-0, 0-1, 0-1, 0-0. Pisteet ovat 3+ 04+ 0+ 1 = 4.
3-1, 0-1, 0-0, 0-0. Pisteet ovat 3+0+1+1=5.
2-2, 1-0, 0-0, 0-0. Pisteet ovat 1 +3 4+ 1+ 1 = 6.
2-0, 1-2, 0-0, 0-0. Pisteet ovat 3+0+4+1+1=5.

2-0, 1-0, 0-2, 0-0. Pisteet ovat 3+34+0+1=7.

2-1, 1-1, 0-0, 0-0. Pisteet ovat 3+1+1+1 =6.

2-1, 1-0, 0-1, 0-0. Pisteet ovat 3+3+0+1="7.

2-0, 1-1, 0-1, 0-0. Pisteet ovat 3+1+0+ 1 = 5.

2-0, 1-0, 0-1, 0-1. Pisteet ovat 3+ 3+ 0+ 0 = 6.

1-2, 1-0, 1-0, 0-0. Pisteet ovat 0+3 +3+1=7.

1-0, 1-0, 1-0, 0-2. Pisteet ovat 3+3+3+0=09.

1-1, 1-1, 1-0, 0-0. Pisteet ovat 1 + 14340 = 5.

1-1, 1-0, 1-0, 0-1. Pisteet ovat 1 +3+34+0=T7.

Kumpulan Pallolla voi siis olla 4, 5, 6, 7 tai 9 pistetta.

1.2. Roope-robotti on suljettu huoneeseen, joka on
ruudutettu tilanteen hahmottamisen helpottamiseksi.
Roope kulkee suoraan yhteen suuntaan, kunnes térméa
seindén. Silloin hdn kdantyy oikealle ja jatkaa suoraan
kddntymadnsd suuntaan. Jos oikealla on seind ja hén
ei voi kadntya oikealle, niin hin kdantyy vasemmalle ja
jatkaa suoraan kddntymaéaédnsa suuntaan. Jos hén ei voi
kadntyd oikealle eiké vasemmalle, han pysdhtyy ja jaa
kyseiseen ruutuun.

Kuvassa 1 on huone, jossa Roopen léhtiessa liikkeelle
ruudusta 1 héan kiertdd koko huoneen ja paityy takai-
sin ruutuun 1, johon pyséhtyy. Kuvassa 2 on huone, jos-
sa Roopen lahtiessé liikkeelle ruudusta 1 tai ruudusta
2 hén paatyy takaisin ldhtoéruutuun ja pyséhtyy siihen.
Kuvassa 3 on huone, jossa Roopen lahtiessd ruudusta 1
hén pédatyy ruutuun 2 ja pysdhtyy siihen, ja lahtiessdan
ruudusta 2 han paatyy ruutuun 1 ja pysdhtyy siihen.

Piirrd huone, jossa on nelji aloitusruutua: Jos Roope
ldhtee liikkeelle ruudusta 1, han padtyy ruutuun 2 ja
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pyséhtyy siithen. Jos Roope ldhtee liikkeelle ruudusta
2, hin pdatyy ruutuun 3 ja pysdhtyy siihen. Jos Roope
lahtee liikkeelle ruudusta 3, h&n péityy ruutuun 1 ja
pyséhtyy siihen. Jos Roope lahtee liikkeelle ruudusta 4,
hén paatyy takaisin ruutuun 4 ja pysdhtyy siihen.

Kuva 1.

Kuva 2.

Kuva 3.

Ratkaisu. Huone ja aloitusruudut voivat olla esimerkik-
si seuraavat:

4

1.3. Pydred poytd on huoneen kulmassa, katso kuva.
Poydén halkaisija on 170 cm. Poydén reunassa oleva
kohta on 10 cm etéisyydelld kuvassa vaakasuorassa ole-
vasta seindstd. Laske kohdan etdisyys kuvassa pysty-
suorassa olevasta seinésté.

Ratkaisu. Seindstd 10 cm etdisyydelld oleva kohta voi
olla kahdessa pisteessd poydén reunassa. Merkitdan
néitéd pisteitd P ja P,, katso kuva. Kuvan merkinnéin
Pythagoraan lauseen perusteella

z? = 852 — 752 = 1600,
joten x = 40 cm. Néin ollen pisteen P; etdisyys pys-

tysuorasta seindstd on 85 — 40 = 45 cm ja pisteen Ps
etédisyys pystysuorasta seinédstd on 85 + 40 = 125 cm.

85

85 75
T T

P, 10_""P

I.4. Suorakulmion jokaiselta sivulta valitaan yksi pis-
te ja vierekkéisten sivujen pisteet yhdistetdén toisiinsa
janalla. Milld ehdolla muodostuneen nelikulmion pinta-
ala on puolet suorakulmion pinta-alasta?

Ratkaisu.

Tarkastellaan ylla olevan kuvan numeroituja kolmioita
1-4 ja niiden kolmiopareja, joilla on sama hypotenuusa.
Pareina olevien kolmioiden pinta-alat ovat samat. Suo-
rakulmiossa sisempéné olevat kolmiot eivét ole paallek-
kéin ja ison suorakulmion sisélle ja& pieni suorakulmio
T. Talloin numeroitujen kolmioiden yhteispinta-ala on
pienempi kuin puolet ison suorakulmion pinta-alasta.
Suorakulmion sisélle muodostuneen nelikulmion pinta-
ala on puolet ison suorakulmion pinta-alasta tdsmaélleen
silloin, kun pieni suorakulmio T haviaé. Nain tapahtuu
silloin, kun ison suorakulmion vastakkaisilta vaakasi-
vuilta valitut pisteet sijaitsevat samalla pystysuoralla
tai vastakkaisilta pystysivuilta valitut pisteet sijaitse-
vat samalla vaakasuoralla.
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Pisteiden valinnat ison suorakulmion sivuilta voivat
johtaa myo0s yll& olevassa toisessa kuvassa esitettyyn ti-
lanteeseen, jossa suorakulmiossa sisempéané olevat kol-
miot ovat paéllekkdin pienen suorakulmion S verran.
Talléin numeroitujen kolmioiden yhteispinta-ala on
suurempi kuin puolet ison suorakulmion pinta-alasta.
Suorakulmion sisélle muodostuneen nelikulmion pinta-
ala on jélleen puolet ison suorakulmion pinta-alasta
tdsmélleen silloin, kun pieni suorakulmio S héaviaa.
Néin tapahtuu myo6s nyt silloin, kun ison suorakulmion
vastakkaisilta vaakasivuilta valitut pisteet sijaitsevat
samalla pystysuoralla tai vastakkaisilta pystysivuilta
valitut pisteet sijaitsevat samalla vaakasuoralla.

Ison suorakulmion sisdlle muodostuneen nelikulmion
pinta-ala on siis puolet suorakulmion pinta-alasta tés-
mélleen silloin, kun ison suorakulmion vastakkaisilta
vaakasivuilta valitut pisteet sijaitsevat samalla pysty-
suoralla tai vastakkaisilta pystysivuilta valitut pisteet
sijaitsevat samalla vaakasuoralla, esimerkkikuva alla.

1.5. Korvaa lausekkeessa
lo203040506070809 =100

jokainen ympyré o jonkin peruslaskutoimituksen sym-
bolilla niin, ettd yhtalo péatee. Sulkeita ei saa kdyttas.

Ratkaisu.
1+2+34+4+54+6+7+8-9=100

tai
1-2-3+44+5+6+7+8-9=100.

[.6. Suorakulmion ABCD sivun AB pituus on 2 ja si-
vun AD pituus on 3. Janat AC' ja C'E ovat yhtéa pitkia,
katso kuva. Miké on janan BE pituus?

Ratkaisu. Jatketaan kuvassa esitetyn mukaisesti jano-
ja AB ja AD siten, ettd muodostuu iso suorakulmio
AFEG. Talloin suorakulmaisen kolmion BF E hypote-
nuusa on kysytty jana BE. Koska kateetin BF pituus
on 2 ja kateetin F'E pituus on 6, niin hypotenuusan
BE pituus on Pythagoraan lauseen perusteella

|BE| = /22 4 62 = V40 ~ 6,3.

3 D 3
A G
2
B C
2
r L] E
6

1.7. Ratkaise yhtélo
323 x

o — 2.
-1 z-1

Ratkaisu. Oletetaan, ettd x # 1. Talloin
33 x
-1 z—-1

323 T
(x—1D)(@2+z+1)
33—zt +1)

S (z—1)(z2+z+1)
2

—1‘:2

rx—1

_ 223 —
23 -1
tédsmélleen silloin, kun
20% — 1% —x =223 -2
eli
2?4+ -2=0.
Toisen asteen yhtélon ratkaisukaavalla saadaan
-1+v1244-1-2 —-1+43
xr = =
2.1 2

eli x = —2 tai x = 1. Naistéd vain x = —2 kelpaa rat-
kaisuksi.

1.8. Yhtion vuoden 2019 tulot kasvoivat 25 % ja menot
kasvoivat 15 % edellisvuoteen verrattuna. Yhtién voit-
to (= tulot — menot) kasvoi 40 %. Kuinka suuri osuus
yhtion tuloista kului yhtion menoihin vuonna 20197

Ratkaisu. Merkitdan vuoden 2018 tuloja T5p18, vuoden
2019 tuloja T5p19, vuoden 2018 menoja Mg ja vuo-
den 2019 menoja Msg1g9. Tiedetéddn, etté
Tao19 = 1,25T5018, Mag19 = 1,15Ma018 ja
Too19 — Mao19 = 1,4(T2018 — M2018)-
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Kahdesta ensimmaéisestd yhtélostd saadaan

8 . 20
Too18 = ET2019 ja Mgz = 2*3M20197

jotka kolmanteen yhtéloon sijoittamalla saadaan

14 [/ 8 20
To019 — Mag19 = 0 (10T2019 - M2019> .

Nain ollen
5 _ 34
53 2019 = S f2019;
joten
Maorg _ 3 23 _ 69 _ oo
To9 25 5 125

Néin ollen 55,2 % yhtion tuloista kului yhtion menoihin
vuonna 2019.

1.9. Kuusi korttia numeroidaan yhdestd kuuteen ja se-
koitetaan. Kolme korttia nostetaan perdkkéin ilman ta-
kaisinpanoa. Mikd on todennékéisyys, ettd tuloksena
saatu kolmen luvun jono on kasvava?

Ratkaisu. Kuudesta kortista voidaan kolme korttia nos-
taa 6 -5 -4 = 120 eri tavalla. Kasvavia kolmen luvun
jonoja ovat 123, 124, 125, 126, 134, 135, 136, 145, 146,
156, 234, 235, 236, 245, 246, 256, 345, 346, 356 ja 456,
joita on yhteensé 20. Néin ollen kysytty todennékoéisyys

on
20 1

120 6
Tehtavat 11

1
II.1. Reaaliluvulle = patee x + — = 5. Méaarita lukujen
x

1
2
2+ —
.132

Ratkaisu. Koska

1
ja a® + pc tarkat arvot.

1\? 11 1
<x+> =r’+2.z- -+ 5 =2+ 5 +2,
X X i x
niin
1 1\?
x2+2<x+> -2=5-2=23.
X
Koska
3
1 5 , 1 11
r+—| =" +3-2°-—+3-x- 5+ 3
x X X X
31
=2’ +3r+ -+
X T
1 1
:x3+3+3<x+>,
X x
niin

I1.2. Ratkaise yht&lo
1 1 2

sinz sin2z sindx’

Ratkaisu. Koska yhtélossd esiintyvien nimittdjien on
oltava nollasta poikkeavia, niin on oltava = # n - 7,
missd n € Z. Sinin kaavoja sin2z = 2sinzcoszx ja
sin 4x = 2sin 2x cos 2x = 4sin x cos x cos 2z kayttamal-

14 saadaan yhtélo kirjoitettua muodossa

1 1 2
sinx 2sinxcosz 4 sin x cos x cos 2z’

josta samannimisiksi laventamalla

4 cosx cos 2z — 2cos2x 2

4 sin x cos x cos 2x

4 sin x cos x cos 2x

ja edelleen
4 cosxcos2x — 2cos2x = 2.

Nyt kosinin kaavaa cos2r = 2cos?x — 1 kiyttadmalla
saadaan

4eosz(2cos’x —1) —2(2cos’x — 1) = 2,

joten
cosz(2cos’x — cosx — 1) = 0.

Koska x # n - 7, niin cosz # 0, ja néin ollen on oltava
2cos’z —cosz — 1 =0.

Toisen asteen yhtélon ratkaisukaavalla saadaan

1+£VI+8 1+3

cosx = 1 1

joten cosx = f% tai cosx = 1. Naistd vain ensimmaéi-
nen ratkaisu kelpaa, joten

2 4
x:?ﬂ-—i—lﬁﬂ tai %4—1@2#, missé k € Z.

I1.3. Maarité perakkaiset kokonaisluvut, joiden summa
on 100.

Ratkaisu. Merkitadn perdkkéisten kokonaislukujen lu-
kuméarad n ja ensimméistd lukua a. Koska lukujen
keskiarvo kerrottuna lukujen maérélla on 100, toisin
sanoen

at+a+(n—1) .nin(Qa—i-n—l) 100

2 2

niin
n(2a +mn — 1) = 200.
Koska n on positiivinen kokonaisluku, niin my6s 2a +

n — 1 on positiivinen kokonaisluku. Havaitaan liséksi,
ettd luvuilla n ja 2a +n — 1 on erilainen pariteetti,
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eli luvuista toinen on parillinen ja toinen on pariton.
Tésté seuraa, ettd n on luvun 200 tekija, joka on joko
pariton tai luvulla 8 jaollinen. Jalkimmaéinen havainto
seuraa siité, etta jos n on parillinen, niin 2a4+n —1 on
pariton, joten luvussa 200 = n(2a +n — 1) = 2352 on
tekijin 23 oltava luvun n tekiji. Néin ollen n voi olla
1, 5, 8, 25, 40 tai 200, joita vastaavat luvut a saadaan
vhtilosta

200 —n%+n

N 2n '

Lukua n = 1 vastaa siis luku a = 100, lukua n = 5
vastaa luku a = 18, lukua n = 8 vastaa luku a = 9,
lukua n = 25 vastaa luku a = —8, lukua n = 40 vastaa
luku @ = —17 ja lukua n = 200 vastaa luku a = —99.
Perékkéisten kokonaislukujen summa on néin ollen 100
seuraavissa kuudessa tapauksessa:

a

100;

18,19, 20,21, 22;
9,10,11,...,15,16;
—-8,-7,—6,...,15,16;
—17,-16,-15,...,21,22;
—99,-98,-97,...,99,100.

I1.4. Osoita, ettd epayhtalo

2% + xy + y? Loty 22 + y2
3 - 2 2

patee kaikilla positiivisilla luvuilla x ja y.

Ratkaisu. Korottamalla epayhtalé puolittain toiseen
potenssiin saadaan yhtépitévé epayhtalo
(@ +ay+y°)° _ (@490 +¢°)
9 - 8 ’

joten
8(z? + zy +y*)? < 9z +y)? (22 +4?)
ja edelleen

0 <z + y* + 223y + 229 — 6222
= (22 = y*)? + 2zy(z —y)*.

Viimeinen lauseke on ei-negatiivinen kaikilla positiivi-
silla luvuilla = ja y, joten vdite on todistettu. O

I1.5. Heitetddn kolikkoa 10 kertaa perédkkéiin. Jos saa-
daan kruuna, niin kirjoitetaan paperille numero 2. Jos
saadaan klaava, niin kirjoitetaan paperille numero 3.
Numerot kirjoitetaan perdkkéin arpomisjirjestykses-
sd. Mikd on todennékéisyys, ettd tuloksena saatu 10-
numeroinen luku on jaollinen luvulla (a) 3, (b) 4?

Ratkaisu. Mahdollisia 10-numeroisia lukuja on 29 =
1024.

(a) Tuloksena oleva luku on jaollinen luvulla 3, jos sen
numeroiden summa on jaollinen luvulla 3. Koska luku
sisaltdd vain numeroita 2 ja 3, niin numeroiden summa
on jaollinen luvulla 3 tédsmélleen silloin, kun numeroi-
den 2 lukumaéra on jaollinen luvulla 3, eli niitd on 0,
3, 6 tai 9. Kun 10-numeroisessa luvussa on n numeroa
2 ja 10 —n numeroa 3, niin luvulla 3 jaollisia lukuja on

1, n =20,
10 10! 120, n=3,
(n):n!(l()—n)!: 210, n =6,
10, n=09.

Néin ollen kysytty todennékoisyys on

14+120+210+10 341
1024 T 1024

~ 0,33.

(b) Tuloksena oleva luku on jaollinen luvulla 4, jos
sen kahden viimeisen numeron muodostama luku on
jaollinen luvulla 4. Mahdollisuudet 10-numeroisen lu-
vun kahden viimeisen numeron muodostamiksi luvuik-
si ovat 22, 23, 32 ja 33, joista vain luku 32 on jaollinen
luvulla 4. Koska 28 = 256 10-numeroista lukua paittyy
numeroihin 32, niin kysytty todennakéisyys on
256 1

22— = 0,25
024~ 1" 0%

I1.6. Milld vakion ¢ arvoilla yhtalolla

2
_9
. 1

1
x+‘+0—0

on tasmélleen kolme ratkaisua?
Ratkaisu. Tapaus 1: x < —i. T&lloin tarkasteltava yh-
tild on 2% 4 2z + (c + 1) = 0. Sen ratkaisu on

—24,/1-4(c+})

Tr = =

2

ja determinantti on D = 2 — 4c.

—2+v2—-4c
2

Tapaus 2: z > —%. Talloin tarkasteltava yhtdlo on

2% — 2z + (¢ — ) = 0. Sen ratkaisu on

2+ \/4d-4(c—3) 2+ 6 4c

xr = =

2 2

ja determinantti on Dy = 6 — 4c.

Jos D1 =0, niin ¢ = %7 ja yhtélon kolme ratkaisua ovat
-2+,/2-4-1
T = 5 = -1,
2—4/6—4-1
To = 5 =0,
2+ /6-4-1
T3 = ——"""—"—=2.
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Jos Dy = 0, niin ¢ = 3. Télloin Dy = 2—4-3
joten yhtalolld on vain yksi ratkaisu.

=—-4<0,

Jos molemmat determinantit Dy ja Dy ovat positiivisia,
niin yhtalon neljastd juuresta kahden on oltava samo-
ja, jotta yhtéalolld olisi vaaditut kolme ratkaisua. Mer-
kitddn yhtalon neljaa juurta

Ratkaisut x; ja zo eivit voi olla samoja, eivatké rat-
kaisut =3 ja x4. Selvédsti x3 on suurempi kuin x; ja zs.
Jos x1 = x4, niin

+F i

Korottamalla yhtalo puolittain toiseen saadaan

2—2c+2\/§+c2—2c,
3

2+2c=2 Z—i—cz—Zc
3

1+c:\/1—|—c2—2c.

Korottamalla yhtalo jalleen puolittain toiseen saadaan

eli

eli

ja edelleen

3
02—1—20—&—1:14—02—2@

joten
1
de=—- eli c:—i.
4 16
Yhtalon kolme ratkaisua ovat siis
Y N R 3+ T 1
= 26T T 16 4
1 1 3
— ]/ =12
r2= =15 T 4
SR
3= 27716

Jos xs = x4, niin vastaavasti kuin edelld saadaan
¢ = —1. Tdmi ei kuitenkaan ole yhtilon ratkaisu,
silla
1 1 3 1
B Y TR Y A Rl
2 * 16 7 + 16"

Vadrdan ratkaisuun johtaa ensimmainen yhtdlén puo-
littain toiseen korottaminen, koska yhtélosséd toinen
puoli on negatiivinen ja toinen positiivinen. Ei siis ole
mahdollista, ettd yhtalolla olisi tdsméilleen kolme rat-
kaisua siten, ettd xo = x4.

Yhteenvetona, tarkasteltavalla yhtalolla on tdsmélleen

kolme ratkaisua, jos ¢ = % tai ¢ = 7%6.

II.7. Mika on luvun

- k(k+1)
k=1

desimaalilukuesityksessd desimaaliosan ensimmaéinen
numero (siis ensimméinen numero pilkun jilkeen)?

Ratkaisu. Ensimmaéisten n positiivisen kokonaisluvun
ja niiden nelididen summakaavojen perusteella

zn:lklﬁ—l (Zk2+zk>

1( n(n+ 1)( 2n+1)+ (n;— ))

_ (n+1En+ 1) n+1
6 2
_(n+1)@2n+4)  (n+1)(n+2)
B 6 3 '

Jos jaettaessa luku n luvulla 3 jakojaannokseksi tulee 1
tai 2, niin osoittajassa oleva luku (n+1)(n+2) on jaol-
linen luvulla 3. T&lléin luvun desimaalilukuesityksesséa
desimaaliosan ensimméinen numero on 0. Jos luku n
on jaollinen luvulla 3, niin jaettaessa osoittajassa oleva
luku (n+1)(n+2) = n?+3n+2 luvulla 3 saadaan jako-
jaannokseksi 2. Télloin luvun desimaalilukuesityksessa
desimaaliosan ensimmaéinen numero saadaan murtolu-
vun % ensimméisestd desimaalista, joka on 6.

Lahde: KoMaL

Kéaannos ja sovitus suomeksi: Mika Koskenoja
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