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Monte Carlon menetelma ja numeerinen integrointi

Pythonilla

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Helsingin yliopisto

Monte Carlon menetelmé on oikeastaan menetelméper-
he. Ideana on toistaa satunnaista koetta ja tdmén sa-
tunnaisen kokeen perusteella tehdé johtopéaatoksia ylei-
sesté tilanteesta. Téssd tekstissé Monte Carlon mene-
telméd on tarkoitus valottaa numeerisen integroinnin
ndkokulmasta, eli pyritddn kidytadnnossa laskemaan eri-
laisia pinta-aloja Monte Carlon simuloinnilla.

Taman kevaian 2021 ylioppilaskokeet ja
Monte Carlo

Tamén kevadn ylioppilaskokeissa tehtdvan 8 tehtdvéan-
anto oli seuraava:

Tasojoukon A pisteet (z,y) madrdytyvit epayhtaloista
0<z<20<y<4ijay > 22 Tissi tehtivissi
on tarkoitus arvioida joukon A pinta-alaa simulaation
avulla kayttamalla sitd tietoa, ettd todennédkoisyys on
suoraan verrannollinen pinta-alaan. Arvotaan pisteité
(z,y) suorakulmiosta B, jonka ma#rdavit epayhtalot
0<xr<2jald<y<A4.

1. Tee sopivalla ohjelmistolla koodi, joka arpoo 1000
pistettd suorakulmiosta B ja tulostaa vastauksena
niiden pisteiden lukumé&érén, jotka kuuluvat jouk-
koon A. Kerro sanallisesti ja sopivien kuvakaappaus-
ten avulla, miten toteutit koodisi. (Vihje: Voit kéyt-
tad esimerkiksi taulukkolaskennan satunnaislukuge-
neraattoria.) (6 p.)

2. Hille ajoi kohdassa 1 tekeménsé koodin 10 kertaa ja
sai alla olevat luvut. Laske tulosten keskiarvo ja ar-
vioi tdmén perusteella joukon A pinta-alaa. (6 p.)

Hillen koodin tulosteet: 673, 664, 672, 679, 667, 650,
640, 678, 660, 667.

Tehtévin ensimmaéisessd osassa on siis tarkoitus tuot-
taa algoritmi, joka arpoo pisteitd ja kertoo miten mo-
ni niistd kuuluu tiettyyn alueeseen. Toisessa kohdas-
sa taas ajatellaan kuvitteellista tilannetta, jossa Hille-
niminen henkilé on tehnyt koodin ja ajanut sen kym-
menen kertaa ja saanut kasan tulosteita. Ndiden tulos-
teiden perusteella olisi tarkoitus arvioida alueen pinta-
alaa ldhtien liikkeelle oletuksesta, joka voidaan muo-
toilla esimerkiksi seuraavasti: jos kysytty ala on z %
koko pinta-alasta, niin noin x % arvotuista pisteistéd
osuu kyseiseen alaan.

Koko tehtéavé ratkeaa sujuvasti ilman Pythonin kayt-
t04, esimerkiksi ihan tavallisella taulukkolaskentaohjel-
malla, mutta koska tdmén tekstin ideana on antaa esi-
merkkejd nimenomaan Pythonin kaytosta, keskitytdan
siithen.

YTL:n hyvén vastauksen piirteissé on tarjottu oheinen
Pythonilla ohjelmoitu koodi yhdeksi mahdolliseksi rat-
kaisuksi:
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1 dimport random 1 import random
2 n= 2 n=1
3 k=0 3 k=0
4~ while n<1001: ) 4~ while n<1001:
5 x=random.uniform(0,2) )
6 y=random. uniform(0,4) 5 x=random.uniform(-1,1)
7. if x*x<oy: 6 y=random.uniform(-1,1)
8 k=k+1 7= if x*x+y*y<=1:
9 n=n+1 8 k=k+1
10 print(k) 9 n=n+1

Yksinkertaisuudessaan siis koodi arpoo 1000 kertaa lu-
vut x ja y annetulta valiltd ja testaa joka kerta, onko
2?2 < y vai ei. Jos 22 < y, niin kasvatetaan laskuria,
joka maarittda, kuinka moni pari toteuttaa tdméan eh-
don. (Eli pidetddn kirjaa siitd, kuinka moni lukupari
toteuttaa annetun ehdon.) Lopuksi tulostetaan niiden
lukuparien (z,y) lukuméira, jotka toteuttavat annetun
ehdon.

Jalkimmaisessa kohdassa ajatus on se, ettd annettujen
lukujen keskiarvo antaa jonkinlaisen estimaatin siité,
kuinka monta pistettd voisi osua annettuun alueeseen.
Keskiarvo on 665, joten % osuus lukupareista osuu
annettuun alueeseen. Koska pisteitd arvotaan suorakul-
miosta, jonka mitat ovat 2 x 4, eli ala on 8, on kysytyn

alueen pinta-ala arviolta

665

Integroiden pinta-alan tarkaksi arvoksi saadaan

2

2
1 8 16
4—2%)dr = |4o — s2%| =8—-=— =53.
/0( x)dx [x 39:]0 3 3 ,

Yhden desimaalin tarkkuudella tulokset siis ovat sa-
mapt.

Piin likiarvo simuloimalla

Arvioidaan seuraavaksi luvun 7 likiarvo samalla ideal-
la. Piirretdén yksikk6ympyrd 2 x 2-nelioon ja selvite-
tddn, kuinka suuri osa neliéstd kuuluu ympyraan. Yk-
sikkbympyran ala on 7, joten periaatteessa pisteista
suurin piirtein F-osan pitéisi osua siihen. Koodi néyt-
téa talta:

10 print(k)

Ajoin koodin 11 kertaa, jokaisella kerralla 1000 luku-
paria, ja sain tulosteiksi: 790, 765, 778, 797, 748, 757,
802, 786, 789, 782, 768. Naiden lukujen keskiarvo on

8562 Nyt siis voidaan arvioida, etti
s«
11-1000 ~ 4’
eli 8562
TR . m ~ 3,11.

Ensimmaéinen desimaali on siis oikein, toinen ei. Muok-
kasin ohjelmaa hiukan: tehdidnkin 10° toistoa, mutta
ajetaan ohjelma vain kerran. Tuloste on nyt 786444, eli
talla kerralla saadaan

786444

106

Jos koodia ajettaisiin hyvin monta kertaa ja laskettai-
siin keskiarvoja tai otettaisiin hyvin iso otos, saataisiin
parempia ja parempia likiarvoja luvulle 7.

T4

~ 3,146.

Numeerinen integraali ja hankala inte-
graali

Arvioidaan viimeiseksi integraalia

2 2
/ e” dzx.
1

Funktio  — €% ei ole integroitavissa alkeisfunktioi-
den avulla. Jos syotdn Wolfram Alphaan komennon
integrate e~ (x72), niin Wolfram Alphan vastaus on
$y/merfi(z) + vakio. Funktiota erfi ei Wolfram Alp-
ha linkkaa mihinkd&n sen syvempéaén, mutta Wolfram
Alpha osaa liittdd tdmén funktion Dawsonin integraa-
liin tai funktioon ja kertoa, ettéd ne liittyvéat puolestaan
ld&mmonjohtumiseen ja etta niilld on muitakin sovelluk-
sia. Toteutetaan nyt ohjelma, jolla saamme arvioitua
integraalia. Huomaamme ensinnédkin, ettd kun =z = 1,
on funktion e®” arvo e. Kun z = 2, on funktion ar-
vo e*. Joudumme siis operoimaan suorakulmiossa, jo-
ka saa r-akselilla arvot [1,2] ja y-akselille arvot [0, et].
Kuva tilanteesta néayttad talta:
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Tavoite on siis madrittda kayran ja x-akselin véliin ja&-
van alueen pinta-ala. Kirjoitetaan koodi samalla peri-
aatteella kuin aiemminkin. Nyt arvotaan 10* pisteparia

(z,9):

1 import math
2 import random

3 k=0

4 n=1

5- while n<10001:

6 x=random.uniform(1,2)

7 y=random.uniform(0,math.exp(4))
B if y<=math.exp(x**2):

9 k=k+1

10 n=n+1

11 print(k)

Ajoin koodin kertaalleen ja sain tulokseksi 2723. Nyt
integraalin arvio olisi siis

2, 2723
Tdr T2 1 et ~ 14,87,
/1 e’ dx 10t e 87

Integraalille Wolfram Alpha antaa puolestaan arvoksi
2 2
/ e’ dx ~ 14,99.
1

Virhe on téssdkin tapauksessa suhteellisen pieni ja tie-
tysti tarkemman arvion saisi téllédkin kertaa joko lisdé-
maélla toistojen médrda tai ajamalla ohjelman useampia
kertoja.

Lopuksi

Monte Carlon menetelmé soveltuu monen integraalin
arviointiin seké esimerkiksi hypoteesien testaamiseen ja
moneen muuhun tarkoitukseen. Se soveltuu myds erin-
omaisen hyvin todennékoisyyslaskentaan. Monia to-
dennékéisyyksia on helppo laskea hiukan vaarin, mutta
testaamalla vastaavalla simuloinnilla voi vdhintadnkin
testata onko kertaluokka tdysin pielessé.

Alkuun Pythonin kanssa pa#see esimerkiksi osoitteessa
https://ohjelmointi-21.mooc.fi/

olevalla oppaalla. Pythonille on useita ka&ntéajié verkos-
sa. Esimerkiksi tdmén tekstin koodit on ajettu osoit-
teessa

https://www.programiz.com/python-programming/
online-compiler/

olevalla kaantajalla.
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