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Aluksi

Kasilla on yritys hahmotella matemaattisen teorian,
numeeristen menetelmien ja graafisen havainnollistuk-
sen avulla tieteellisen laskennan aluetta, jossa mallin-
tamisen tyokaluina toimivat differentiaaliyhtilot.

Differentiaaliyhtéloiden késittelyyn on tietotekniikan
ansiosta tullut viimeisten vuosikymmenien aikana
uusia ndkokulmia ja menetelmid. Voidaan erottaa kol-
me erilaista, toisiaan tdydentavié osaa:

e Analyyttinen
o Geometrinen, kvalitatiivinen

o Numeerinen

Néiden nédkokulmien vélinen vuorovaikutus on mité he-
delméllisin. Kaksi ensimmaéistd antaa ndkemystd rat-
kaisujen ja ratkaisuparvien ominaisuuksiin, pitkin ai-
kavilin kayttaytymiseen ym. ja kolmas on se, jolla tu-
lokset viime kéddessd saadaan numeeriseen muotoon.
Kuitenkin numeerinen ratkaisu yksindidn on “sokea”,
se ei kerro koko ratkaisukentdn kayttdytymisesta ei-
k& tunnista joidenkin ratkaisujen luonteeseen vaikut-
tavien parametrien, kutsuttakoon vaikka “ominaisar-
voiksi”, vaikutusta. Kaikkia siis tarvitaan.

Kirjoituksen voidaan katsoa kuuluvan tieteellisen las-
kennan alueeseen, jossa rakennetaan siltaa matemaat-
tisen teorian ja tietotekniikan vilille. Kaytossdmme on

ohjelmaympéristo, joka mahdollistaa numeerisen mal-
lin suhteellisen vaivattoman muodostamisen graafisine
havainnollistuksineen. Toisaalta sen avulla voi halutes-
saan opetella ohjelmoinnin perusteita korkean tason
“funktionaalisella vektorikielelld”. Téllainen on vapaas-
ti ladattava OCTAVE, johon olen viitannut aiemmissa-
kin kirjoituksissani Solmussa. OCTAVE:n kieli on kay-
tdnnollisesti katsoen identtinen kaupallisen MATLAB-
ohjelmiston kielen kanssa. Todettakoon kohtuuden ni-
missé, ettd kieli ja ympéristd on MATLAB:n kehitté-
jan Cleve Molerin ja hénen “joukkueensa” MathWorks
Inc’n: https://se.mathworks.com/ késialaa ja innovaa-
tiota. Korostan OCTAVEa siksi, ettd sen dédreen lukija
padasee vapaasti.

Yhtenéd tavoitteena on opettaa lukijalle differentiaa-
liyhtéloiden ratkaisemisen perustekniikoita, ithan kéasin
laskienkin. Niitd sovelletaan moninaisiin esimerkkeihin
ja havainnollistetaan kuvin, joita lukija voi ohjeiden
mukaan tuottaa ja muunnella. Henki on sellainen, etta
asiat esitetddn varsin perusteellisesti ajatellen lukijaa,
joka ldhtee matkalle vaatimattomin esitiedoin.

Tarinan juoni

Seuraillaan delfiinien seikkailuja Vélimeressd Aiolian
saaristossa mallintaen populaation dynamiikkaa asteit-
tain tarkentuvilla malleilla. Mallien mutkistuessa tarvi-
taan uusia ratkaisu- ja havainnollistusmenetelmié, joita
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esitelldan vaiheittain, ja samalla kehitelladn ratkaisuis-
sa tarvittavia algoritmejé ohjelmakoodiin saakka.

Esiintyvit datat ja matemaattiset mallit ovat viitteesta
[QG]. Ohjelmat ovat osittain saman viitteen pohjalta
muunneltuja, osittain taas omia kehitelmiani.

Delfiinijuonen ohella esitellidn kolmea mainittua diffe-
rentiaaliyhtdloiden ndkokulmaa pohjautuen mm. mai-
nioon viitteeseen [HW] sekéd omiin vuosien varrella ke-
hittdmiini opetusmateriaaleihin. Ké&véisy symbolilas-
kennan puolella ja siind yhteydessd pohdinta analyyt-
tisten ratkaisujen “suljetun muodon” yleistyksesta on
pienena sivujuonteena mukana.

Yleisid ratkaisujen olemassaolo- ja yksikasittei-
syyslauseita kosketellaan lyhyesti kevyelld otteella
vuotavaa dmpdrid mallittavalla esimerkilld valaisten.

My6s pienimuotoista ohjelmankehitysta tarjoilen
juonen edetessé aiheesta kiinnostuneille.

Mita pohjatietoja tarvitaan?

e Derivaatta on perusta, jolle differentiaaliyhtalo ra-
kentuu. Sitd ilman ei oikein voida elda. Tavalliset ma-
temaattiset funktiot, kuten sini, kosini, eksponentti-
funktio, logaritmi derivaattoineen on hyvé tuntea.

o Integraalia ei tarvitse tuntea, siitd selitetdan kaik-
ki, mita tassa tarvitsee tietdé, ja se on yhdelld sanalla
sanottu: antiderivaatta.

e Ohjelmointia ei myoskaan tarvitse osata.

Kirjoituksesta saat enemmén irti ottamalla OcC-
TAVE-ohjelmiston kéyttoon. Jos haluat rajoittua
minimiin “kieliopinnoissa”, riittdd ladata viitteen
https://matematiikkalehtisolmu.fi/2021/1/skriptit/
tiedostot ja suorittaa ne neuvottavalla tavalla.

Octaven asennus ja ohjeita

Sivulla www.octave.org annetaan latauslinkki ja perus-
kéyttoesimerkkeja.

Téassé pari laajempaa kayttoopasta:
https://octave.org/doc/v5.1.0/
http://www-h.eng.cam.ac.uk /help/programs/
octave/tutorial/

Kts. my6s suomenkielinen [AL] alla viitteissa.

Lisd& Googlella esim. hakusanoilla octave tutorial, mat-
lab tutorial.

Asennus on helpointa (Ubuntu) Linux:lla. Komentoik-
kunassa kirjoitat:
sudo apt-get install octave

Suositus: Octave-online

Voit vilttyd asennusvaivoilta kirjautumalla Octave on-
line -sivulle, josta paédset kiyttdmadn ohjelmaa suoraan
selaimella “kayttiksestd” riippumatta.

Kun klikkaat linkkid https://octave-online.net/, voit
heti ryhtya kirjoittamaan komentoja alimpana nékyval-
le komentoriville. Kannattaa ehdottomasti kirjautua,
muussa tapauksessa kdytto on liian rajoitettua.

Ensiaskeleet

Jos olet asentanut OCTAVE:n koneellesi, voit ndhdé seu-
raavanlaiset ikkunat, joiden oletusasettelu voi nayttéy-
tyd hiukan eri muotoisena. Komentoikkunaan voit kir-
joittaa suoraan komentoja kuvan mukaisesti. Vahéankin
laajempaa hommaa tehdessédsi kdytit editoria, johon
talletetut komennot kdynnistyvat kuvakkeesta =& tai
kirjoittamalla komentoikkunaan >> omaskripti, jos
komennot on talletettu tiedostoon omaskripti.m.

OcTAvVE:n kiyttoliittymé: Kaksi péddikkunaa: komen-
toikkuna ja editorsi.

Editor = ".
- a2 ABT B o@OD
eka_skripti.m

1 x=linspace(?,pi);

2 f=@(x) x."sin(x);
3 plot(x, F(x)) 3

Command Window

© z+ z- +«p InsertText [; Axes Grid Autoscale

1 2 3 4 5

2

>> eka_skripti
>> |

Jos kaytat Octave-online -ohjelmaa, nayttd jakaantuu
kahteen osaan. Komentoikkunana toimii oikean puolen
alin rivi, joka nakyy kuvassa. Aiemmat komennot tu-
loksineen ja mahdollisine kuvineen nakyvét komentori-
vin yldpuolella, ja aiempia komentoja voi selata ja edi-
toida komentorivilla néippéimelléi (vanhaan hyvéddn

MATLAB-tyyliin).
Néin voit toimia kirjautumatta.

octave:1> 1+1
ans = 2
octave:2> v=0:6
v =

e 1 2 3 4 5 ©

Hv:@:s

Kun kirjaudut, saat vasempaan ruutuun editorin. Tie-
dostot tallentuvat Octave-palvelimelle, voit myos tal-
lentaa omalta koneeltasi palvelimelle (“upload”). Tassi
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vasemman ikkunan yldosa, josta H—kuvakkeella voit
avata editorin. Oikealla nidkyy RUN, jolla skriptin voi
ajaa.

SZMBE<B
1 x-linspace(8,01); @
2 f=@(x) x.*sin(x),'LineWidth',2);
3 p

lot(x, F(x)) 1>

Kannattaa huomata, ettd kaikki kooditiedostot ovat ta-
vallisia tekstitiedostoja, joten niitd voit editoida mieli-
editorissasi omalla koneellasi ja ladata (“upload”) pal-
velimelle.

Taytyy sanoa, ettd Octave-online vaikuttaa vihéaisen
kéyttokokemukseni perusteella varsin kéyttokelpoisel-
ta. Sen tapa jakaa ruututila on onnistunut ja istunnon
loki kuvineen kehittyy miellyttavéisti niin, etteivét ik-
kunat peitd toisiaan. Ainoa alla olevaan yhteen ohjel-
makoodiin, SuuntakenttajaDYratk.m vaikuttava puu-
te ndyttda olevan grafiikkaikkunaan kohdistuvan hiiri-
syoton toimimattomuus.

Varoitus: Lyhytkin tuumailu johtaa ilmoitukseen:
“Due to inactivity, your session will expire...”. Ei hé-
tad, istuntosi jatkuu reconnect-painalluksella.

Octave:n “pieni kielenopas”

1. Voit kirjoittaa suoraan komentoikkunaan tyyliin:
>> komento tai voit kirjoittaa editori-ikkunaan ja
suorittaa komennot sielta.

2. OCTAVE:ssa operoidaan vektoreilla (kts. kohta 4. al-
la), esim.
>> v=[1 3 5 7]
Lyhyemmin: v=1:2:7 tai v=1inspace(1,7,4)

3. >> help nimi avustaa funktion nimi kayttoa. Toi-
mii myo0s itse kirjoitettuihin funktioihin nayttamaéalla
kaikki alkukommenttirivien tekstit.

4. Matriisi on suorakulmion muotoinen lukutaulukko,
seuraavassa ei suoriteta matriiseilla laskutoimituk-
sia. Vektori tarkoittaa lukujonoa, skalaari on toi-
nen nimitys luvulle. Vektorin pituus on sen al-
kioiden lukumé&érd, usein meilld 100 tai enemmén-
kin. Vektori voi olla my6s “pystyasennossa”, jolloin
se voidaan mieltdd yksisarakkeiseksi matriisiksi.

5. Laskutoimitukset: Matematiikassa (lineaarial-
gebrassa) madaritellddn samanpituisille vektoreille
yvhteen- ja vdhennyslasku vastinalkioittain seké
skalaarilla kertominen kertomalla kukin alkio ko.
skalaarilla. Vastinalkioittain tapahtuvalle kerto- ja
jakolaskulle ei ole lineaarialgebrassa omaa merkin-
téa.

Vektoriohjelmointikielissd, kuten APL, MATLAB,
OCTAVE, JULIA, SCILAB operoidaan vektorilausek-
keilla, joilla laskettaessa tarvitaan kaiken aikaa seké
vastinalkioittain tapahtuvaa aritmetiikkaa ettd mat-
riisialgebraa. Edellisessd laitetaan operaation mer-
kin eteen piste (.) (“pisteittdin operointi”) niin:
T/

Pisteettomét operaatiot viittaavat lineaarialgebran
ytimeen kuuluviin matriisilaskutoimituksiin, joita ei
tdssa kirjoituksessa kuitenkaan tarvita. Esim:

>> u=[1:4] % u=1[1234]
>> v=[4:-1:1] % v = [4 3 2 1]
>> W=u.L kv % w=1[4 6 6 4]

>> uxv Jjerror:operator*:nonconf.args

Huomaa, ettd “pisteoperaatioissa” operandien on

oltava samankokoisia vektoreita (yleisemmin matrii-
seja), tai toisen operandin on oltava skalaari.

6. Grafiikka: Esim: Piirrd sin(z) ja zsin(z) valilla

[—7, 7]

>> x=linspace(-pi,pi,100);

>> y=sin(x) ;plot(x,y)

>> hold on % Seuraava samaan kuvaan.
>> plot(x,x.*sin(x))

plot(x,y) piirtdd murtoviivan (x1,41), (€2,92), . ..
Huomaa, ettd x.*sin(x) laskee vastinalkioittaiset
tulot: (331 Sin(lj), T2 Sin(.rg), ..., 2100 Sin(l‘loo)).

7. Skriptit: Tekstitiedostoon skripti.m talletetaan
OcTAVE-komentoja. Tiedoston komennot suorittu-
vat kirjoittamalla komentoikkunaan >> skripti

8. Funktiot: Tekstitiedostoon fun.m talletetaan ko-

mentoja, kuten skriptiin, mutta otsikkorivi on tyyp-
pid function [outl,out2] = fun(inl,in2,in3).
Funktiota kutsutaan komentorivilta tyyliin:

>> [outl,out2] = fun(inl,in2,in3)
Syoteargumenteilla (tdssd inl,in2,in3) tulee en-
nen kutsua olla arvot, joista ainakin osa on yleensa
vektoreita. Sekd sydte- ettd tulosargumentteja voi
olla kuinka monta tahansa.

9. Funktiokahva (“Function handle”): Kéteva tapa
maéritelld yhden rivin funktio tyyliin
f=0(x) x.*sin(x)
Ajattele: “at x”, f saa arvon x.*sin(x).
Matematiikassa: f : z +— = sinz.

10. “Vektoridly”: Jos x on vektori, niin y=f(x) on
samanpituinen vektori, jolla y (k) =f (x(k)) jokaisel-
la indeksilld k. Téméa pétee kaikilla matemaattisilla
funktioilla £, omat funktiot tulee kirjoittaa niin, et-
td tama “vektoridly” toteutuu, mika hoidetaan juuri
pisteittaisilla laskutoimituksilla, kuten edella.

11. Lopeta komento puolipisteeseen (;) aina, jos on
odotettavissa pitkd tulostus; puolipiste estdd sen.
Muuttujan arvon saat nékyviin kirjoittamalla sen
nimen ilman puolipistetta.
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Voit my6s kddntyd Googlen tai Wikipedian puoleen ky-
symalld vaikkapa help matlab, help octave plot, ...
Lisdé ohjeita on kirjoituksen lopun viitteissa.

Lahtekddmme ennakkoluulottomasti matkaan néillé
evailld ja esimerkkikoodien kommenteilla varustautu-
malla.

Esimerkkikoodit

https://matematiikkalehtisolmu.fi/2021/1 /skriptit/
Tastd viitteestd péadset lataamaan m-tiedostot, siis
tekstissa kéytettavat skripti- ja funktiotiedostot. Huo-
maa, ettd m-tiedostot ovat tavallisia tekstitiedostoja,
joihin voit OCTAVE:n editorin lisdksi kirjoittaa milla
tahansa tekstieditorilla.

Mika on differentiaaliyhtalo

Differentiaaliyhtalolla tarkoitetaan yhtalod, jossa esiin-
tyy tuntematon funktio (merkitdan y:11& tai y(¢):114)
ja sen derivaattoja sekd tunnettuja funktioita a(t), b(t)
jne. Merkitddn riippumatonta muuttujaa t:11&, joka
usein mielletddn ajaksi. Ratkaistavana on funktio y(t)
eiké pelkkd luku.

Aivan kuten lukujen maailmassa, nytkin voidaan muo-
dostaa yhtéaloryhmid, joissa on useampi ratkaistava
funktio. Kirjoituksen (mahdollisessa) jatko-osassa ké-
sittelen né&ita.

Yhtélon kertaluku tarkoittaa korkeimman esiintyvéin
derivaatan kertalukua.

Esimerkkeja:
)y =t 2)y' =y
By =t+y )y =y*—t
(5) ay” + by +cy=0 (6) y" —ty=0

Yhtalossd (1) kysytaan funktiota, jonka derivaatta on
funktio f(t) = t, no sellainenhan on y(t) = % Siis
takaperoista derivointia, eli haetaan “antiderivaattaa”.
Koska vakion derivaatta = 0, niin kaikki muotoa % +c
olevat kelpaavat, kun ¢ on mielivaltainen vakio. (2):ssa
etsitddn funktiota, joka yhtyy omaan derivaattaansa.
Mikahén sellainen on?

Yhtaloissd (3) ja (4) oikea puoli riippuu seka t:std et-
td y:std. Yhtilon (4) y? tekee siitd “epilineaarisen” Se
osoittautuukin vaikeammaksi tapaukseksi kuin yksin-
kertainen ulkoasu antaisi olettaa.

Yhtéalot (5) ja (6) ovat toisen kertaluvun lineaarisia
yhtélsitd. Edellinen on vakiokertoiminen, jalkimméi-
sessé on ei-vakiokerroin t. Kyseessd on ns. Airyn dif-
ferentiaaliyhtalo, jota meilld on myos tilaisuus lyhyesti
ihmetella.

Koko delfiinijuoni siséltdd pelkkif ensimméisen kerta-
luvun yhtél6ita, suoritamme vain pari pientd syrjahyp-
pya toisen kertaluvun maailmaan. Télla kertaa ei siis
késitelld varsinaisia “peto-saalis”-malleja.

Ensimmadisen kertaluvun yhtilo:

y' = f(ty) (1)

Ratkaisu tarkoittaa jatkuvasti derivoituvaa funktio-
ta y(t), joka toteuttaa yhtalon y'(t) = f(¢, y(¢)) jollain
reaaliakselin valilld a < ¢t < b.

Alkuarvotehtavalla tarkoitetaan sellaisen ratkaisun
etsimisté, joka toteuttaa alkuehdon y(ty) = yo.

Kun suureen kasvunopeus on verrannollinen
suureen suuruuteen

Lahtokohtana olkoon “kaikkien differentiaaliyhtaléiden
aiti”:

y =ay. (2)
Ratkaisu tarkoittaa siis funktiota y, joka toteuttaa yh-
talon ¢/ (t) = ay(t) jollain muuttujan valilld a < ¢t < b.

Yhtélo kuvaa ilmioGité, joissa funktion kasvunopeus on
verrannollinen funktion arvoon kullakin ajanhetkella ¢.
Tallaisia ilmiéitad ovat esimerkiksi:

(a) Pankkitilin saldo, kun korko lisitddn péddomaan
jatkuvasti.

(b) Rajoituksista vapaa populaation kasvu.

(¢) Radioaktiivisen aineen hajoaminen, kun kerroin
a < 0 edustaa hajoamisnopeutta massayksikkoa
kohti.

Tassd tapauksessa yhtdlon ratkaisemiseksi tarvitsee
vain miettid, mikd onkaan sellainen funktio, jonka de-
rivaatta on se itse (johan sitd mietittiin!). No ekspo-
nenttifunktiohan se sellainen on. Derivoimalla niet vé-
littomasti, ettd kaikki muotoa

y(t) =Ce!

olevat funktiot, missd C' on mielivaltainen vakio, to-
teuttavat yhtdlon. Tam& on yhtdlon (2) yleinen rat-
kaisuparvi. Erityisesti arvo C' = 0 antaa vakiofunktion
y(t) = 0, joka ndhddén ratkaisuksi jo suoraan yhta-
16stéd (2). Jos vield vaaditaan, ettd ratkaisu toteuttaa
alkuehdon y(to) = yo, saadaan ratkaisu

y(t) = yoe 1710),

joka on alkuarvotehtavin
Yy =ay 3)
y(to) = o

ratkaisu.
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Esimerkki: Delfiinit Aiolian saaristossa

Tyrrhean meressé Sisilian pohjoispuolella sijaitsevan
Ajolian saariryhmén vesilla arvioitiin heindkuussa 2017
delfiinien lukuméériaksi 100 yksilod. Oletetaan, ettd
delfiineilld oli/on rajattomasti ruokaa, ja luonnolliset
saalistajat (kuten hait ym.) puuttuvat nailtd vesilta.
Oletetaan, ettd nettokasvunopeuskerroin (syntymét —
kuolemat) on 7 = 0.06 (6 % vuodessa). Arvioi delfiinien
lukumaéra talla alueella heindkuussa 2025.

Ratkaisu: Néilla yksinkertaisilla oletuksilla populaa-
tion kasvua kuvaa alkuarvotehtiva:

y'=ry
{Zl(to) = 100, @

missé siis r = 0.06, g = 2017.5, yo = 100. Niinpa

y(t) = yoe 71
noilla  numeerisilla  arvoilla.  Sittenpd  kaynnis-
tetddn  laskentaympéristomme  OCTAVE.  Koko
skripti  Delfiinitl.m on  jakelupaketissamme

https://matematiikkalehtisolmu.fi/2021 /1 /skriptit/.
Tassa tiivistettynd tarkeimmaét koodirivit:

r=0.06;t0=2017.5; y0=100;tloppu=2025.5;
y=0(t) y0.*exp(r.*(t-t0)); ’% Ratkaisufunktio
yloppu=round(y(tloppu)); % Pydristys

% Piirret&sn ratkaisufunktio
t=linspace(t0,tloppu,100);
plot(t,y(t),’LineWidth’,2)

hold on % Seuraava samaan kuvaan.

% Merkit&dan loppupiste:
plot(tloppu,yloppu,’.’,’MarkerSize’,10)
display(’Loppuarvo vuonna 2025.5%);
yloppu % N&ytet&din loppuarvo.

(Tasta tekstistd copy/paste johtaa (’)-merkistd vir-
heeseen.)

Komentojen selitykset:

- Rivi 1: Sijoitetaan arvot muuttujille r,t0,y0,tloppu
- Rivi 2: Funktioméérittely: (Vektori)argumentin ar-
volla ¢ funktio y saa arvon yge” (‘") (Muuttujille
y0,r,t0 on annettu kiintedt arvot ennen maéérittely,
ne eivit ole funktion argumentteja.)

- Rivi b5: Vektorille t annetaan arvoksi vélin
[t0,tloppu] jako sataan osaan, mikd on piirtdmisen
kannalta useimmiten riittava.

- Rivi 6: plot-komennossa sdddetddn viivan leveytta,
silli OCTAVE:ssa saattavat oletusleveydelld ndkya hiu-
kan himmeaésti.

Saadaan kuva ja komentoikkunaan tulostus:

Vuonna 2025.5 Delfiineja 162 kpl
170 T T

160

150

1zop

100 | I I
2016 2018 2020 2022 2024 2026
Delfiinitl.m

Loppuarvo vuonna 2025.5
yloppu = 162

Huom: Jos latasit itsellesi Delfiinit1l.m-tiedoston,
voit suorittaa sen komennot kirjoittamalla komentoik-
kunaan: >> Delfiinitl . Suositeltavaa on ottaa tie-
dosto editoriin: >> edit Delfiinitl.m, jolloin voit
my6s tehdd haluamiasi muutoksia ja kéynnistdd ko-
mennot myo6s editorin tyokalunauhan oikean reunan
ikonista tai run-nuolesta. Jos lataat tiedoston OCTA-
VE-onlineen, se avautuu suoraan editoriin.

Jotain rajaa delfiineillekin!

Kehitelladn mallia pikkuhiljaa realistisempaan suun-
taan. Oletetaan, ettd tietty vakioméddrda B delfiine-
ja joutuu petokalojen, pyydysten, muskeliveneonnetto-
muuksien ym. uhriksi vuodessa. Tilannetta mallintaa

alkuarvotehtéva:

y=ry—B

_ (5)
y(to) = yo

Kyseessa on lineaarinen differentiaaliyhtdlo. Naita esi-
telladn yleisesti hiukan tarkemmin analyyttisid ratkai-
suja koskevassa kohdassa hetken paasta. Lyhyesti: Li-
neaarisessa yhtélossa y esiintyy ensimméisessd potens-
sissa. “Homogeeniosa” on 3y’ = ry. Epdhomogeeniosas-
sa ei y esiinny, tdssa se on pelkkd B. Merkitddn homo-
geeniosan yleistd ratkaisua yp:lla. Lineaarisuuden ta-
kia riittda lisdksi 16ytaa jokin koko yhtalon “erityisrat-
kaisu” y.. Kaikki koko yhtdlon ratkaisut saadaan nyt
muodossa y(t) = Ce"! + ye.

Tama on lineaaristen yhtdléiden yleinen ominaisuus,
joka johtuu siitd, ettd y esiintyy ensimméisessé potens-
sissa ja summan derivaatta on derivaattojen summa.

Yhtéalosta on helppo nédhda, etta erityisratkaisuksi kan-
nattaa kokeilla vakioratkaisua, koska vakion derivaatta


https://matematiikkalehtisolmu.fi/2021/1/skriptit/
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= 0. Néinpé ratkaisu suorastaan hyppéaé silmille:

B

Ye = —-
r

Kaikki koko yhtélon ratkaisut saadaan nyt muodossa

B
y(t)=Ce"t +=.
T
(Anteeksi, tdmé meni hiukan pikaisesti. Jos siltd tun-
tuu, jata uskon asiaksi ja jatka eteenpéin.)

Kun sijoitetaan alkuehto, saadaan ratkaistuksi kerroin
C, ja ratkaisukaava voidaan kirjoittaa muotoon:

B

B
t) = _ = T(t—to) =
) = (g — Dyerti-) 4 -

Jos oletetaan (sentdédn), ettd r > 0, niin tapauksessa
B < ryg ratkaisufunktio kasvaa, kun taas péinvastai-
sessa tapauksessa tapahtuu péinvastoin, eli pienenee.
Jos nyt sattuisi niin eriskummallisesti, ettd B = ryo,
niin ei liikuttaisi mihinkaén, eli populaatio jatkaisi ikui-
sesti elam&aansa g = yo -kokoisena. Tall6in luonnolli-

nen dynamiikka ja uhkatekijit olisivat tasapainossa.

Tehtava 1. Olkoon edelld olevaan tilanteeseen liittyen
r = 0.06,ty = 2017.5,y9 = 100,t, = 2025.5 (p: padite-
piste).

(a) Tdydenna ja aja skripti Delfiinitlb.m siind ole-
vien ohjeiden mukaisesti. Ainoa “koodi”, joka sinun
tarvitsee kirjoittaa, on ylla oleva ratkaisufunktion
koodi: y=@(t)

(b) Piirrd populaatiokdyrit arvoilla B = 0, B = 3,
B =6, B = 8 ja laske loppuarvot vuonna 2025.5.
Pysyyko populaatio vakiona jollain B:n arvolla, ja
mitd tapahtuu suuremmilla? Voit tietysti kokeilla
muitakin kuin ehdotettuja B:n arvoja.

Salaisuus: Delfiinitibratk.m, mutta yritd ensin!

Seuraava kehitysvaihe on sellainen, jossa B ei ole vakio.
Talloin joudutaan tilanteisiin, joissa ratkaisukaavaa ei
ole mahdollista johtaa. Eldvassa elaméssa kyseessa on
pikemminkin sddnto kuin poikkeus. Mika silloin neu-
voksi? Lienee helppo arvata, ettd numeerinen ratkai-
sumenetelmé on avainasemassa. Kunhan tyoévélineita
saadaan kehitellyksi, palataan tarkempaan delfiinimal-
linnukseen.

Analyyttiset ratkaisumenetelmat

Esitellaan joidenkin esimerkkien puitteissa tavallisim-
pia ratkaisumenetelmié.

Muuttujien erottelu

Tietyntyyppisille yhtéloille voidaan suorittaa ns. muut-
tujien erottelu niin, ettd yhtalon ratkaiseminen palau-
tuu kummankin muuttujan (¢,y) suhteen muodostu-
vaan integrointitehtavaan.

Esimerkki: p
Y
—Z = —tu. 6
= y (6)
Yhtalo on kirjoitettu Leibnitzin notaatiolla, jotta voi-
daan hiukan leikitelld “differentiaaleilla”:

d
A
y

Integroidaan puolittain, ts. etsitddn kummallekin puo-
lelle “antiderivaattaa”. Muistellaan logaritmin derivoi-

miskaavaa: L Iny = 1, josta seuraa:
dy Y’

t2
Inlyl=——+0C,
vl = -5
missd C' on mielivaltainen vakio. Itseisarvo siksi, ettd

myos d%ln(—y) = % Kun yhtdloon sovelletaan exp-
funktiota, saadaan:

2
ly| = e,
josta saadaan
2
y(t)=Ce 7,

missé C:1la merkitddn nyt mielivaltaista (ei pelkdstdan
positiivisia arvoja saavaa) vakiota. (Yhtalosté (6) nah-
ddan suoraan, ettd C' = 0 kiy my06s, onhan vakion de-
rivaatta = 0.)

Lukija voi saada jonkinlaisia kylmid véristyksia tél-
laisesta “differentiaaleilla” dt ja dy suoritettavasta al-
gebrasta. Itse asiassa koko homma voidaan kirjoit-
taa kdyttdmalla Iny(t):mn derivoimiskaavaa (logaritmi
ja yhdistetty funktio), mutta ylla esitetty on tavan-
omainen formaali laskutyyli néissad yhteyksissé.

Sama menettely toimii yleisemmin muotoa y' = «(t)y

olevaan yhtaloon:
dy /
— = | «ft)dt,
[ 2= [at

jolloin tehtévd on yhtd vaikea kuin funktion «(t) in-
tegrointi.

Yleisin muoto muuttujien erottelulle, joka myos moti-
voi tuon nimityksen, on sellainen, jossa oikean puolen
funktio f(¢,y) on muotoa g(t)h(y), eli

dy _

= g(t)h(y),

josta saadaan:
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Jos integrointi onnistuu, téstd saadaan yleensd impli-
siittinen (ratkaisemattomassa muodossa oleva) yhtalo
y:n ja t:n valille.

Lineaarinen yhtilo yleisesti

Talla kohden puhutaan myo6s lyhyesti korkeamman ker-
taluvun yhtéloisté.

Yhtélot, joissa tuntematon funktio y ja sen derivaa-
tat esiintyvat vain ensimmadisessa potenssissa ja tyyp-
pid yy’ olevia tuloja ei esiinny, ovat lineaarisia. Ylei-
nen tilanne konkretisoituu kenties parhaiten 2. kerta-
luvun lineaarisen yhtédlon tapauksessa:

at)y" +b(t)y' + c(t) y = s(t). (7)

Jos oikea puoli s(t) = 0, puhutaan homogeenisesta li-
neaarisesta yhtalosta.

Jos erityisesti kerroinfunktiot a(t), b(t), c¢(t) ovat vakioi-
ta, kyseessd on harmonisia vardhtelyjé, sahkovirtapii-
rejd (LRC-piireja) ja monia muita mallintava yht&lo.
Mika hauskinta, sen ratkaiseminen palautuu toisen as-
teen yhtdlon juurien médrddmiseen, ja ominaisuudet
méaraytyvat juurien ominaisuuksista.

Toisen asteen yhtalo6on johdutaan sijoittamalla diffe-
rentiaaliyhtiloon “yrite” y(t) = e"t. Niin saadaan pa-
rametrin r méaradmiseksi yhtélo

ar’+br+c=0.

Taas tarvitaan siis vain eksponenttifunktion derivoi-
miskaavaa (ja toisen asteen yhtalon ratkaisukaavaa).

Lineaarisille (tdssd toisen kertaluvun) yhtéléille patee
yleisesti:

(a) Homogeeniosan (oikea puoli = 0) yleinen ratkaisu
on muotoa y,(t) = Cyy1(t) + Ca y2(t), missa y; ja
1o ovat homogeeniyhtilon ratkaisuja, joiden suhde
ei ole vakio. (Puhutaan lineaarisesti riippumatto-
mista ratkaisuista.)

(b) Koko epdhomogeenisen yhtilon yleinen ratkaisu on
y(t) = yn(t) + yx(t), missid yi on jokin koko epé-
homogeenisen yhtdlon ratkaisu, puhutaan “erityis-
ratkaisusta”.

N&amé seuraavat suoraan lineaarisuudesta, koska myos
derivaatat kiyttdytyvit lineaarisesti (summan deri-
vaatta on derivaattojen summa).

Niité periaatteita kédytettiin edelld anteeksipyydellen
1. kertaluvun lineaarisen yhtilon tapauksessa.

Kvalitatiiviset menetelmat

Kvalitatiivinen menetelmé tarkoittaa lyhyesti sanottu-
na pyrkimystd saada tietoa ratkaisujen laadullisesta

kayttaytymisestd suoraan yhtélostd. Tietokonegrafii-
kan ja tehokkaan laskennan mahdollisuudet ovat edis-
tdneet naitd pyrkimyksia ratkaisevasti ja johtaneet ai-
hepiiriin nimeltdén “dynaamiset systeemit”. Tassa tule-
vat nikyviin “(epd)stabiilisuus”, “perhosefekti”; “kaa-
o0s”, pitkdn aikavilin ilmict. Viite [HW] on erinomainen
ldhde, mukaansatempaavaan tyyliin kirjoitettu.

Suuntakentta

Kun lasketaan yhtilon 3y’ = f(t,y) tilanteessa funk-
tion f arvoja (¢,y)-tason pisteissi, saadaan kokoelma
ratkaisufunktion derivaatan arvoja.

Muodostamalla (¢, y)-tasoon pistehila ja piirtdmaél-
14 kuhunkin hilapisteeseen (tg,yx) lyhyt jana arvon
f(tk, yr) ilmoittamaan ratkaisukdyrin tangentin suun-
taan, saadaan viivakuva (vektorikenttd), jota kutsu-
taan differentiaaliyhtdlon suuntakentiksi.

Edelld ratkaistiin muuttujien erottelulla yhtdlo 3y’ =
—ty. Katsotaanpa, miltd suuntakenttd nayttéaa.

Ratkaisua katsomatta ndhdaddn suoraan yhtalosté:

« Ratkaisu on vaakasuora t- ja y-akselin pisteissé.

« Kiintedlld ¢:n arvolla (¢ # 0) kulmakerroin jyrkkenee,
kun |y| kasvaa. Samoin kéy kiintedlld y:n arvolla, kun
[t] kasvaa.

e Kenttd on symmetrinen O:n suhteen ja antisymmet-
rinen akselien suhteen.

Harjoituksen vuoksi voit hahmotella ruutupaperille.

Téssd on OcTAVE:lla (MATLAB:1la) piirretty kuva, jos-
sa selvyyden vuoksi on otettu harva pistehila.

T T T T yI=|-‘ty T T T T
R A A T T B
15} 4 4 o — e, % A ',
1t o r'd e e N R Y
Y O e R e e
S S S S S —
- N e T e T ..
1ty U e S o S A
151 & Y S o, —o— v o A d
2l Y N W e 4 4

2 -5 -1 -5 0 05 1 15 2

t
suuntakenttal.m
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Suuntakentin piirtdminen

OcCTAVE-jakelussamme
https://matematiikkalehtisolmu.fi/2021/1/skriptit/

on suuntakenttal.m-tiedosto, jonka voit la-
data  tyohakemistoosi ja suorittaa komennolla
>> suuntakenttal. Kannattaa avata editorissa:
>> edit suuntakenttal.m. (Jos lataat tiedoston

“Octave-onlineen”, se avautuu suoraan editoriin.)
“Markkerien” koko nédkyy erilaisena eri versioissa, ko-
keile esim. ’MarkerSize’ ,n valilla 5 < n < 15. Muu-
ten voit muokata vaikkapa muuttamalla hilavilia ja
aluetta.

Differentiaaliyhtaloa voit vaihtaa muuttamalla funk-
tion f(t,y) méadrittelyd. Funktiom&érittelyn syntaksi
on: f = @(t,y) -t.x*y.
Kertaukseksi, ajattele: “at (t,y), arvo —ty”, matema-
titkassa: f: (¢t,y) — —ty.

Huom: Funktiota sovelletaan hilapisteistéon, jonka
tuottaa alla oleva meshgrid-komento, joka muodostaa
kaksi samankokoista matriisia t ja y, edellinen sisaltaa
pisteiston ¢- ja jalkimméinen y-koordinaatit.

Pisteittdisten laskutoimitusten kdytté ja notaatio on
omaksuttu MATLAB:n perdssd OCTAVE:n lisdksi mui-
hin vektori/matriisikieliin, kuten JULIA, SCILAB.

Kaikissa muissakin mainituissa on MATLAB:sta perai-
sin olevat voimakkaat vektorikenttien piirtotytkalut,
jotka téssd yhteydessé ovat nailld riveilla:

% Hilapisteistén koordinaattimatriisit(t,y):
[t,y]l=meshgrid(tpoints,ypoints);

% Piirretddn hilapisteisiin viivakentta:
quiver(t,y,pt,py,viivaskaala);
quiver(t,y,-pt,-py,viivaskaala); % Viiva ...
% ..taaksepdin. Kommentoi pois, jos et halua.

Jos kiinnostaa kokeilla mieliohjelmistollasi suuntakent-
tid, voit hakea Googlella vaikka hakusanoilla direc-
tion field, slope field. Esim. Geogebralle on tehty:
https://www.geogebra.org/m/W7dAdgqc “Slope field
plotter”, varsin siisti.

OCTAVE-ympéristossd on késissimme tyokalut, joita
voidaan muunnella halumme mukaan, lisdta eri mene-
telmin laskemiamme ratkaisukayrid valituilla alkuar-
voilla, laskea ratkaisujen arvoja halutuissa pisteissé,
tarkastella virhekdytostd eri menetelmien vélilla jne.
Samalla ndhddén, miten pienelld maaralla koodiriveja
saadaan varsin vaativiakin tehtédvia suoritetuksi.

Ratkaisukdyrid suuntakenttidan

Tarkasteltava yhtdlo ¢y = —ty ratkaistiin ylld, joten
voidaan katsoa, miten suuntakenttd ja oikeat ratkai-
sukayrat sopeutuvat yhteen. Edelld saatiin muuttujien

erottelulla alkuarvotehtaville ratkaisu

2

y(t) = yoe T,
kun yo = y(0).

Voidaan piirtdd suuntakenttidkuvaan vaikka ratkaisut
alkuarvoilla y(0) = 0.5,y(0) = 1,y(0) = 1.5 komen-
noilla:

y£=0@(y0,t)y0.*exp(-0.5.*%t.72) % t.72, kts. alla.
hold on

t=linspace(-2,2,100);
plot(t,yf(0.5,t),’LineWidth’,2)
plot(t,yf(1,t),’LineWidth’,2)
plot(t,yf(1.5,t), ’LineWidth’,2)

(“copy/paste” komentoriville toimii, mutta merkkijo-
nojen ’hipsukat’ koodautuvat véiérin.)

Huomaa: t.72, koska funktioméérittelyssd t:n pitda
voida olla vektori, kuten kayttoesimerkeissad heti nah-
ddan. Kertolaskuissa riittéisi tdssa *, koska toinen teki-
jéa on skalaari, mutta johdonmukaisuuden nimissa kayt-
takdamme pistettd. (Miksi t72 ei kelpaa, vaikka 2 on
skalaari? Koska t~2 tarkoittaa (matriisi)tuloa t*t. )

Itse asiassa lisdsin né&mé rivit suuntakenttal.m-
skriptiin, kuten néet kirjoittamalla OCTAVE:n komen-
toikkunaan: >> suuntakenttal. Kokeile ja piirra liséé,
jos huvittaa, tai jos ei huvita, katso vain herkedmaétta
kuvaa.

y'=-ty

’AF 7 7 ¥ = L % ¢ 1
15"( 4 o s = L 5 LN LN 4
1t o o o > . o, Q 1
O.S-AK_
Y 0= — — — — — — — —
0.5 e A, L s . — = > Fs o
1t 9 3 A, 3 — > o« o o4
150 4 3 3 % — '8 d 4 |
204 by LS LN — r s s d d
-2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5 2

SUUNTAKENTTA JA RATKAISUJA

Milloin voidaan ratkaista analyyttisesti?

Edelld esiteltiin joitakin ratkaisutekniikoita. Kerrataan
viela: Puhumme symbolisesta, analyyttisesta tai sul-
jetussa muodossa olevasta ratkaisusta, jos se voidaan
esittdd tunnettujen alkeisfunktioiden avulla.

Esimerkki:
y =y’ —t.


https://matematiikkalehtisolmu.fi/2021/1/skriptit/
https://www.geogebra.org/m/W7dAdgqc
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Yhtalo nédyttdd varsin vaatimattomalta, toki siind on
y?, joten se on epdlineaarinen, mutta silti siistin nakoi-
nen. Vaan eiko mité, tarvittiin kuuluisa matemaatikko
Henri Poincaré, joka osoitti n. 100 vuotta sitten, etté
yhtélolla ei ole ratkaisukaavaa tavallisten matemaattis-
ten alkeisfunktioiden avulla eikéd edes niiden integraa-
lien avulla lausuttuna. Tdmén todistaminen vaati sy-
vallistd matemaattista koneistoa, ns. Galois’n teoriaa.

Kehittyneimmat tietokonealgebraohjelmistot sisaltavét
laajan valikoiman tekniikoita alkaen edellé esitetyista
perustekniikoista varsin kehittyneisiin matemaattisiin
menetelmiin.

Talld syntaksilla toimii MATLAB/OCTAVE:n symbolic
toolbox’n ratkaisija.

>> syms t y(t)
>> dsolve(diff (y(t),t)==y(t)"2-t)

OcTAVE-online ei selvié tehtdvistd, MATLAB palauttaa
“tolkuttoman” kaavan, jossa esiintyy murtolukuindek-
sein varustettuja kahden lajin “Besselin funktioita”.

Symbolilaskentaan erikoistunut MAPLE-ohjelmisto toi-
mii siistimmin:

> ratk:=dsolve(diff (y(t),t)=y(t)~2-t);

> latex(ratk);

Kun tulos tulkitaan ATEX-ohjelmalla (kuten koko téa-
mé kirjoituskin), saadaan:

c A (1) + BiV (1)
CAi(t)+Bi(t) ~’

y(t) =—

missd osoittajan yldindeksit tarkoittavat derivaattoja.
(Kun funktiot tunnetaan, saadaan derivaatat suoraan
diffyhtalosta.)

Onko tulos ristiriidassa Poincaré:n todistuksen kans-
sa? No ei, vaan “suljettu muoto” voidaan yleistda sal-
limalla erindisié ns. “erikoisfunktioita”; joista ylla mai-
nitut Besselit ja Airyt ovat esimerkkejé. MAPLE:a voi-
daan pyytda kertomaan, mitd menetelmiéd se yrittaa.
Saadaan pitka lista, alkaen lineaarisista ja muuttujien
erottelusta, paatyen téllaiseen:

trying Riccati Special (erikoisfunktiot)
Riccati Special successful

Téasséd tapauksessa saatiin siisti kaava, jonka laskemi-
nen on aivan yhtd helppoa kuin jos Airyjen sijalla oli-
si vaikka sinit ja kosinit. Laskentateho riippuu Airy-
funktioiden laskenta-algoritmista.

Kuten sanottu, “suljetun muodon” késite on erikois-
funktioiden avulla laajennettavissa perinteisestd huo-
mattavassa maarin, ja se laajenee sitd mukaa kuin uusia
erikoisfunktioita otetaan kéiyttoon ja niille kehitetddn

luotettavia numeerisia algoritmeja, jotka myos standar-
disoidaan niin, ettd eri ohjelmointikielet ja ohjelmis-
tot ja jopa laskimet ne tuntevat yksiselitteisesti. (To-
sin ajan mittaan laskimet voivat talla menolla kasvaa
“Stadionin tornin korkuisiksi”.)

Yleistettyjen ratkaisumuotojen méédrittdminen ei endd
oikein ole ihmisen késissé, vaan “matemaattista teko-
dlyd” edustaviin tietokonealgebraohjelmistoihin on hy-
va turvautua analyyttisten ratkaisujen alueella ainakin
silloin, kun perustekniikat eivit pure. Toki tuloksen péa-
tevyyttd kannattaa aina tutkia ja erityisesti, jos ratkai-
sukaava on toivottoman mutkikas, jolloin sen kéytto-
kelpoisuuskin voi olla kyseenalainen.

Pohdinta: Airyn funktioilla on monta eri luonnehdintaa.
Esimerkiksi ne ovat alkuesittelyssd mainitun “Airyn dif-
ferentiaaliyhtdlén” y” — ty = 0 lineaarisesti riippumatto-
mia ratkaisuja (niiden suhde ei ole vakio). Erés laskenta-
algoritmi olisi tuon differentiaaliyhtélon numeerinen ratkai-
seminen. Siis ratkaisemalla Airyn differentiaaliyhtdlé nu-
meerisesti saadaan differentiaaliyhtélon ¢’ = y? — ¢ (yleis-
tetty) analyyttinen ratkaisu. Miksi emme yhtd hyvin rat-
kaisisi yhtdlodmme suoraan numeerisesti? Toki néin siistin
kaavan kaytté on helpompaa, kun/jos Airyn yhtélén rat-
kaisu on saatavilla luotettavasti ohjelmoituna. Mutta mo-
nessa tapauksessa suora numeerinen ratkaisu on helpompi,
tehokkaampi ja ennen kaikkea yleispédtevampi tie.

Entd tdmi ajatus: Jos ratkaistavana olisi (lineaarinen)
yhtild ¢' = —y, niin hetihin nikisimme derivoimalla 2 ker-
taa, ettd cost ja sint toteuttavat yhtédlon ja ovat lineaari-

sint
cost

yleinen ratkaisu on y(t) = C1 cost + Ca sint. Mistd tiedam-

sesti riippumattomat, onhan = tant # vakio, joten
me, mill4 algoritmilla meille kosini- ja sini-ndppéimet laske-
vat? Kukaties ne ratkaisevat numeerisesti yhtilon 3"’ = —y
alkuehdoilla y(0) = 1 ja y(0) = 0.

Miten edelld saatua ratkaisukaavaa kaytettai-
siin?

Jos jatkaisimme MAPLE:lla, ei olisi mitdédn ongelmaa.
Mutta kirjoituksen henki on sellainen, ettd haluamme
pitdytyd vapaasti saatavassa OCTAVE:ssa (tuota an-
nettua MAPLE-kaavanvadntod lukuunottamatta). Pi-
tda siis selvittda, tunteeko OCTAVE nuo ratkaisukaa-
vassa esiintyvat funktiot. Kirjoitin tata varten skriptin
AnalratkAiry.m, jossa asia on selvitetty ja jolla pédset
piirtdmaéaén ja laskemaan ratkaisuja

Tehtava: Piirrd yhtdlomme suuntakenttd ja siihen
joitakin ratkaisukayrid AnalratkAiry.m-skriptin avul-
la samaan tapaan kuin edelld suuntakenttal.m-
skriptissa.

Kéaytdnnon mallinnustehtévissd on joka tapauksessa
tdssa laajennetussakin merkityksessa suljetun muodon
ratkaisun puuttuminen enemman saantoé kuin poikkeus
my6s symboliohjelmistoja kaytettiessa.
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Ratkaisukiyrid vuorovaikutteisesti suuntakent-
taan

Jatketaan esimerkkimme parissa noudattaen yleistys-
kelpoista linjaa, eli menndén hiukan asioiden edelle ja
kéytetdin MATLAB/OCTAVE:n numeerista ratkaisi-
jaa ode4b5 (ode on lyhennys termille “ordinary diffe-
rential equation”).

Olisipa hauskaa, jos voitaisiin piirtdd suuntakentasta
hiirelld valituista pisteistéd ldhtevid ratkaisukéyria.

Kirjoitin skriptitiedoston SuuntakenttajaDYratk.m,
jossa kéytetddn OCTAVE:n ginput-funktiota alku-
pisteen poimimiseen suuntakenttikuvasta, ja valitus-
ta pisteestd ldhtevd ratkaisuapproksimaatio laske-
taan tuolla “mustalla laatikolla” ode45. (Valitettavasti
ginput ei niytd toimivan Octave-online:ssa.)

Téasséd on tulos, josta ndkyy, mitd kohtia kuvassa olen
klikkaillut.

y=y?-t
N I e B By B e
L0l I 11111/
N 1117 7 7
ziiﬁii /! /7 s
o
1111 oo
YA AR
/17 7 4 NN
SRRy N
Wy N
Y, WA L L
WS A AR
Y Y N\
RNy VARV NN
i ~ l\i\
S 1/ AN

SuuntakenttajaDYratk.m

Kahden ylimméan alkupisteen paikkeilla ndhdéén, et-
td hyvin pieni alkuarvon muutos johtaa tédysin eriluon-
teiseen ratkaisukdyrddn. Nelja alinta sijaitsevat var-
sin kaukana toisistaan, mutta johtavat samaan “sup-
piloon” puristumiseen ajan kasvaessa. Edellisessd né-
kyy epdastabiili kaytos, jossa voi ndhdd kuuluisan
“perhosefektin” ilmentyman. Jalkimmaé&inen taas kertoo
vahvasta stabiilisuudesta.

Mitds ndméa numeerisella algoritmilla lasketut kappy-
rét ovat? Todistavatko ne ratkaisujen olemassaolon?

Tarkedd ymmartaa:

- Differentiaaliyhtalon ratkaisun olemassaolo ei edelly-
ta ratkaisukaavan olemassaoloa.

- Numeerisella algoritmilla lasketaan approksimaatio
oletetulle ratkaisulle, mutta se ei todista, ettéd ratkaisu

on olemassa.

- Kvalitatiivisten menetelmien avulla voidaan saada
(oletetun) ratkaisun kdyttaytymisestd ymmaérrys tar-
kastelualueen eri osissa nojautumatta ratkaisukaavaan,
jota ei siis valttamatta ole.

- Ratkaisun olemassaolon selvittdmiseen on yleisid eh-
toja, josta seuraavassa.

Ratkaisun olemassaolo ja yksikasitteisyys

Kyseessé on siis ratkaisu alkuarvotehtévélle

{y/ = f(t>y)

y(to) = yo ®)

Ajatellaan ihan aluksi suuntakenttdd. Koska f(¢,y):114
on yksikisitteinen arvo jokaisessa (t,y)-pisteessi, ei-
vat suuntajanat voi leikata toisiaan, ja siis ratkaisukay-
rit eivit leikkaa. EikOs tdmé jo ole yksikéasitteisyytta?
Mutta voisivathan ne sivuta toisiaan, kuten néyttai-
si voivan kiyda jossain tulevaisuudessa, kun katsotaan
vaikkapa kuvaa 3’ = y? — t. Kuitenkin téllainen “sup-
pilomainen” kiytds on useimmiten tyyppid e, missi
a < 0, jolloin sivuaminen tapahtuu vasta “darettoméan
kaukana”.

Katsotaanpa esimerkkié, jossa sivuaminen tapahtuukin
darellisesé ajassa.

Esimerkki: Vuotava admpéri

Ajatellaan, ettd pihalle on unohdettu vedelld taytetty
dmpéri, jonka pohjassa on reikd. Kun myéhemmin ha-
vaitaan, ettd &mpari on tyhjé, voidaanko (asiaankuulu-
vat parametrit tuntemalla) laskea, milloin se oli tdysi.
No eipé tietenkddn! (Vrt. radioaktiiviseen hajoamiseen
perustuva idnméaritys, jossa paastadn kasiksi kaukai-
seen menneisyyteen.)

Jos vedenpinnan korkeutta merkitdan y(t):114, voidaan
johtaa yhtalo
y/ = -« \/:57

missd a = /294, a on reidn halkaisija ja A lierion
pohjan halkaisija (kts. [HW] s.160).

Muuttujien erottelulla saadaan:

dy /
— =—q | dt+C.
VY

Kun ajatellaan kéénteisesti potenssin derivoimiskaa-
vaa, saadaan:

1
2y=—at+C = yt) = Z(C —at)?.
(Korkeus y(t) ei voi saada negatiivisia arvoja, kuten
yhtélostakin ndkyy.) Suoraan yhtdlostd ndkyy vakio-
ratkaisu y(t) = 0.
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Valitaan yksik6t niin, ettd o = 1 ja lierion tilavuus
= 1, lieri6 olkoon téysi hetkelld ¢g, ts. y(tp) = 1 ja ol-
koon t; seuraava hetki, jolloin se on juuri tyhjentynyt,

1
1=y(t0)=1(0—t0)2 = C=ty+2="t.

(to — 2 ei kdy, kun on oltava t; > tg.)

Ratkaisuksi saadaan:

(t) = %(t_h)Q, kun to <t <t
e 0, kun t > t;.

(Kun admpéri on tyhjentynyt, se pysyy tyhjané.)

Vuotava ampari y'=-3«1Jr2

Skripti ampari.m

Kyseessd on jatkuvasti derivoituva funktio myos “lii-
toskohdassa” t = tp, silld vasemman- ja oikeanpuo-
leiset derivaatat ovat = 0, ja differentiaaliyhtélo to-
teutuu niin vasemmalla kuin oikealla. N&hd&aan, et-
té jos alkuarvoksi otetaan y(tg) = 0, niin tdméan al-
kuehdon toteuttavia ratkaisuja ovat myos kaikki eh-
don y(t,) = 0 toteuttavat, joilla t, < to. Kuvasta kon-
kreettisesti: Oikeanpuoleinen ratkaisukdyrd toteuttaa
alkuehdon y(3) = 0, mutta niin toteuttavat myos kaik-
ki sen vasemmalla puolella olevat.

Jos sen sijaan alkuehdoksi otetaan y(tg) = yo, missé
yo > 0, el mikd&dn muu ratkaisukdyrd kulje tuon pis-
teen kautta.

Toisin sanoen: Jos dmpérissd on viahankin vetta
jaljella, voidaan laskemalla selvittda hetki, jol-
loin se oli taysi.

Ratkaisujen olemassaololle ja yksikésitteisyydelle on
yleisia, funktion f(¢,y) ominaisuuksiin liittyvid ehto-
ja.

Tarvitaan osittaisderivaatan késitetta. Se tarkoittaa
yksinkertaisesti kahden muuttujan funktion tapaukses-
sa sité, ettd derivoidaan vain toisen muuttujan suhteen

pitden toista vakiona (eikd anneta juhlallisen nékoisen
merkinndn haméta.)

Esim:

%(t +yh) =1, 6%(15 +y°) =2y, a%(tzf) = 2ty.
Lause 1. Tarkastellaan alkuarvotehtavédd (8). Olete-
taan, ettd f ja % ovat jatkuvia alkuarvopisteen (¢g, yo)
sisdltévissd suorakulmiossa R: |t —to| < a, |y —yo| < S.
Alkuarvotehtavalld on yksikéasitteinen ratkaisu alkuar-
vopisteen (to, yo) ympéaristossa |t — tg| < min(a, /M),
missd M = maxg |f(t,y)|.

Lauseesta on erilaisia variantteja. Osittaisderivaat-
taehtoa voidaan lieventédd, puhutaan Lipschitz-ehdosta
([HW] s. 165, [CF] s. 669). Lineaarisille yhtéloille on
tietyin edellytyksin laajemmalla alueella voimassa ole-
va versio jne.

Alkuperdisen todistuksen esitti ranskalainen FEmile
Picard vuonna 1893 ja tulosta tarkensi suomalainen
matematiikan vaikuttajahenkilo ja “isdhahmo” Ernst
Lindelof hiukan myohemmin. Kts. [CF] s. 649 ja
[OLehto]. Todistuksen idea on hyvin esitetty viitteessa
[CF]. Kyseessd on iteratiivinen menetelmé, “Picardin
iteraatio”, ja se on abstrakti olemassaolotodistus. Vaih-
toehtoinen konstruktiivinen todistus on esitetty viit-
teessd [HW], jossa yhtend osana on numeeristen mene-
telmien perustana oleva Fulerin menetelmd, seuraava
aiheemme.

Mitd lause sanoo esimerkkiyhtdlostamme
y = —/y? Siis f(t,y) = —\/y, f ei riipu t:sté, jol-
loin osittaisderivaatta on ihan tavallinen derivaatta.
Siis: o J )
o ay YT Ty
Derivaattaa —g—‘; ei ole, kun y = 0, joten lauseen ole-
tukset alkuarvolle yg = 0 eivdt ole voimassa, mutta
ovat, kun yg > 0. Niinpa esimerkkimme on sopusoin-
nussa lauseen kanssa.

Numeeriset ratkaisumenetelmait
Eulerin menetelma

Jos 4y = ay on kaikkien differentiaaliyhtéldiden aiti,
niin Fulerin menetelmd on sitd kaikkien numeeristen
ratkaisijoiden suhteen.

Ratkaistavana olkoon alkuarvotehtavi.:

y/ = f(tvy)7 y(to) = Yo-

Ajatellaan suuntakenttda. Piirretddn alkuarvopistee-
seen (to,yo) lyhyt suuntakenttdjana, jonka suunta on
ratkaisukdyran tangentin suunta: y'(to) = f(to,v0)-
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Suuntanuolen loppupééssé tehdddn sama uudestaan ai-
kapisteessd t1 = to + h, missd h on lyhyt aika-askel.
Olkoon suuntajanan loppupiste (¢1,y1), eli

y1 = yo + hy'(to) = yo + h f(to, v0)-

Tassd meilla on Fulerin menetelmdn askel, jota toista-
malla saadaan pisteet (to,y0), (t1,41), .-+, (tn, Yn), joi-
ta yhdistdva murtoviiva approksimoi ratkaisua sita tar-
kemmin, mitd pienemmin askelin h kuljetaan.

Jotta saataisiin myos arvio virheelle, joka tehdaan yh-
delld askeleella, kun ratkaisukayrd korvataan tangen-
tillaan, muodostetaan Taylorin' kehitelmé pisteessé t.
Jos y(t) on ratkaisufunktio,

y(t+h) = y(t)+hy'(t)+R(h) = y(t)+h f(t,y(t))+R(h).

Téssd jaannostermi R(h) toteuttaa ehdon |R(h)| <
Mh?, kun h on riittdvin pieni, missdé M =
maxs|<nf [y (t)]-

Vakiota M ei etukiteen tunneta, koska y” on tunte-
maton. Téarkeda on, ettd yhdelld askeleella syntyva me-
netelmévirhe (lokaali virhe) on verrannollinen neliéon
h2. Jos askelia otetaan n kappaletta, niin h ~ %, joten
n:n askeleen synnyttdmé kokonaisvirhe on verrannolli-
nen askeleeseen h. (Tdméi on hiukan ylimalkainen pai-
telmé, mutta uskottava ja vastaa todellisuutta varsin
hyvin.) Likipitden pétee:

Eulerin menetelmin kokonaisvirhe puolittuu,
kun askelpituus puolittuu.

Menetelmé on siten varsin tehoton ja siksi onkin kehi-
tetty koko joukko huomattavasti tehokkaampia mene-
telmid. Naissd muunnetaan Eulerin menetelméé niin,
ettd otetaan koeaskelia sopivasti esim. puolikkaalla as-
kelpituudella ja sitten tietyn kriteerin mukaan edetéan
optimaalisesti painotetun keskiarvon suuntaan. Téllai-
nen on mm. edelld mainittu ode45, joka on varsin laa-
dukas yleisratkaisija. Siind kokonaisvirheen kertaluku
on 4 verrattuna Eulerin kertalukuun 1. Menetelmén
ovat kehittdneet matemaatikot: Runge, Kutta, Fehl-
berg.

Eulerin menetelmin ohjelmointi

Iterointiaskeleen muuttaminen ohjelmakoodiksi on mi-
td luontevinta. Katsotaan esimerkiksi yhtéloa

y =t+y, y(0)=0.

Analyyttinen ratkaisu on helppo muodostaa. Lineaari-
sen yhtilén homogeeniosa antaa Cel:n, ja epihomogee-
nisen erityisratkaisu keksitdédn muodossa a —t. Vakiolle
a saadaan arvo —1. My6s OCTAVE osaa:

ITaylorin kehitelméé ei tarvitse tuntea, usko vain tuo arvio!

>> syms t y(t); dsolve(diff(y(t))==t + y)
ans = Cl*xexp(t) -t - 1

Alkuehdolla y(0) = 0 saadaan C'1 = 1.

Eulerin menetelmé juoksee alla olevalla silmukalla, jol-
la syntyy kuvan alin murtoviiva.

f=0(t,y) t+y;
h=0.4; n=3; % vali: [0,1.2]
t=0:h:n¥h % t=[0,h,2%h,3%h]
y(1)=0 % Vektorin indeksointi alkaa 1:st&
for k=1:n
y (k+1)=y (k) +h*f (t (k) ,y(k));
end;

Skriptissd Euleresiml.m on tdmi toteutettu a), b) ja
¢)-kohdissa askelpituuksilla 0.4, 0.2, 0.1. Sopivin alus-
tuksin ja plot-komennoin syntyy kuva:

15 Eulerin menetelma, y'=t+y, y(0)=0)

—— h=0.4
= h=0.2

h=0.1
m—— tarkka

0.8

0.6

0.4

0.2

1.4

Euleresiml.m

Nyt voidaan kirjoittaa oma funktio, jota kutsu-
taan, kun halutaan menetelmééd soveltaa. (Tiedosto
eulerS.m)

function [T,Y]=eulerS(f,Tspan,ya,n)
% Euler Skalaari, HA

% in: f - funktiokahva("function handle")
% Tspan - Tarkasteluvali

% ya - alkuarvo pisteessd Tspan(1l)
yA n - Jakovdlien lkm.

% out: T - Aikapisteet

% Y - Lasketut y-arvot T-pisteisséa
% Esim: y’=t+y, y(0)=1

% f=0(t,y)t+y; close all

h [T,Y]l=eulerS(f, [0 4],1,6);

% LW="LineWidth’ ;MS=’MarkerSize’;

% plot(T,Y,’.-’,LW,2,MS,10)
a=Tspan(1) ;b=Tspan(2);

h=(b-a)/n;
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Y=zeros(n+1,1);T=(a:h:b)’; % Sarakevektorit,

Y(1)=ya; % kuten ode4db5:ssi
for j=1:n

Y(G+1)=Y(§)+h*£(T(3),Y());
end;

Huomataan, ettd suurin osa riveistd on kommentteja,
jotka tulevat ndkyviin komennolla: >> help eulersS .
Funktion kutsu on identtinen “tehoratkaisijan” ode45
kanssa, paitsi tdssd on viimeinen parametri n, jonka
odedb sdatda vaadittujen virhetoleranssien perusteel-
la.

Jos halutaan kayttdad Eulerin menetelmdd tehtévaan,
jonka ratkaisua ei tunneta, kuten kdytdnnossd useim-
miten on tilanne, voidaan arvioida alkuaskelpituus h ja
verrata tulosta muutamaan askeleen puolittamalla saa-
tuun. Jos tulosvektori ei vaadittavan laskentatarkkuu-
den puitteissa muutu, voidaan tulos hyviksyi. (Tar-
kempia askeleen saddtédmis- ja virheen arvioimismene-
telmid on luotettavimmissa ohjelmistoissa olevissa koo-
deissa kuten ode45.)

Kiintoisana lahihistorian esimerkkind kannattaa mai-
nita elokuvan “Hidden Figures” padhenkilon oival-
lus kéyttad FEulerin menetelmdd laskettaessa John
Glenn’n avaruuslennon rataa. Pddosan esittéjé elaytyy
Katherine Johnsonin, arvostetun mustaihoisen mate-
maatikon osaan. Mainittakoon, ettd Katherine John-
son kuoli vuonna 2018, 101:n vuoden idssa. Aiheesta
on Anne-Maria Ernvall-Hytésen kirjoitus ja suositus:
https://matematiikkalehtisolmu.fi/2017/

hidden_ figures.pdf

Esihistoriallinen nikokulma

Babylonialaisissa nuolenpéékirjoituksella (n. 3000 v.
eaa.) esitetyissd tauluissa annetaan menetelma lainan-
lyhennyksen korkoa korolle laskennassa, kun lyhennys
tapahtuu tasaisin aikavélein, siis aivan kuten meilld ny-
kyisinkin. TAméa on tdsmaéilleen sama menetelmé kuin
yvhtdlon ¢y’ = ay alkuarvotehtavan numeerinen ratkai-
seminen Fulerin menetelmdlld.

Paluu delfiinien pariin

Otsikon Jotain rajaa delfiineillekin! alla mallissa (5)
oli vakio B edustamassa kasvua rajoittavia tekijoita,
kuten kalaverkkoja, moottoriveneonnettomuuksia jne.
Realistisempi malli saadaan olettamalla tdmén termin
olevan ajasta riippuva. Kesidkaudella on otaksuttavasti
suuremmat vaarat.

Olkoon kasvua rajoittava kerroinfunktio

b(t) = —0.032(2 — exp(—5(sin 71)?)),

missd aikaa mitataan vuosissa. Voidaan ajatella, ettd
kokonaiskasvukerroin on ajasta riippuva: r+b(t), joten
differentiaaliyhtéloé on

y' = (r+b(t))y.
Kasvukerroin on selvésti jaksollinen, jaksona 1 (vuosi).
b=@(t) -0.032%(2 - exp(-5*(sin(pi*t))."2))

t=linspace(2017.5,2020.5,500) ;
plot(t,b(t),’LineWidth’,2);grid on

-0.05

-0.055

-0.06

2018.5 2019 2019.5 2020

2018

0.065
2017.5 2020.5

Ratkaisemista ajatellen kyseessa on yhtalo vy’ = a(t) v,
joka voidaan ratkaista muuttujien erottelulla, ku-
ten edelld esitettiin. Talld kertaa of(t)-funktion an-
tiderivaatan méérittdmiseen ei ole mitddn toiveita.
Niinpéd turvaudutaan Fulerin menetelmédan. Skriptis-
sd Delfiinit2.m suoritetaan ratkaisu askelmééarilla
N =90 ja N = 180, piirretdén vain edellisella ja laske-
taan loppuarvot, jotka eivit eroa toisistaan. Aja taas
ja kokeile huviksesi vaikkapa pienentamaélla [V:n arvoa.

-~ N=90, Delfiinit 2025 heinakuussa = 104

103.5

103

102.5

102 -

y(t)

101.5

101 -

100.5

100

99.5 . . . . . . . .
2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023 2024 2025 2026
t

Delfiinit2.m
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Parannettu delfiinimalli, vai huononnettu

Mallinnuksessa voitaisiin vield ottaa huomioon delfii-
nien keskindinen kilpailu ravinnosta ja tilasta. Merki-
tddn K:lla maksimaalista méardd delfiinejé, jonka ym-
paristo voi sisédltda, kutsuttakoon sitd ympéariston kan-
tokertoimeksi. Kasvukerroin r korvataan ajasta ja po-
pulaation koosta riippuvalla kertoimella

jolloin yhtélé saa muodon: y' = «(t)y + b(t) y, missé
b(t) on edellisessi tehtavissi annettu, siis:

y =r(l= 2y +b()y. (9)

Nytpéa yhtalo on epilineaarinen, joten analyyttinen rat-
kaisumahdollisuus karkaa yhd kauemmas. Funktiotie-
dosto Delfiinitfinaali.m laskee ja piirtdd sekd Eu-
lerin menetelmélld ettd OCTAVE:n ennen mainitulla
ode4db-ratkaisijalla. Naytetdan edellinen, jossa on piir-
retty nakyviin myos laskentapisteet.

Eulerin menetelma, N=50
100 T T T T

a9s . i
96 |- .
9a . 8
92t “ 8
90 | A .

yit)

88 ~ 4
86 = b
84 o 1

82 ., 1

80 . . . . . . . .
2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023 2024 2025 2026
i

Funktio: Delfiinitfinaali.m
Talla kertaa kyseessd ei ole skripti, vaan funktio,
joten kutsu tapahtuu komentorivilta.

Molemmat, Eulerilla ja ode45:114 lasketut saat komen-
nolla:

>> [ye,yol=Delfiinitfinaali(50)
ye =
80.1161

yo =
80.1395

% ye laskettiin Eulerilla

% yo oded4b5:114

Huomionarvoista on, ettd tulokset poikkeavat vasta
neljannessd numerossa, vaikka Eulerin menetelmalla
otetaan vain 50 askelta.

Téasséd tapauksessa ratkaisukdyrd on hiukan aaltoileva
suora, jolloin on helppo uskoa, ettd Eulerin menetelmé-
kin padsee hyvaan tarkkuuteen pienelld askelméaarallé.

Delfiinien kannalta ei kyllakadn hyvéaltd nayté, ainoa
toivo on, ettd valitut parametrit eiviat vastaisi todelli-
suutta ainakaan koko aikavélilld, ja/tai muutos parem-
paan tapahtuisi viimeistdén elokuussa 2025.
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