ENSIASKELEET HAMILTONIN KVATERNIOALGEBRAAN

(v1)

Teuvo Laurinolli
2020

teuvo.laurinolli@gmail.com

AD ASTRA PER ASPERA


mailto:teuvo.laurinolli@gmail.com

SISALLYSLUETTELO

ALKULAUSE ..ot eeteetssessesesseessesessessssssssassssssssassss s s sss s £ss s s8££ RS 3
1. REAALILUVUT JA KOMPLEKSILUVUT ..corieeerteseeessessesssesssesssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssessssssssessssssssesssnss 8
1.1, REAAITIUVUL .ottt et s s sseesse s ssse eSS 8
1.2 KOMIPIEKSTIUVUL....tovuereierseesssssssessssssssssesssssssssesssssssssesssssssssesssssssssessssssss s sss s ssssssssssssssssssssssssssssssssessans 10
1.3. Kompleksiluvun trigonometrinen €Sitys ......resmessesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssans 19
1.4. Eulerin kaava ja kompleksiluvun eKSponenttimuoto ........eeeesssssssssssssssns 24
2. KVATERNIOT ...t ieetseeuseesseessessssssssessssssssassssssssesssssssssssssssssassssssssessssssssassssssssassssssssessssssssassssssssssassssssssssessssssssesssssssnes 38
2.1. TASOSTA AVATUULEENT .....coieeeereurerserssesesses s sesssssessesssssssses s sss s s ses s ses bbb ssesssssnsans 38
2.2. HamiltoNin KVAtEIMIOt. e cuieeeeeseesseeeseessesssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssans 40
2.3, KVaterNIOal@EDTIa ...t sssssss s sssssssessss s ssss s ssssssss s ssss st ssssssssssssans 43
2.4. Vektorilaskentaa kvaternioiden avulla.......eeceeeeseessssseesssesssessssssssessssesssesssssnns 48
2.5. Yleinen Eulerin kaava Kvaternioille.......ceeeecsseessssessssssesssessssesssesssessesssesssesssessaes 51
2.6. SoVellus: KIerto avarUUdeSSa ... ereeseereeseessesssesssesssesssssssesssesssssssssssesssssssesssssssessssssssesssessssessses 53
0 1 PO 62
KVATERNIOLAHTEITA....ooooeeeeeeeesssssssscssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 64



ALKULAUSE

Matemaattisen padattelyn keskeisena kohteena on vuosituhansien ajan ollut sellaisen
tuntemattoman arvon (kuten vuoren korkeuden, Maan ja Kuun valimatkan tai vetyatomin
massan) madrittaminen, jota ei voida suoraan mitata. Ehka merkittavin teoreettinen
innovaatio luotettavan paattelymenetelman kehittdmisessa oli yhtdlo. Tama tapahtui
viimeistdan Italiassa keskiajan lopulla ja aiemminkin Kiinassa, Intiassa tai Arabiassa.
Sanallisia laskentaohjeita ruvettiin korvaamaan lyhyilla symbolisilla laskulausekkeilla, joissa
lukuarvojen ja laskutoimitusmerkkien lisdksi esiintyi kirjainmuuttujia tarkoittamassa
tuntemattomia arvoja. Tasta olikin lyhyt matka yhtal6ihin, joilla voitiin koodata
tuntemattomien ja tunnettujen arvojen keskindinen riippuvuus. Yhtaloista tuntemattomat
arvot voitiin ratkaista yksinkertaisilla mekaanisilla askeleilla, jotka perustuivat
yksinkertaisiin periaatteisiin kuten: kun yhtd suuriin lisdtddn sama arvo, niin saadaan yhtd
suuret. Yhtaloita opittiin luokittelemaan niissa esiintyvien lausekkeiden muodon perusteella.
Tama oli hyddyllista, koska samaan luokkaan kuuluvia yhtdl6ita voitiin ratkaista samalla

askelkuviolla eli ratkaisukaavalla.

Nykypéivian koululaisillekin tuttuja tyyppia 3x + 7 = 22 tai 2x2 — 4x = 198 olevia
ensimmdisen tai toisen asteen polynomiyhtdléitd malliratkaisuineen esiintyi jo muinaisten
babylonialaisten opettajien savitauluissa sanallisina esimerkkiprobleemoina. Kuitenkin vasta
italialaiset matemaatikot 1500-luvun alussa ryhtyivat etsimaan polynomiyhtaléiden yleisid
ratkaisukaavoja. Niissa yhtalon ratkaisut pyrittiin ilmaisemaan sen kertoimista
muodostettuina lausekkeina, joissa tarvittaisiin peruslaskutoimitusten (yhteen-, vahennys-,
kerto- ja jakolasku)! lisdksi vain juurenottoa. Lukiolaisellekin tuttu esimerkki on toisen asteen
yhtalon ax? + bx + ¢ = 0 ratkaisukaava x = (—b + M)/(Za). Myd6s kolmannen ja
neljannen asteen yhtaloille 16ydettiin jo 1500-luvulla vastaavat yleiset ratkaisukaavat?, jotka
ovat teoreettisesti kiinnostavia, mutta sovelluksissa epakaytannollisid. Nykyaan tallaiset
yhtdlot ratkaistaankin yleensa tietokoneilla kayttamalla numeerisia likiarvomenetelmia.

Viidennen asteen yhtalon yleista ratkaisukaavaa etsittiin tarmokkaasti liki kolme vuosisataa,

1 Kokonaislukupotenssiin korottaminen on kertolaskua.
2 Gerolamo Cardanon (1501-1576) ja Lodovico Ferrarin (1522-1565) julkaisemina.



kunnes norjalainen Niels Henrik Abel todisti vuonna 1824, ettei sellaista ratkaisukaavaa ole

mahdollista l16ytaa. Sama koskee myds korkeamman asteen polynomiyhtaloita.

Polynomiyhtaldiden ratkaisukaavat olivat sinalladn mielenkiintoisia, mutta viela tarkeampaa
oli, ettd niita etsittdessa jouduttiin avartamaan lukukasitettd. lhmiskunnan aamuhdmarissa
luvut olivat vain lukumaaria tarkoittavia positiivisia kokonaislukuja 1, 2, 3, ..., jotka
nykyterminologiassa muodostavat [uonnollisten lukujen joukon N. Lukukasitteen myéhemmat
laajennukset (nolla, negatiiviset luvut, murtoluvut, irrationaaliluvut) palvelivat aluksi
kaytannollisia tarpeita, mutta jalkiviisaasti voidaan ajatella, ettad niita tarvittiin yhtaloiden
ratkaisuiksi. Luku 0 tarvittiin yhtdlon x + 1 = 1 ratkaisuksi. Samoin tarvittiin negatiivinen
kokonaisluku yhtdlon x + 3 = 1, murtoluku (eli rationaaliluku) yhtdlén 3x = 5 ja
irrationaaliluku yhtilén x? = 2 ratkaisuiksi. Niin matemaatikoiden kdyttimien lukujen
joukko laajeni asteittain ketjussa N ¢ Z ¢ Q c R, joista viimeinen reaalilukujen joukko R
tayttda koko lukusuoran. Reaaliluku, kuten 7,41 tai — 5/13 tai 6,03 - 10?3 tai 3+/2, ilmaisee
suoralla olevan pisteen paikan eli suunnan ja etdisyyden suhteessa valittuun nollapisteeseen

(origo) ja pituusyksikkoon.

On helppo kirjoittaa yhtilo, esimerkiksi x? + 1 = 0, jolle ei 16ydy ratkaisua reaaliluvuistakaan.
Eihdn minkdan luvun (reaaliluvun) neli6 ole —1 eika negatiivisella luvulla ole nelidjuurta!
Tuollainen yhtdlo oli saattanut tulla menneiden aikojen matemaatikoille mieleen ehka
ajatusleikking, mutta se oli hydodyttomana tai jopa mielettdmana heitetty syrjaan. Mutta edella
mainitut 1500-luvun italialaiset matemaatikot tormasivat niihin kolmannen ja neljannen
asteen yhtdl6iden ratkaisukaavoja kehitellessaan. Kaavoihin tuli vadjaamatta lausekkeita,
joissa negatiivisesta reaaliluvusta oli otettava neliojuuri. Tata hammentavaa seikkaa yritettiin
kiertaa kekselidilla viritelmilla, mutta 1700-luvulle tultaessa selvisi, ettd tehokkain menettely
oli laajentaa luvun kasitetta reaaliluvuista kompleksilukuihin. Siinda missa reaaliluvut syntyvat
yhdesta perusyksikosta eli 1:std, kompleksiluvut tarvitsevat kaksi perusyksikkoa 1 ja i.
Jalkimmainen on ns. imaginaariyksikké, jonka nelié on —1. Siis 12 = 1ja i? = —1. Naista
aineksista syntyvat kompleksiluvut yhdistelmindaz = x -1 + y - i = x + yi, joilla voidaan
laskea aivan samoilla sdannoilla kuin reaaliluvuillakin muistaen vain, etti i? = —1. Kertoimet

x ja y ovat reaalilukuja, jotka osoittavat maarig, siis sita minka verran kumpaakin yksikk6a on

kompleksiluvussa z. Niinpa z voidaankin havainnollistaa xy-koordinaattitason pisteeksi.



Tasta kompleksilukujen joukosta loytyy ratkaisu myos yhtilolle x? + 1 = 0 ja kaksikin
nimittdin x = +i. Vuonna 1800 saksalainen Carl Friedrich Gauss (1777-1855) todisti
algebran peruslauseen, jonka mukaan jokaiselle polynomiyhtalélle 16ytyy ratkaisu
kompleksilukujen joukossa C. Kompleksilukujen joukko eli kompleksitaso C on siis
matemaattisesti taydellisempi kuin sen osajoukkona oleva reaalisuora R. Kompleksiluvuista
ja -funktioista tulikin 1800-luvulla matematiikan keskeinen alue ja seuraavalla vuosisadalla

myos fysiikan (erityisesti kvanttimekaniikan) valttdmaton ja tehokas tyokalu.

Algebran peruslauseen myota kompleksilukujoukosta C tulikin perinteisen lukukésitteen
kehityksen huipentuma ketjussaN c Z ¢ Q ¢ R c C. Kompleksiluvuilla laskettaessa ovat
voimassa kaikki tavanomaiset laskusdaannot, jotka opitaan jo peruskoulussa. Matemaatikot
tiivistavat tdman tosiasian kasitteeseen kunta (field). Lukujoukot @, R ja C ovat kaikki kuntia,
joissa yhteen-, vihennys-, kerto- ja jakolasku toimivat tdsmalleen samojen sddntdjen mukaan.
(Lukujoukot N ja Z noudattavat my0s samoja yhteen- ja kertolaskun saant6ja, mutta

kumpikaan ei ole suljettu jakolaskun suhteen eikd N viahennyslaskunkaan.)

Lukujoukkojen R ja C geometrinen havainnollistaminen reaalisuorana (x-akselina) ja
kompleksitasona (xy-tasona) innosti kuitenkin Gaussin seuraajia pohtimaan mahdollisuutta
laajentaa luvun kasitetta kolmiulotteiseen xyz-avaruuteen. Irlantilainen matemaatikko
William Rowan Hamilton (1805-1865) ponnisteli pitkddan ongelman kimpussa, kunnes han
16.10.1843 sai kavelyretkelladn kuuluisan oivalluksensa, ettd laajennus onkin tehtava
neliulotteiseen txyz-avaruuteen. Naita neliulotteisia "lukujaan” han merkitsi
kompleksilukujen tapaang =t-1+x-i+y-j+z-k=t+ xi +yj + zk, missa 1 on
reaaliyksikko ja i, j, k ovat imaginaariyksikoita ja kertoimet ¢, x, y, z ovat reaalilukuja.
Hamilton antoi uusille "luvuilleen” nimen kvaternio (quaternion)!. Hin onnistui
maadrittelemaan laskusaannot siten, ettd kvaternioilla laskeminen noudattaa tuttuja lukujen
laskusdantoja yhta poikkeusta lukuun ottamatta: kertolasku ei ole aina vaihdannainen. Jos siis
q1 ja q, ovat kvaternioita, niin voi olla q;q, # q,q;- Tulemme ndkemaan, etta kvaternioiden
kertolaskun ei-kommutatiivisuus liittyy laheisesti siihen tosiasiaan, etta avaruuskappaleiden

kierrot eri akseleiden suhteen eivit ole kommutatiivisia (vaihdannaisia).

1 Gaussin muistikirjoista on my6hemmin selvinnyt, ettd han oli 16ytanyt kvaterniot jo 1819, mutta ei ollut
julkaissut 16ytdaan. Ranskalainen pankkiiri ja matematiikan harrastaja Olinde Rodrigues (1795-1851) oli
julkaissutkin jo 1840, siis kolme vuotta ennen Hamiltonia, artikkelin, jossa han méaaritteli olennaisesti kvaternion
késitteen.



Hamilton kehitteli laajasti uutta kvaternioalgebraansa ja sovelsi sitd monille geometrian ja
fysiikan aloille. Kuuluisat Maxwellin sdhkdmagnetismia kuvaavat yhtalotkin muotoiltiin aluksi
kvaternioiden avulla, mutta 1800-luvun loppupuolella ne muokattiin nykyaankin tunnetuiksi
vektoriyhtaloiksi. Samalla kvaterniot alkoivat jadda sivuun matematiikan ja fysiikan
peruskalustosta. Uusi mielenkiinto niitd kohtaan herasi 1990-luvulla tietokonegrafiikan
harrastajien parissa. Kavi ilmi, ettd kvaternioiden avulla voidaan ohjelmoida naytolla liikkuvia
ja pyorivid avaruuskappaleita. Sittemmin kvaterniot ovat tulleet mm. grafiikkaohjelmoinnin,
konenaon, robotiikan, molekyylidynamiikan, kiderakenneanalyysin seka ilmailu- ja

avaruusnavigaation perustyokaluiksi.

Kvaternioiden ymmartamiseen johtava polku kdy kompleksilukujen kautta ja siksi
tutustummekin aluksi niiden ominaisuuksiin. Kompleksiluvut ovat tietysti itsessdankin
mielenkiintoinen ja tarked matematiikan alue, jota ei yleensa lukiossakaan kasitelld. Taman
kirjasen ensimmainen paaluku keskittyykin kompleksilukuihin. Aloitamme kertaamalla
lyhyesti reaalilukujen perusominaisuudet, jotka ovat lahtokohtana kompleksilukujen ja
kvaternioiden konstruoinnissa. Reaalilukujen joukko R muodostaa yhteen- ja kertolaskun
suhteen kunnaksi (field) kutsutun laskennallisen eli algebrallisen toimintaympariston, joka
pyritdan laajentamaan ensin kompleksilukujen joukkoon C ja sitten my6s kvaternioiden
joukkoon H. Toinen padluku keskittyy kvaternioihin ja huipentuu niiden ehka tarkeimpaan

sovellukseen: avaruuskappaleiden kierron laskennalliseen hallintaan.

Taman Kirjasen esitystapa ei noudata tyypillista matemaattisen tekstin rakennetta
(maaritelma, lause, todistus). Asioissa edetdaian kertomuksen tapaan, esimerkkeihin
tukeutuen, ja kdsitteiden taustoja valotetaan useammastakin suunnasta. Tulokset pyritdan
kuitenkin perustelemaan riittavasti, vaikka formaaleja todistuksia ei juurikaan esiteta.
Lukijalla oletetaan olevan peruskoulun ja lukion ensimmaisen vuoden antamat matemaattiset

valmiudet.

Tervetuloa vaellusretkelle Hamiltonin kvaternioiden taikametsaan!



KIITOKSET

Tama kirjanen sai alkunsa Oulun Lyseon lukion matematiikan kerhon (lempinimeltdan Galois-
kerho) teemasta "Mita ovat kvaterniot?”, jota pohdiskelimme kerholaisten kanssa lukuvuonna

2018-2019. Kiitokset aktiivisille kerholaisille monista hyvista kysymyksista.

Galois-kerhon seniorijasenet Esko Fabreus, Juhani Fiskaali, Eero Kettunen, Matti Lehtinen ja
Timo Sankilampi lukivat tdman kirjasen luonnosversioita ja tekivat monia korjaus- ja
parannusehdotuksia. Limmin kiitos heille! Vastuu tekstiin jadneista virheistd, puutteista tai

epatarkkuuksista kuuluu kuitenkin yksinomaan minulle.

Erityiset kiitokset nuorille matematiikan harrastajille suunnatun verkkolehti Solmun
paatoimittajalle Anne-Maria Ernvall-Hytdselle, joka hyvaksyi timan kirjasen julkaistavaksi

Solmun oppimateriaalikansiossa (www.matematiikkalehtisolmu.fi).

Parhaat kiitokset Suomen Tietokirjailijat ry:lle, joka myonsi tata kirjasta varten kesalla 2020

Lasten ja nuorten tietokirja-apurahan.

Oulussa, koronasyksyna 2020

Teuvo Laurinolli
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1. REAALILUVUT JA KOMPLEKSILUVUT

1.1. Reaaliluvut

Luvun késite on epailematta syntynyt kielen myo6ta kiaytannollisesta tarpeesta ilmaista
lukumaaria, etdisyyksia, painoja jne. Kokonaislukujen (N tai Z) lisdksi kehiteltiin jo varhain
murtoluvut eli rationaaliluvut (Q) kuvaamaan maarig, joihin mittayksikko (kyynard, unssi,
tynnyrinala jne.) ei mene tasan. Rationaaliluvut tai niiden desimaaliversiot riittavat
nykypaivanakin kdytannollisessa toiminnassa ja tieteellisessa tutkimuksessakin kaupan,
talouden, tekniikan, tieteen ym. aloilla. Rationaaliluvuilla on mahdollista ilmaista maaria
mielivaltaisen tarkasti eli niin monen desimaalin tarkkuudella, ettd vaadittu virhemarginaali

alitetaan.

Kuitenkin jo antiikin geometrikot huomasivat, etta rationaaliluvut eivét riitd ilmaisemaan
tarkasti kaikkien janojen pituuksien suhteita. Nelion lavistijan ja sivun suhde v2 ei ole
rationaaliluku. Vaikka rationaalipisteitd on matemaattisella lukusuorallal! mielivaltaisen
tihedssd?, niin niiden véliin jaa aukkoja eli irrationaalipisteitd, joiden desimaaliesitykset ovat
padttymattomia ja jaksottomia. Myohemmin 1800-luvun loppupuolella selvisi, etta naita
irrationaalipisteita onkin lukusuoralla enemman kuin rationaalipisteitd. Rationaali- ja
irrationaaliluvut muodostavat yhdessa aukottomasti jatkuvan reaalilukusuoran R.
Laskutoimitusten kannalta rationaali- ja irrationaaliluvut ovat kuitenkin samanlaisia eli niilla
on samat algebralliset ominaisuudet. Tassa esityksessa keskitymmekin nimenomaan lukujen
algebrallisiin ominaisuuksiin eika reaalilukujen jaottelulla rationaalisiin ja irrationaalisiin ole

silloin merkitysta.

Mita sitten ovat reaalilukujoukon R algebralliset ominaisuudet? Lyhyesti sanottuna ne
kertovat, miten reaaliluvuilla (siis joukon R jasenilla eli alkioilla) lasketaan. Mita

laskutoimituksia voidaan tehda ja millaisia sdant6ja ne noudattavat? Peruslaskutoimituksia

1 Matemaattinen piste ja lukusuora ovat teoreettisia kisitteiti. Paperille piirretty tai ndytélle tulostettu piste tai
suora ovat niiden karkeita havainnollistuksia.

2 0n helppo todistaa, etti jokaisella lukusuoran vililld - miten lyhyell4 tahansa- on ddrettéman monta
rationaalipistetta.



on tunnetusti nelja: yhteen-, vidhennys-, kerto- ja jakolasku. Voimme kuitenkin rajoittua
tarkastelemaan vain kahta: yhteenlaskua ja kertolaskua, koska vahennyslasku ja jakolasku
ovat niiden kddnteisid muotoja ja niitd koskevat sdannot seuraavat loogisesti yhteenlaskun
(+) ja kertolaskun (-) sddnnoistd. Sama patee my6s muihin laskutoimituksiin kuten

potensseihin tai nelidjuuriin.

REAALILUKUJEN KUNNAN R LASKULAIT

Kaikilla a, b, ¢ € R ovat yhteen- ja kertolaskulle voimassa:

Kommutatiivisuus: a+b=b+a ja ab=bha,

Assosiatiivisuus: a+b+c)=(@+b)+c ja (ab)c = a(bc),
Distributiivisuus: a(b + c¢) = ab + ac,

Neutraalialkiot 0 ja 1: a+0=a ja a'1=aq,

Kaanteisalkiot —ajaa™: a+(—a) =0 ja a-a ! =1,kuna # 0.

Lukukunnassa R on tdsmalleen yksi yhteenlaskun neutraalialkio (nolla 0) ja tismalleen yksi

kertolaskun neutraalialkio (yksikko 1) ja 0 # 1.

Suomenkieliset vastineet:
kommutatiivisuus = vaihdantalaki,
assosiatiivisuus = liitdntdlaki,

distributiivisuus = osittelulaki

Tata alakoulusta tuttua algebrallista systeemid, jossa edella luetellut laskulait ovat voimassa,
kutsutaan lukukunnaksi tai lyhyemmin kunnaksi (engl. field). Reaalilukujoukon R ohella
toinen tuttu kunta on rationaalilukujen joukko @Q, joka onkin kaikkien lukukuntien "aiti”.
Laajemmassa katsannossa kunnat voivat olla “ulkomuodoltaan” hyvinkin erindkoéisia ja voivat
muodostua erilaisista matemaattisista objekteista kuten esimerkiksi funktioista. Ne eivat
valttdmatta nayta lainkaan luvuilta, mutta niilla voidaan "laskea” ja samat kunnan laskulait

antavat mahdollisuuden kayttaa alakoulussa opittuja rutiineja naiden objektien kasittelyssa.




1.2 Kompleksiluvut

Reaalilukujoukkoa R havainnollistetaan geometrisesti tutulla lukusuoralla.

KUVIO 1.2.1. Reaalilukusuora ja sen peruspisteet 0 ja 1.

Jokaista reaalilukua x € R vastaa lukusuoran piste, jonka paikka maaraytyy peruspisteiden
avulla. Positiiviset reaaliluvut sijoittuvat origosta oikealle ja negatiiviset vasemmalle.
Reaaliluvun x itseisarvo |x| ilmaisee pisteen etdisyyden origosta eli nollapisteesta.
Reaalilukujen laskutoimitukset voidaan tulkita geometrisesti siirtymina lukusuoralla. Niinpa
esimerkiksi pisteeseen x; + x, pdadstaan siirtymalla nollapisteesta ensin x; askelta ja sitten x,
askelta etumerkin osoittamaan suuntaan. Samaan tapaan voitaisiin periaatteessa (joskin

epakaytannollisesti) toteuttaa muutkin laskutoimitukset geometrisesti lukusuoralla.

Edella kuvattu ekvivalenssi suoran pisteiden ja reaalilukujoukon R valilla sai matemaatikot
pohtimaan jo 1600 - 1700 -luvuilla analogista ekvivalenssia kaksiulotteisen tason pisteiden ja
"tasolukujen” valilla. Vastaus olikin kdden ulottuvilla René Descartesin (1596 -1650)
kehittelemassa analyyttisessd geometriassa. Siindhan tason piste esitetdan reaalilukuparina
(x,y) eli joukon R? alkiona, joka ilmaisee pisteen paikan koordinaattien avulla. Kun suoran
pisteet vastaavat reaalilukuja x € R, niin tason pisteet vastaavat reaalilukupareja (x, y) € R2.
Edella naimme, etta reaaliluvut eli suoran pisteet muodostavat algebrallisen kunnan, jossa
patevat tehokkaan laskennan mahdollistavat laskusdadnnot. Heraa kysymys, voidaanko
reaalilukupareille (x, y) eli tason pisteille rakentaa samanlainen algebra, jossa olisivat
voimassa edella esitetyt kunnan laskulait? Miten maarittelisimme lukuparien (x4, y,) ja

(x,, y,) yhteenlaskun ja kertolaskun seka neutraalialkiot ja kdanteisalkiot? Maérittelyjen tulisi
myos olla lukusuoran R (eli x-akselin) orgaaninen laajennus siten, etta ne antaisivat x-akselin
pisteisiin (x;,0) ja (x5, 0) sovellettuina samat tulokset kuin laskutoimitukset reaaliluvuille x;

ja xs.
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Ehdotus tason R? pisteiden yhteenlaskuksi: suora summa

Tuntuu luontevalta maaritelld tason pisteiden (x4, y;) ja (%, y,) yhteenlasku yksinkertaisesti

niin, ettd x-koordinaatit ja y-koordinaatit lasketaan erikseen yhteen:

(x,y1) + (x3,52) = (x1 + x3, 5, +¥2).

Tatd tason pisteiden yhteenlaskua voisi kutsua suoraksi summaksi. Se on selvasti
kommutatiivinen. Lisiksi piste (0,0) eli tason nollapiste tayttaa yhteenlaskun neutraalialkion

ehdon, silla
(x,y) +(0,0) = (x + 0,y + 0) = (x, ).

Pisteen (x, y) kdanteisalkio suoran summan suhteen! on selvasti piste (—x, —y), koska
o)+ (=x,—y) = (x + (=x),y + (=) = (x —x,y —y) = (0,0).

Talla tavoin maadritelty tason pisteiden yhteenlasku on itse asiassa tuttua vektoreiden

yhteenlaskua. Suora summa on siis sama kuin vektorisumma.

-1

KUVIO 1.2.2. Tason pisteiden (1,3) ja (—2,1) suora summa vektorisummana a + b.

I'Yhteenlaskun kdanteisalkion tutumpi nimi on vastaluku.
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Ensimmadinen ehdotus tason pisteiden kertolaskuksi: suora tulo

Taas tuntuu luontevalta maaritella tason pisteiden (x4, y;) ja (x3,y,) kertolasku

yksinkertaisesti niin, ettd x-koordinaatit ja y-koordinaatit kerrotaan erikseen eli:

(e, 1) (2, ¥2) = (122, y172).

Nain méaritelty tason pisteiden suora tulo on selvasti kommutatiivinen ja liséksi piste (1,1)

tayttaisi kertolaskun neutraalialkion ehdon, silla

(x,y)(1,1) = (x,¥).

Pisteen (x, y) kdanteisalkioksi suoran tulon suhteen nayttiisi kelpaavan piste (1/x,1/y),
koska

(x,y)(1/x,1/y) = (1,1),

mutta silloin tason nollapisteen (0,0) lisdksi olisi 4arettéman monta tason pistetta (0, y) tai
(x,0), joilla ei olisi kddnteisalkiota. Mutta kunnassa tulee olla tdsmdlleen yksi nolla-alkio
(yhteenlaskun neutraalialkio), jolla ei ole kertolaskun kdanteisalkiota eli kdanteislukua. Jos
siis maarittelemme kertolaskun suoraksi tuloksi, niin xy-tasosta R? ei muodostu kuntaa.
Téllaisen systeemin algebra menisi aika sekavaksi, koska jokainen tason piste (x, y) saataisiin

kahden nolla-alkion (x,0)ja (0,y) summana.

Parempi ehdotus tason pisteiden kertolaskuksi: kiertotulo

Asiaa pohtineet matemaatikot keksivat jo 1700-luvulla, ettd toimiva tason pisteiden
kertolasku voidaan maaritelld vektoreiden avulla samaan tapaan kuin yhteenlaskukin (KUVIO
1.2.6. alla) niin, ettd kaikki kunnan laskusadnnot tayttyvat. Esittelemme timan paremman

kertolaskun, kiertotulon, konkreettisen esimerkin avulla.

Esimerkki

Tarkastelemme xy-tason pisteita (1,1) ja (0,2).
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KUVIO 1.2.3. Tason pisteiden (1,1) ja (0,2) tulo on (—2,2), Tulo on saatu pisteita edustavien
vektoreiden a ja b avulla seuraavasti. Ensiksi vektoreiden pituudet |a| = V2ja |b| = 2
kerrotaan, jolloin saadaan 2v/2 . Toiseksi niiden suuntakulmat! arg(a) = n/4 ja arg(h) = n/2
lasketaan yhteen, jolloin saadaan 3m/2. Lopuksi piirretian vektori c, jonka pituus on 2v/2 ja

suuntakulma on 37/2. Piste (—2,2) on vektorin c osoittama piste, jota kutsumme pisteiden

(1,1) ja (0,2) kiertotuloksi.

On kohtuullisen helppoa ndahda, ettd koordinaattitason pisteet (x, y) muodostavat kunnan
edelld maariteltyjen laskutoimitusten (suora summa ja kiertotulo) suhteen. Molemmat
laskutoimitukset ovat kommutatiivisia ja toteuttavat yhdessa distributiivisuusehdon.
Yhteenlaskun (suora summa) neutraalialkio on nollapiste (0,0). Kertolaskun (kiertotulo)
neutraalialkio on (1,0). Pisteen (x, y) kdanteisalkio yhteenlaskun suhteen (eli vasta-alkio) on
(—x, —y). Pisteen (x, y) kdanteisalkio kertolaskun suhteen saadaan vaihtamalla sita
edustavan vektorin pituus kdanteisluvukseen ja suuntakulma vastaluvukseen. Tama onnistuu

kaikille pisteille lukuun ottamatta nollapistetta (0,0).

Voimme siis ajatella koordinaattitason pisteiden (x, y) joukkoa lukukuntana, jossa voimme
operoida yhteen- ja kertolaskuja tuttujen laskusaantojen mukaan. Erotukseksi reaaliluvuista x
ja niiden muodostamasta reaalisuorasta R kutsumme tasopisteita z = (x, y) kompleksiluvuiksi

ja niiden joukkoa kompleksitasoksi C. Toteamme, ettd voimme samaistaa reaaliluvun x

I Merkinta arg(a) tarkoittaa vektorin a suuntakulmaa eli vektorin ja positiivisen x-akselin
valista kulmaa.
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kompleksitason pisteen (x, 0) kanssa, joten reaalilukujen muodostama lukusuora R on osa

kompleksitasoa C. Siis R c C.

Imag iiaariakseli
3

25
2 @
26
KoXi
<1 29 Reaaliakseli <3
O Q@ O O—
3 2 1 0 h 2 3
Q@ -1
Zq

KUVIO 1.2.4. Kuusi kompleksilukua merkittyna kompleksitasoon: kolme reaalilukua
(21, 22, Z3) ja kolme ei-reaalista (z,, zs, Zg), joista yksi on imaginaariluku (zg). Lisdksi on

merkitty kompleksitason yksikot: reaaliyksikké 1 ja imaginaariyksikké i.

Kompleksilukuja voidaan pukea moneen eri muotoon. Tarkastelemme nyt eri vaihtoehtoja.

Kompleksiluvun karteesinen muoto z = (x,y)

Kompleksiluvut ajatellaan xy-tason pisteing, joten ne voidaan nimeta yksinkertaisesti
koordinaattipareinal! (x, y).

Kuviossa 1.2.5 reaalilukuja ovat kompleksiluvut z; = (—-1,5,0), z, = (0,0), z3 = (3,0). Ei-
reaalisia ovat kompleksiluvut z, = (=2 ,-1), z; = (0,3), zs = (2, 2), joista yksi z5 on
imaginaariluku.

Kompleksiluvun z karteesinen muoto on siis sitd vastaavan tason pisteen koordinaattipari.

Kompleksitason yksikdiden karteesiset muodot ovat 1 = (1,0) ja i = (0,1).

I Suorakulmaisia koordinaatteja x, y kutsutaan usein karteesisiksi (engl. Cartesian)
ranskalaisen matemaatikon René Descartesin (1596-1650) mukaan.
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Kompleksiluvun algebrallinen muoto z = x + yi
Algebrallisessa muodossa kompleksiluvut esitetdan yksikéiden 1 ja i avulla. Jos

kompleksiluvun z karteesinen muoto on z = (x, ¥), niin sen algebrallinen muoto on

z=x+yl

Perustelu:

Olkoon kompleksiluvun z karteesinen muoto z = (x, y). Yhteenlaskun maaritelman mukaan
on silloin z = (x, 0) + (0, y). Mutta tissa (x, 0) on reaaliakselilla oleva piste, siis reaaliluku,

joten sievenndmme sen tavanomaiseksi reaaliluvuksi x eli saamme
z=(x,0)+ (0,y) = x + (0,y).
Ndemme myos, ettd kompleksilukujen kertolaskun maaritelman mukaan on

0,y) = (y,0)(0,1).

Miksi? Siksi, ettd ensimmaista tekijaa (y, 0) osoittavan vektorin pituus on |y| ja suuntakulma
on 0 tai 7 riippuen y:n etumerkisti. Vastaavasti toista tekijaa (0,1) osoittavan vektorin pituus
on 1 ja suuntakulma rr /2. Silloin pituuksien tulo on |y| ja suuntakulma on joko /2 tai 37 /2
riippuen y:n etumerkisti. Jos y = 0, niin kompleksituloa (y, 0)(0,1) vastaa vektori, jonka
pituus on |y| = y ja suuntakulma 1t /2 eli vektori osoittaa pistetti (0, y). Jos taas y on
negatiivinen, niin tulovektorin pituus on |y| ja suuntakulma 37 /2 eli silloinkin
kompleksituloa (y,0)(0,1) vastaava vektori osoittaa pistetti (0, y).

Niinpa saamme

z=x+ (y,0)(0,1).

Mutta (y,0) = yja (0,1) = i, joten

z=x+yl.
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Huomautus. Kompleksiluvun algebrallinen muoto muistuttaa laheisesti tasokoordinaatiston
origosta pisteeseen (x, y) piirretyn vektorin a esitysmuotoa a = xi + yj, missa i ja j ovat
kantavektoreita i = (1,0) jaj = (0,1). Tasta voi syntya sekaannustakin, koska kompleksitason
imaginaariyksikko i tarkoittaa juuri samaa pistettd, johon kantavektori j osoittaal. Huomaa
myos, ettd imaginaariyksikon symbolia i ei lihavoida vektoreiden tapaan. Talla menettelylla

korostetaan, ettd i ajatellaan ensisijaisesti lukuna.

Kertolasku algebrallisen muodon avulla.

Kompleksilukujen laskutoimitukset sujuvat yleensa kdtevimmin algebrallisen muodon avulla.
Esimerkiksi kompleksilukujen z; = (2,5) ja z, = (3,1) tulon laskeminen olisi aika tydlasta
kuviossa 1.2.4 esitetylla tavalla eli kertomalla pisteitd vastaavien vektoreiden pituudet ja
laskemalla suuntakulmat yhteen. Mutta kirjoittamalla nama kompleksiluvut algebralliseen
muotoon z; = 2 + 5i jaz, = 3 + i voimme (koska kyseessa on kunta) kertoa ne tavalliseen

tapaan termeittdin ja saamme
212, = (2+50)(3+1i) =64 2i+15i + 5i* = 6 + 17i + 5i

Mutta imaginaariyksikon nelié i2 eli tulo ii = (0,1)(0,1) on helppo paatelld geometrisesti
kiertotulon maaritelmasta. Kummankin tekijavektorin i pituus on 1 ja suuntakulma on /2.
Pituuksien tulo on siis 1 ja suuntakulmien summa on 7. Nelioti i? vastaava piste on siis 1
yksikon pédissa origosta suunnassa w = 180° eli i? = (—1,0) eli reaaliluku —1. Niinp4 saamme

tulon z, z, algebrallisessa muodossa
z1Z2, =6+17i+5i?=6+17i—5 =1+ 17i.

Kompleksitason pisteiden (2,5) ja (3,1) kiertotulo on siis (1,17).

Tata esimerkkia mukaillen voit helposti todistaa algebrallisessa muodossa annettujen

kompleksilukujen z; = x; + y4i ja z, = x, + y,i kertolaskukaavan

212y = (X1 + y11) (X5 + y51) = (X105 — y1¥2) + (X1, + x,31)1.

I Muutamat oppikirjat merkitsevatkin sekaannuksen valttamiseksi kompleksitason
imaginaariyksikkoa symbolilla j.
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Tata ei kuitenkaan kannata opetella ulkoa, silld kertominen sujuu helpommin tavanomaisilla

(kunnan) laskusainnoilld edella lasketun esimerkin tapaan muistaen vain, ettd i? = —1.

Kertolaskukaavan voi tietysti kirjoittaa karteesisessa muodossakin:

(X1, 1) (X2, ¥2) = (1% — Y12, X1V + X2)1).

Kompleksiluvun korottaminen potenssiin algebrallisen muodon avulla

Kokonaislukupotenssit ovat toistettua kertolaskua, joten ne sujuvat edella esitetylla tavalla.

Esimerkiksi kompleksiluvun z = 2 — 3i kuutio on

23 = (2 - 3i)(2 - 30)(2 — 3)
= (4 —12i + 9i?)(2 — 3)
= (=5 —12i)(2 - 3)
= —10 — 9i + 362
= —46 — 9i.

Samaan tulokseen paastaan hieman nopeammin sijoittamalla binomikaavaan
(a + b)3® = a3+ 3a?b + 3ab3 + b3

arvota = 2 ja b = —3i jahuomaamalla, ettd i3 = —i. Binomikaava, kuten muutkin tutut

algebran kaavat, ovat voimassa kompleksiluvuillekin, koska ne muodostavat kunnan.

Kompleksilukujen jakolasku algebrallisen muodon avulla

Jakolasku eli kertolaskun kdanteistoimitus vaatii hieman sorminapparyyttd. Esimerkkina

olkoon osamadran q = z;/z, laskeminen, kun jaettavaon z; = 1 — i jajakajaon z, = 3 + 4i.

Aloitamme laventamalla osamadaran jakajan 3 + 4i liittoluvulla 3 — 4i

2z 1-i  (1-DB-4)

1= 2, 73+4i 3+4D0GB-4)

17



Jatkamme suorittamalla kertolaskut jakoviivan ylapuolella

1-i)B—-4i))=3-4i-3i+i(4i)=3-7i—4=-1-7i

ja alapuolella kayttimalla tuttua kaavaa (a + b)(a — b) = a? — b?

(3+4i)(3—4i) =3%2—(4i)> =9+ 16 = 25.
Nain saamme osamaaran q algebrallisessa muodossa olevana kompleksilukuna

Lz —1-7i 1 7
1=, =25 ~ 25 25'°7

1 .
—g(l +7l)

Tuloksen oikeellisuuden voi varmistaa kertomalla saadun osamaaran jakajalla z, = 3 + 4i

1 . . 1 . . 1 N .
qu=—2—5(1+7l)(3+4l)——2—5(3+4l+21l—28)——25(—25+25L)—1 i =2z.

Jakolaskussa tarvittava niksi on siis laventaminen jakajan x + yi liittoluvulla x — yi, jolloin
jakajaksi tulee (x + yi)(x — yi) = x? + y? eli reaaliluku. Kompleksitasossa liittolukuja z =

x + yijaz = x — yi vastaavat pisteet ovat aina toistensa peilikuvia reaaliakselin (x-akselin)
suhteen. Liittolukujen reaaliosat ovat samat (x) ja imaginaariosat ovat vastalukuja (yi ja —yi).

Liittolukujen summa 2x ja tulo x2 + y? ovat aina reaalilukuja.

KUVIO 1.2.5. Kompleksiluvut z ja w seka niiden liittoluvut Z ja w vektoreina.
Huomautus. Kompleksilukujen jakolasku voidaan tulkita kertolaskun tapaan xy-

koordinaattitason pisteiden (tai niitad osoittavien vektoreiden) valisena operaationa, jossa

vektoreiden pituudet jaetaan ja suuntakulmat vihennetddn.
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Askeisen esimerkkijakolaskun [jaa piste 1 — i = (1, —1) pisteelld 3 + 4i = (3,4)]
suorittaminen talla tavoin olisi kuitenkin hankalaa. Algebrallista muotoa kdyttdmalla selvisi

melko vaivattomasti, ettd osamdaraa vastaava tason piste on (—1/25,—7/25).

Kompleksilukujen kisittely laskimella. Monilla laskimilla ja laskentasovelluksilla on
mahdollista suorittaa kompleksilukuoperaatioita ja niihin voi syottaa kompleksilukuja

algebrallisessa muodossa.

Kompleksiluvun itseisarvo. Kompleksiluvun z itseisarvo |z| ilmaisee lukua vastaavan

lukutason pisteen etdisyyden origosta. Algebrallisessa muodossa annetun kompleksiluvun
z = x + yi itseisarvo on siis Pythagoraan lauseen perusteella |z| = /x? + y?2.]os
kompleksiluku z sattuu reaaliakselille (y = 0), niin |z| = |x + 0i| = Vx? + 02 = |x| eli vanha

tuttu reaaliluvun itseisarvo. Reaaliluvulle x on tietysti aina voimassa |x| = 0 ja sama pétee

kaikille kompleksiluvuille: |z| = 0.

Yksikot. Kompleksilukua u, jonka itseisarvo |u| = 1 kutsutaan yksikéksi. Kaikki origokeskisen
yksikkoympyran kehalle sijoittuvat kompleksiluvut ovat yksikoita. Niitd on siis darettoman
monta. Niistad kaksi on reaalilukuja, 1 ja — 1, ja kaksi imaginaarilukuja i ja — i.

Jos kompleksiluku z kerrotaan yksikolla u, niin saadun tulon uz itseisarvo |uz| = |z|. Tulo uz
on siis kompleksitasossa samalla etdisyydellad origosta kuin z, mutta mahdollisesti eri
suunnassa. Jos yksikon u oma suuntakulma on ¢, niin talla yksikolla kertominen kiertaa

kerrottavaa lukua origon ympari kulman ¢ verran.

1.3. Kompleksiluvun trigonometrinen esitys

Edellisessd luvussa 1.2 maarittelimme yhteenlaskun ja kertolaskun lukutason (xy-
koordinaattitason) pisteille siten, etta tutut lukusuoran (x-akselin) pisteiden laskusaannot
sdilyivat samoina. Ndin saatoimme ryhtya laskemaan tason pisteilld, jotka nimitimme
kompleksiluvuiksi samoin kuin aiemmin lukusuoran pisteet on nimitetty reaaliluvuiksi.
Molemmat lukujoukot C ja R muodostavat algebrallisen kunnan eli noudattavat samoja

laskusaantoja. Totesimme, ettd kompleksilukujen laskutoimitukset voidaan suorittaa tason
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pisteiden karteesisen koordinaattiesityksen (x, y) tai - huomattavasti helpommin -
algebrallisen esityksen x + yi avulla. Molemmat esitystavat tukeutuvat tason

suorakulmaiseen koordinaatistoon.
Tassd luvussa tutustumme kolmanteen tapaan organisoida kompleksiluvuilla laskeminen.

Tama laskutapa perustuu napakoordinaatistoon, jonka avulla tason pisteet voidaan yksiloida

alla olevan kuvion mukaisesti.

P =1r0

O 1 i

KUVIO 1.3.1. Tason napakoordinaatisto: origo O (nollapiste) ja lukusuora (x-akseli). Tason
pisteen P = [r, 8] napakoordinaatit ovat etdisyys origosta eli napasdde r ja suuntakulma 6
(theta). Kuvion tilanteessa on r = V2 = 1,4 ja 6 = /6 = 30°. Huomaa, etti suuntakulma ei
ole yksikasitteinen, silla monet kulmat kuten 8 = 13 /6 = 390° = 360° 4+ 30° tai vaikkapa

0 = —11m/6 = —330° kelpaisivat pisteen P suuntakulmaksi.

Osoitamme pisteen napakoordinaatit hakasulkeilla P = [r, 8] erotukseksi suorakulmaisista

koordinaateista P = (x, y).

Itse asiassa me kdytimmekin jo napakoordinaatteja, kun maarittelimme tason pisteille
toimivan kompleksitulon (kiertotulon). Sehdn saatiin kertomalla pisteiden napasateet ja
laskemalla suuntakulmat yhteen. Jos siis kompleksilukujen z; ja z, napakoordinaattiesitykset!
ovat z; = [ry,04] ja z, = [ry, 0,], niin tulo z,z, = [r 1y, 0; + 6,]. Toisaalta summan z; + z,

laskeminen napakoordinaateilla on hankalaa, mutta suorakulmaisilla koordinaateilla helppoa:

I polaariset muodot (engl. polar forms)
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Zy + 2, = (X1, y1) + (X2, ¥2) = (X1 + X2, 1 + ¥2).

Kompleksiluvun trigonometrinen esitys.

Kompleksilukujen eri esitysmuodot voidaan katevasti yhdistaa sini- ja kosinifunktioiden

avulla.

y = [7",9] = (z,y)

.

KUVIO 1.3.2. Kompleksiluvun z napakoordinaatit [r, 8] ja suorakulmaiset koordinaatit (x, y).

Kuviosta ndemme, ettd x = r cos 6 ja y = rsin 6, joten kompleksiluvun z algebrallinen muoto

voidaan ilmaista napakoordinaattien avulla

z=x+yi=rcosf +rsinb-i =r(cosf +isinb).

Nain saamme kompleksiluvun trigonometrisen muodon
z =1r(cos@ +isinB),

jossa yhdistyvat algebrallinen ja polaarinen esitysmuoto.

EsimerkKi.
Kompleksilukua z vastaava tason piste on kahden yksikon etdisyydella origosta suunnassa

2m/3 (120°). Maarita z:n algebrallinen muoto.
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Annettujen tietojen (r = 2 ja 6§ = 2m/3) avulla voimme kirjoittaa z:n trigonometrisen muodon

ja sieventda sen algebralliseksi muodoksi.

z =r(cos@ +isin @)

_5 27‘[+. . 2m
= 2(cos 3 i sin 3
1 3
_2(_E+l7)

= —1+iV3.

Kysytty algebrallinen muoto on z = —1 + i+/3.

EsimerkKi.

Kirjoita kompleksiluku (@) z = 1 — i, (b) z = 3 + 4i trigonometrisessa muodossa.

(a) Kompleksilukua z = 1 — i vastaava tason piste on (1, —1), jonka napasade eli etdisyys

origosta on r = /2 ja suuntakulma # = —45° = — /4. Kysytty trigonometrinen muoto on

z =r(cos@ + isinB)

eli

z=12 [cos(— g) + i sin(— %)]

(b) Kompleksilukua z = 3 + 4i vastaava tason piste on (3, 4), jonka napasade eli etaisyys
origostaonr =5.
Kuviosta 1.3.2 ylla niemme, ettd suuntakulman tangentti tan 8 = y/x = 4/3, josta saamme

0 = arctan(4/3) jalaskimen avulla likiarvon 6 = 59° (tai 6 = 0,93 rad).

Kysytty trigonometrinen muoto on likimaarin

z ~ 5(c0s59° + i sin 59°).
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Huomautus. Kompleksiluvun trigonometrisen muodon z = r(cos 8 + i sin 8) avulla voi
ndpparasti johtaa perinteisia trigonometrian kaavoja. Esimerkiksi summakulman a + £ sini ja
kosini saadaan tarkastelemalla origokeskisella yksikkdympyralla suunnissa « ja § olevia

pisteitd z; = 1(cosa + isina) = cosa + isina jaz, = 1(cosfB + isinB) = cosB + isin .

.
----------

KUVIO 1.3.3. Yksikkokompleksilukuja z; = cosa + isina ja z, = cos f + i sin § seka niiden
tuloa z,z, = cos(a + f) + i sin(a + f) vastaavat pisteet ovat origokeskisen yksikkdympyran
kehalla.

Y1la olevasta kuviosta ndemme valittomasti, etta
(1) 7,2, = cos(a + B) + isin(a + pB),
mutta voimme laskea saman tulon myds algebrallisella kertolaskulla
z,2, = (cosa + isina)(cos B + isinB)
= cosacosf +icosasinf +isinacosf + i%sinasinf
= cosacosf +i(cosasinf +sinacosf) — sinasinf,

= (cosa cosf —sinasinf) + i (cosasin f + sin a cos f§)

joten saamme

(2) z1Z; = (cosacosPB —sinasinf) +i(cosasinf +sin a cosf).
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Mutta (1) ja (2) ovat saman kompleksiluvun z, z, esityksia. Niiden reaaliosat ja imaginaariosat

ovat siis keskendan samat, joten
cos(a + B) = cosa cosff —sina sin f3,
sin(a + ) = sina cos f + cos a sin S,

jotka ovat tutut taulukkokirjasta 16ytyvat summakulman sinin ja kosinin kaavat.

1.4. Eulerin kaava ja kompleksiluvun eksponenttimuoto

Eras kaikkien aikojen monipuolisimmista matemaatikoista oli Baselissa syntynyt Leonhard
Euler (1707-1783). Han keksi merkittavan sukulaisuuden trigonometristen funktioiden?!

(cos x, sin x) ja eksponenttifunktion (e*) kesken.

Aluksi muutama sana yhden reaalilukumuuttujan funktioista f (x). Tutuimpia niista ovat
polynomifunktiot kuten f(x) = 2x + 5 tai f (x) = x3 — 11x2 + 1/3, joiden arvoja voidaan
laskea tavallisilla (kunnan) laskutoimituksilla. Sama koskee myos murtofunktioita eli

polynomien osamaaria kuten

7x% + 3

1
fO) =1 tai f=5—7,

vaikka laskutoimitukset ovat hieman tyoladampia kuin polynomeilla. Mutta miten voimme

laskea vield eksoottisempien funktioiden kuten

f(x)=+x, f(x) =cosx, f(x) =sinx, f(x) =e*

arvoja muuttujan x eri arvoilla. Tietysti laskimella! Aivan, mutta miten laskin sen tekee, kun

sekin viime kiddessd osaa vain peruslaskutoimitukset?

Englantilainen matemaatikko Brook Taylor esitti vuonna 1715 menetelman, jonka avulla

lahes minka tahansa funktion arvojen laskeminen voidaan palauttaa polynomin arvojen

I Suorakulmaisista kolmioista johdettuja trigonometrisia funktioita kutsutaan usein - ehka
osuvamminkin - ympyrafunktioiksi (engl. circular functions)

24



laskemiseksi. Tata menetelmaa - Taylorin sarjaa - Euler ja monet muut kehittivat edelleen ja

sovelsivat funktioiden tutkimukseen.

Funktion f (x) Taylorin sarja voidaan ajatella polynomiksi, jossa on ddrettdman monta termia.

EsimerkKi.

Konstruoimme murtofunktion

f(X)=%

Taylorin sarjan muokkaamalla sen lauseketta ensin seuraavasti

1 1-x)+x
= = x-1 =1+xf,

1—x 1—x - X

missé f(x) on lyhennetty muotoon f. Ndin saimme rekursiokaavan f = 1 + xf, jossa funktio f
on esitetty itsensad avulla. Kdytimme nyt tata kaavaa toistuvasti saadaksemme funktion

muistuttamaan polynomia.

f=1+xf=1+x1+xf)
=1+x+x%3f=1+x+x%2(1+xf)

=14+x+x2+x3f =1+x+x%+x3(1 + xf)

Téati rekursiota voidaan jatkaa mielivaltaisen pitkalle, jolloin saamme funktiolle f(x)

sarjaesityksia

n+1

1
€Y) ——=1+x+x?+x3+x*+ x5+ +x"+ ,
1—x 1—x

jossan on positiivinen kokonaisluku, kuinka suuri tahansa.

Mielenkiintoinen tilanne syntyy, jos rajoitamme muuttujan x arvot valille -1 < x < 1.

Silloinhan potenssin x™*1

arvo lahenee nollaa, kun n — oo ja yhtdlon (1):n oikealle puolelle
kehkeytyy paittymiton summa 1 + x + x% + x3 + x* + -+ ja viimeinen termi hiviaa. Saamme

tuloksen
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1 o]
(2) f(x)=m=1+x+x2+x3+x4+---=2xk,

missa padttymaton summa on esitetty ns. sigmamerkinnalla.

Niin olemme saaneet murtofunktiolle f (x) polynominkaltaisen esityksen potenssitermien x*
paattymattdmana summana eli Taylorin sarjana. Saadun sarjaesityksen patevyysalue eli
suppenemisalue on vili —1 < x < 1. Tuon valin ulkopuolella sarja ei toimi - se ei suppene -
vaan hajaantuu (eli osasumma S, = 1 + x + x? + --- + x™ ei lidhene mitain darellisti arvoa,

kun x — o0).

Huomautus 1. Funktion Taylorin sarjan muodostamiseen on kehitetty systemaattisia
differentiaalilaskentaan perustuvia menetelmia, jotka esitelladn yliopisto-opintojen
alkuvaiheessa. Nithin emme tdssa puutu. Edellisen esimerkin rekursiomenetelma ei ole
helposti yleistettavissa. (Tarkkaavainen lukija ehkd huomasi, ettd esimerkin sarja olisi myos
saatu lukiomatematiikassa kohdatun paattymattoman geometrisen sarjan summakaavan

avulla.)

Huomautus 2. Edellisen esimerkin funktion f(x) = 1/(1 — x) potenssisarjaa voi testata
numeerisilla laskuilla. Valitaanpa sarjan (2) patevyysalueelta muuttujan arvo x = 0,5, jolle
funktion tarkka arvo on f(0,5) = 2. Jos otamme sarjasta mukaan termit potenssiin x> saakka,
niin tulos on 1,96875. Jos jatkamme potenssiin x1° saakka, niin tulos on 1,99902, jossa

virhettd on vain 0,05 prosenttia.

Funktioiden potenssisarijat.

Funktioiden esittdminen muuttujan potenssien padttymattomina sarjoina oli arkipaivaa
1700-luvulla. Tiedossa oli, ettda eksponenttifunktio ja trigonometriset funktiot voitiin esittaa

seuraavina Taylorin sarjoina ja ettd nama sarjat suppenevat kaikilla reaalilukuarvoilla x
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(El) ex=1+x+lx2+lx3+ix4+ 1 x5+ 1 x6+ 1 x7+=ilxk
2 6 24 120 720 5040 '

k!
k=0
Loyt 1 o (D"
E2 =1—-— 2 4~ .6 . — X
E2)cosx ==t g Tt T L@
(E3) sinx—x—1x3+ix5— ! x7 4 o= N ﬂxk
~7 76" T1200 5040 T4 @k+D

Sarja (E1) on eksponenttifunktion f(x) = e* sarjakehitelma. Kantaluku e ~ 2,718 on ns.
Neperin luku. Funktiota e* voi kutsua kaikkien eksponenttifunktioiden "aidiksi”, koska silla

on monia hienoja ominaisuuksia kuten tama siisti sarjakehitelmakin.

Sarjat (E2) ja (E3) antavat sini- ja kosinifunktion arvot kulmalle x, kun kulmanyksikkéna on
radiaani (180° = & radiaania). Vaikka emme tdssa perustele ndita sarjoja, niin voimme tehda
pienia pistokokeita testataksemme niiden patevyyttd. Otetaan esimerkiksi kosinisarja (E2) ja
kulma x = 60° = /3 radiaania. Tieddamme, etti cos(rt/3) = 1/2 = 0,5. Jos otamme

kosinisarjasta kolme ensimmaista termid, saamme likiarvon

1 1 1 1
24 -4 _q_ = 2, = 4
1 5 X +24x 1 2(7r/3) +24(7r/3) 0,50180,

joka on jo aika hyvi likiarvo cos(m/3):lle. Nelja ensimmaéisti termii antaa

1oty a6 049997
2% T T70F TV ’

jossa virhettd on 0,007 prosenttia.

Kosinisarja suppenee siis nopeasti kohti oikeata arvoa ja sama patee myos sinisarjalle (E3) ja
eksponenttifunktion sarjalle (E1). Laskimet itse asiassa kayttavatkin tallaisia sarjoja timan

tyyppisten funktioiden arvojen laskemiseen.

Eulerin oivallus.
Euler paatti kokeilla, mitad saadaan, jos sarjassa (E1) sijoitetaan reaalimuuttujan x paikalle

kompleksimuuttuja z. Sarjan termien laskeminenhan vaatii vain neljaa (kunnan)

peruslaskutoimitusta ja nehdn toimivat kompleksiluvuilla yhta hyvin kuin reaaliluvuillakin.
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Han huomasi erityisesti, ettd sijoittamalla eksponenttifunktion sarjaan (E1) reaalimuuttujan x

paikalle ix saadaan mielenkiintoinen tulos

. 1 1 1 1 1 1
ix — i —(ix)?2 +=(ix)3 + — (ix)* + — (ix)®> + —(ix)® ix)” + ...
e 1+lx+2(lx) +6(lx) +24(lx) +120(Lx) +720(Lx) +5040(Lx) +
1 1 1 1 1 1
_ T2 i34 4~ 5~ 6 _ 7 ...
1+ ix Zx l6x +24x +1120x 720x 15040x + -

missa alempi rivi on saatu laskemalla (ix):n potenssit
(ix)? = i?x%2 = —1x?% = —x?,
(ix)® = i3x3 = i%ix3 = —ix3,
(ix)* = i*x* = i%i%x* = (-1 (—1D)x* = x4,
jne.

Saadussa sarjassa joka toinen termi on reaaliluku ja joka toinen imaginaariluku.

Jos reaaliset termit keratdan yhteen ja vastaavasti imaginaariset, niin saadaan

eix=(1—lx2+ix4—ix6+—--->+i(x—1x3+ix5— ! x7+---)
2 24 720 6 120 5040 '

Ndemme, ettd sulkeissa olevat sarjat ovat tdsmalleen funktioiden cos x ja sin x sarjakehitelmat

(E2) ja (E3). Saamme siis tuloksen

(Eulerin kaava) e = cosx + isinx,
missa x on reaaliluku.
Kaavasta seuraa sijoittamallax =«

(Eulerin yhtilo) el = —1,
y

jota joskus kutsutaan matematiikan kauneimmaksi yhtaloksi.

Huomautus. Edella esitetty Eulerin kaavan johtaminen on kokeilevaa ideointia, joka ei tayta

matemaattisen todistuksen vaatimuksia. Epailysta herattaa esimerkiksi se, ettd voidaanko
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paattymattdman sarjan termeja vapaasti ryhmitelld esitetylla tavalla niin, ettd sarjan summa

sdilyy muuttumattomana. Kaavan sitovat perustelut on kuitenkin esitetty jo 1800-luvulla.

Kompleksiluvun eksponenttimuoto.

Kompleksiluvun trigonometrinen esitys z = r(cos € + i sin ) voidaan Eulerin kaavan avulla
muokata muotoon, joka on laskennallisesti hyddyllinen. Jos vaihdamme reaalimuuttujan x

suuntakulmaan viittaavalla symbolilla 8, niin Eulerin kaava saa muodon
el = cos@ +isinf
ja kompleksiluvun z trigonometrinen esitys voidaan kirjoittaa muotoon

z=re',

jota kutsumme kompleksiluvun z eksponenttimuodoksi.

Kompleksilukulaskut voi suorittaa eksponenttimuotoa kayttaen lahes yhta katevasti kuin

algebrallisella muodolla.

Huomautus 1. Eksponenttimuotoiset kompleksiluvut z; = r;e'%1 ja z, = r,e%2 ovat samat
tasmalleen silloin, kun niiden napasateet ovat samat (r; = ;) ja suuntakulmat osoittavat

samaan suuntaan (erotus |6; — 6,| on tdyden kulman 2 = 360° kokonainen monikerta).

Siis esimerkiksi eksponenttimuodot z; = 3e'™, z, = 3e%" ja z; = 3e~" tarkoittavat

tdsmalleen samaa kompleksitason pistettd (—3, 0) eli reaalilukua —3.

Vastaavasti eksponenttimuodot w; = 2ei™/2 | w, = 2e5/2 ja w, = 2¢731"/2 tarkoittavat

tasmalleen samaa kompleksitason pistetta (0, —2) eli imaginaarilukua 2i.

Vield eksponenttimuodot u; = V2e!™*, u, = V2e%™/* ja u; = 2e~7i"/* tarkoittavat

tasmalleen samaa kompleksitason pistetta (1, 1) eli kompleksilukua 1 + i.

Huomautus 2. Muoto —2e ei ole eksponenttimuoto eiki se tarkoita mitdin kompleksitason

pistettid. Kompleksiluvun eksponenttimuodossa z = re'® esiintyvi napasidde r on aina

positiivinen tai nolla (origolle).

29



EsimerkKi.

Olkoon z tason pistettd (—2, 2) vastaava kompleksiluku z = —2 + 2i.

Laske z:n (a) kaanteisluku, (b) kuutio kiyttden algebrallista muotoa ja eksponenttimuotoa.

Algebrallista muotoa kdyttden:

(a) Koska z = —2 + 2i, niin saamme laventamalla liittoluvulla Z = =2 — 2i
_1_1_ 1 _ -2 -2 _—2—2i_ 1 1
T T2 ¥ 2 (—2+20(—2-20) 4+4 4 4°

(b)z3=(-2+2i)3=23(-14+i)3=8[(—-1)3+3(-1)%i+ 3(-1)i? + i3] =16 — 16i

Eksponenttimuotoa kdyttden:

(a) Piirtamalla (tai kuvittelemalla) pisteen koordinaatistoon ndemme, ettd z:n napasade
(itseisarvo) on r = |z| = 2v/2 ja suuntakulma on 6 = arg(z) = 135° = 3 /4.

Kompleksiluvun eksponenttimuoto on siis

z = rel? = 242 e!G1/9

ja sen kaanteisluku on

. . . 1 . 1 .
771 = (reif)1 = p=1(pi0)—1 = j—1,-i0 — _ 5i(=0) — el(—31‘[/4)’
(re®) (™) . 7
joka voidaan sieventda Eulerin kaavan avulla algebralliseen muotoon
zl= Lei(*”“) L [cos(—3m/4) + isin(—3m/4)] = [ ] 11
2V2 2V2 PN R

(b) 73 = (rei9)3 — r3(eie)3 = 3310 — (Zﬁ)3e3i(_3"/4) — (2@3ei(—9n/4) —
= 16V2[cos(—97/4) + i sin(— 97/4)] = 16V2[cos(—1/4) + isin(—1/4)] =

= 16\/_[—— 1—2] =16 — 16i.

-Pv—k
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Molemmilla tavoilla saatiin siis samat tulokset, mutta tassa tapauksessa algebrallinen muoto

oli laskujen kannalta edullisempi kuin eksponenttimuoto.

EsimerkKi.

Madrita yhtalén z3 + 64 = 0 kaikki kompleksilukuratkaisut z.

Algebrallista muotoa kdyttden:

Sijoittamalla z = x + yi, missa x,y € R, yhtdlé saa muodon
z3 = (x + yi)? = —64.
Kun kuutio (x + yi)3 puretaan kertolaskulla tai binomikaavalla, saadaan
x3 + 3x%yi + 3xy?%i? + y3i3 = —64,
x3 4+ 3x2yi — 3xy? — y3i = —64,
(x3 = 3xy?) + Bx%y —y?)i = —64 + 0i,
missa molemmilla puolilla on kompleksiluku. Yhtdlo toteutuu, kun reaaliosat ovat samat ja
imaginaariosat ovat samat. Saamme siis reaalilukumuuttujille x ja y kolmannen asteen
yhtaloparin
x3 —3xy? = —64 ja 3x’y—y3=0.
Sen ratkaiseminen nayttaa hankalalta paitsi tapauksessa y = 0. Silloin jalkimmainen yhtal6 on

tosi ja edellinen yhtilo sievenee muotoon x3 = —64, jostax = —4.
Niin olemme l6ytaneet yhtil6lle z3 + 64 = 0 yhden ratkaisun z = —4. Tamén reaalisen
ratkaisun lisdksi yhtalolla saattaa olla myos ei-reaalisia kompleksilukuratkaisuja, joihin emme

padsseet kasiksi teknisten vaikeuksien vuoksi.

Eksponenttimuotoa kdyttden:

Kokeillaanpa siis eksponenttimuotoa z = re'®, missir,0 € R. Silloin yhtilén z3 = —64 vasen

puoli on
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73 = (rei9)3 = 13310 = 1-3,i(30)
ja oikea puoli on
—64 = 64-(—1) = 43 - ¢,

missa hyédynsimme Eulerin kaavaa e = —1.

Yhtilo z3 = —64 saa siis muodon
3. gi30) = 43. i

missda molemmat puolet ovat eksponenttimuotoisia kompleksilukuja. Vasemmalla puolella
olevan kompleksiluvun napaside on 3 ja suuntakulma on 36. Oikealla puolella olevan

kompleksiluvun napaside on 43 ja suuntakulma on 7 (eli 180°).

Yhtilon toteutumisen ensimmainen ehto on, etti napasiteet ovat samat eli 73 = 43, mista

seuraa, etta r = 4.

Toinen ehto on, ettd suuntakulmat osoittavat samaan suuntaan. Tama toteutuu, jos
suuntakulmat ovat samat tai niiden ero on tdyden kulman 27 = 360° kokonainen monikerta.

Taytyy siis olla
30 — m = n- 2w, missan on kokonaisluku 0, +1,+2,+3, ...,
joten 360 = w + n - 2w ja edelleen

0=0,=n/3+n-2n/3.
Huomaamme, ettd monikerta n tuottaa kolme mahdollista z:n suuntaa, kunn = 0,1, 2. Nama

suunnat (suuntakulmat) ovat
0y =n/3+0-2n/3 =n/3 =60°
0, =n/3+1-2n/3 =3n/3 = =180°,
0, =n/3+2-2n/3 =5n/3 =300°,

missa suunta 6, on palautettu ensimmaiselle kierrokselle (kulmat 420° ja 60° osoittavat

samaan suuntaan). Muut kertaluvun n arvot tuottavat aina jonkin naistd kolmesta suunnasta.
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N&in saamme yhtilollemme z3 = —64 kolme kompleksilukuratkaisua z,, z;, z,, joilla kaikilla

on sama napasdde r = 4 ja suunnat 8, 8,, 8,. Ratkaisut ovat siis
zy = relfo = 4¢i(®/3))
z, = retft = 4e'",
z, = relf2 = 4¢i(57/3),
Eulerin kaavan avulla saamme ratkaisut myos algebrallisessa muodossa
zy = 4e'/3) = 4[cos (n/3) + isin (n/3)] = 2 +V/3i,
zy =c=4[cosm+isinm] = —4,

z, = 4e'7/3) = 4[cos (5/3) + isin 5(r/3)] = 2 — V/3i,

KUVIO 1.4.1. Yhtilon z3 + 64 = 0 ratkaisuja z,, 2, z, vastaavat kompleksitason pisteet ovat
origokeskisen ympyran (r = 4) kehalla 120° valein. Yksi ratkaisu z; on reaalinen. Kaksi

muuta ratkaisua z, ja z, ovat toistensa liittolukuja.

Tassa tapauksessa eksponenttimuoto avasi tien yhtalon ratkaisujen l6ytamiseen.
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Kierto tasossa.
Eksponenttimuoto tarjoaa kiatevan mahdollisuuden suorittaa tasokuvioiden rotaatioita eli

kiertoja origon ympdri. Jos kompleksitason piste z = re'® kerrotaan tekijilli e, niin saadaan

tulo ez = efrei® = rei(@+9) jonka etiisyys origosta on sama kuin z:1la, mutta suuntakulma

on a + 6. Ndemme, etti tekija e'® kiertad kerrottavaa z kulman 6 verran origon ympari.

Voimme kutsua kompleksilukua e?® = cos 8 + i sin 8 kiertotekijciksi.

EsimerkKi.
Tasokolmion kirkipisteet ovat A; = (2,5), B; = (—3,2), C; = (1,—4). Kolmiota kierretaan

suoran kulman 7 /2 verran origon ympari. Maarita uudet kéarkipisteet A,, By, C,.

Uudet kdrkipisteet saadaan kertomalla alkuperaiset kiertotekijalla
el(™/2) = cos(m/2) +isin(m/2) =0+i =i.
Talloin kerrottavat pisteet esitetdan algebrallisessa muodossa:
Ay =2+5i,B,=-3+2i C, =1-4,
jolloin saadaan tulot
el/D A =i(2+5i) = -5+2i =(-5,2) = 4,,
el™/Dp, = i(-3+2i)=-2-3i=(-2,-3)= B,,

el/Dp =i(1-4i)=4+i=(41)= C,.
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151;) ‘.'l' B]

B,

(‘1

KUVIO 1.4.2. Vihreaa kolmiota A,B;C; kierretdan origon ympari vastapdivdan suoran
kulman 1t /2 verran. Kierretyn keltaisen kolmion karkipisteet A4,, B,, C, saadaan kertomalla

alkuperiiset (kompleksilukuina) kiertotekijalla e{(™/2) = i,

Kompleksiyksikot. Tassa tarkoitamme yksikélld sellaista lukua, jonka itseisarvo eli etdisyys
origosta on 1. Reaalilukujoukossa R on kaksi yksikkda 1 ja — 1. Kompleksiyksikoita ovat
kaikki origokeskisen yksikkoympyran kehalla sijaitsevat pisteet z. Niillahan |z| = 1.

Kompleksilukujen joukossa C on siis darettoman monta yksikkoa.
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KUVIO 1.4.3. Vasen kuvio: Kaikki yksikkdympyrin kehépisteet e ovat kompleksiyksikéits,

silld |e?| = 1. Onhan |e%| = |cos @ + i sin 8] = Vcos? 6 +sin2 § = 1. Niiden joukossa ovat

i — oi(Zk+1)'T missi k on mika tahansa

myos reaaliset yksikot 1 = e® = e*2M ja —1 =¢
kokonaisluku. Oikea kuvio: Kompleksiyksikkd e toimii kiertotekijana. Piste e’ z on samalla

origokeskiselld ympyralla kuin z, mutta kiertyneena kulman 6 verran.

Yhteenveto kompleksiluvuista. Reaalilukujen x joukko R voidaan laajentaa
kompleksilukujen z joukoksi C. Laajennuksessa laskulait sdilyvat samoina. Seka R etta C ovat
algebrallisia kuntia. Geometrisesti kompleksiluvut ovat koordinaattitason eli kompleksitason
pisteitd z = (x,y). Kompleksitasossa vaaka-akselin eli reaaliakselin piste (x, 0) vastaa

reaalilukua x ja pystyakselin eli imaginaariakselin piste (0, y) vastaa imaginaarilukua yi.

Kompleksiluku z = (x, y) voidaan tulkita paikkavektoriksi, joka alkaa origosta (0, 0) ja paattyy
pisteeseen (x, y). Kompleksilukujen yhteenlasku maaritelladnkin vektorisummana. Jos z; =
(x1,¥1) ja zo = (x5, y,) ovat kompleksilukuja, niin z; + z, = (x; + x3,¥; + ¥,). Taman
madritelman mukaan reaalilukujen x, ja x, eli kompleksitason pisteiden (x4, 0) ja (x5, 0)
summa on (x4, 0) + (x,,0) = (x; + x5, 0), joka on reaalilukua x; + x, vastaava
kompleksitason piste. Kompleksilukujen yhteenlasku on siis reaalilukujen yhteenlaskun aito
laajennus. Samoin toimii my6s imaginaarilukujen yhteenlasku (0,y;) + (0,y,) = (0,y; + y,),
jonka voimme kirjoittaa myos y;i + y,i = (y; + y,) i. Reaalilukujen summa on reaaliluku ja
imaginaarilukujen summa on imaginaariluku. Jokainen kompleksiluku z = (x, y) reaaliluvun
ja imaginaariluvun summa: z = (x,y) = (x,0) + (0,y) = x + yi. Tama on kompleksiluvun

algebrallinen muoto.

Kompleksilukujen kertolaskukin maaritelladn geometrisen vektorimallin avulla. Lukujen z; =
(x1,y,) = [r1,0:]ja z, = (x5, y,) = [y, 0,] kompleksitulo z, z, saadaan kertomalla vektorien

pituudet (eli napasateet r; ja 1) ja laskemalla suuntakulmat yhteen. Siis z,z, = [ry1,, 6; + 6,].
Tamakin maaritelma sailyttda reaalilukujen kertolaskun. Esimerkiksi reaalilukujen z; = 3 ja

z, = —2 napasateet ovat r; = 3 jar, = 2 ja suuntakulmat ovat 8; = 0 ja 8, = m. Silloin niiden
kompleksitulo on 3 - (=2) = z,z, = [11,, 60, + 6,] = [2-3,0 + 7] = [6, 7], joka on reaaliluku
—6. Ndin kompleksitulo perustelee tutun kertolaskun merkkisdaannon: "plus kertaa miinus on

miinus”.
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Kompleksilukujen vektorimalliin perustuvat yhteen- ja kertolaskun maaritelmat tuottavatkin
algebrallisen kunnan, jossa patevat kaikki tutut laskusadannot. Kertolaskun maaritelmasta
seuraa myos, ettd imaginaariyksikén i = (0,1) nelié on —1. Miksi? Siksi, ettd napamuodossa

i = [1,m/2], joten

i2=i-i=[1-1,n/2+n/2]=[1,7] =—-1.

Tama havainto avaa mahdollisuuden laskea kompleksiluvuilla samaan tapaan kuin
reaaliluvuilla. Kompleksiluvut esitetaan algebrallisessa muodossa z = x + yi ja laskut
suoritetaan totuttuun tapaan muistaen vain, ettd i? = —1. Funktioiden sarjakehitelmiin
perustuva Eulerin kaava e’ = cos @ + i sin 8 antaa lisdksi kiyttdomme napakoordinaatteihin
tukeutuvan kompleksiluvun eksponenttimuodon z = re'®, joka on monissa laskuissa

algebrallista muotoa luontevampi ja tehokkaampi.

Kompleksiluvut pahkinankuoressa
Kompleksilukuja ovat kaikki binomit x + yi, missa x ja y ovat reaalilukuja ja i on ei-reaalinen

vakio (imaginaariyksikko), jonka nelié i? = —1. Reaalilukuja ovat ne kompleksiluvut, joilla
y = 0. Kompleksiluvuilla lasketaan kunnan laskusaantéjen mukaan. Kompleksilukujen
kunnan C nolla-alkio (yhteenlaskun neutraalialkio) on reaaliluku 0 ja yksikkoalkio

(kertolaskun neutraalialkio) on reaaliluku 1.

Kompleksinen kompakysymys. Miki on potenssin i‘ arvo? (Asiaa pohditaan Liitteessa 1.)
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2. KVATERNIOT

2.1. Tasosta avaruuteen?

Eulerille ja muille 1700-luvun lopun matemaatikoille oli selvaa, etta lukukasite voidaan
laajentaa reaalilukusuoralta kompleksilukutasoon niin, ettd kaikki tutut kunnan laskusaannot
sdilyvat voimassa. Reaalilukujen kunta R on siis osa laajempaa lukualuetta, kompleksilukujen
kuntaa C, jota geometrisesti vastaa taso. Eipa ihme, ettd timan hammastyttavian menestyksen
jalkeen monen mielessa herasi kysymys: Voidaanko lukualueen laajentamista jatkaa edelleen
2-ulotteisesta tasosta 3-ulotteiseen avaruuteen? Sinnikkaista yrityksista huolimatta tdma ei

kuitenkaan nayttanyt onnistuvan.

Carl Friedrich Gauss todisti vuonna 1800 tuloksen, jota on sittemmin kutsuttu algebran

peruslauseeksi. Sen mukaan jokaisella polynomilla

P(x) = anxn + an—lxn_l + 4+ a2x2 + a1x1 + Ao

on nollakohta kompleksilukujen joukossa C. Tamahan ei pade reaalilukujen kunnassa R, silla
esimerkiksi yksinkertaisella polynomilla x? + 1 ei ole nollakohtaa R:ss4, vaikka polynomin
kertoimet ovat R:ssi. Mutta Gaussin tulos patee polynomille P (x) olivatpa sen kertoimet a,
mitd tahansa reaalilukuja ja vieldkin yleisemmin olivatpa ne mitd tahansa kompleksilukuja.
Gaussin tulos osoitti, ettd kompleksiluvut muodostavat algebrallisesti tdydellisen lukukunnan,

joka ei kaipaa laajennuksia.

Tastd huolimatta matemaatikot - myos Gauss - pohdiskelivat mahdollisuutta laajentaa
lukualuetta kolmiulotteiseen avaruuteen R3. Tarmokkaimmin asiaan paneutui irlantilainen
William Rowan Hamilton (1805-1865). Han etsi vuosien ajan toimivaa kertolaskun
méaaritelmaa avaruuden R3 pisteille u = (x, v, z). Nille "avaruusluvuilleen” Hamilton antoi
kompleksilukujen tapaan algebrallisen lukumuodon u = x1 + yi + zj = x + yi + zj, missa

x, Y,z ovat kyseisen avaruuden pisteen reaalilukukoordinaatit. Lisdksi symbolit 1,i ja j
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kuvaavat koordinaattiakselien suuntaisia origosta alkavia yksikkdvektoreita. Yhta hyvin ndma
symbolit voitaisiin tulkita R3:n pisteiksi 1 = (1,0,0),i = (0,1,0),j = (0,0, 1).
”Avaruuslukujen” yhteenlasku olisi luontevasti vektoreiden yhteenlaskua aivan kuten
tasossakin. Hamiltonin sitkeit yritykset laajentaa kertolasku tasosta R? avaruuteen R3
ajautuivat kuitenkin umpikujaan, kunnes hian 16.10.1843 sai kavelyretkelladn kuuluisan
oivalluksensa Dublinin Brougham-sillalla. Lukualueen laajennus onkin tehtivi tasosta R?
neliulotteiseen avaruuteen R* eli pisteille (¢, x, y, z). Nama neliulotteiset luvut hidn nimesi

kvaternioiksi (engl. quaternions).

Main article: History of quaternions

Quaternion plaque on Brougham
(Broom) Bridge, Dublin, which says:

Here as he walked by
on the 16th of October 1843
Sir William Rowan Hamilton
in a flash of genius discovered
the fundamental formula for
quaternion multiplication
Z=2=Kk2=ijk=-1
& cut it on a stone of this bridge

KUVIO 2.1.1. Hamiltonin oivalluksen muistolaatta Dublinin Brougham-sillalla! (Courtesy of
Wikipedia)

Mydhemmin on selvinnyt, ettd Gauss oli pdivakirjamerkinndissaan paatynyt samaan
johtopaatokseen jo vuonna 1819, pari vuosikymmenta ennen Hamiltonia, mutta Gaussin
paivakirjat julkaistiin vasta vuonna 1900. Myo6s ranskalainen pankkiiri ja matemaatikko
Olinde Rodrigues (1795-1851) oli esittanyt vuonna 1840 samantyyppisen neljaan

parametriin perustuvan tekniikan avaruuskappaleiden kiertomuunnoksille. Viela

1 Taman tapahtuman muistoksi Dublinissa on vuodesta 1990 alkaen jarjestetty vuotuinen
Hamilton kavely (Hamilton walk) Brougham-sillalle lokakuun 16. paivana.
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aikaisemmin, vuonna 1748, oli Leonhard Euler keksinyt ns. neljan nelion identiteetin (Euler

four-square identity), jonka perusidea on sukua Hamiltonin kvaternioille.

2.2. Hamiltonin kvaterniot

Kaksiulotteisen tason R? pisteita (x, y) vastaavat kompleksiluvut z = x + yi = x1 + yi. Tata
algebrallista muotoa jiljitellen Hamilton méaaritteli neliulotteisen avaruuden R* pisteiti

vastaavat kvaternioluvut eli lyhyesti kvaterniot lausekkeina

q=t+xi+yj+zk=t1+xi+yj+zk,

missa t, x, y, z ovat reaalilukuja ja 1, i, j, k ovat yksikoitd. Niistd ensimmadinen 1 on
reaaliyksikko ja i, j, k ovat imaginaariyksikoéita. Yksikot vastaavat avaruuden R*
koordinaattiakselien t, x, y, z suuntaisia yksikkovektoreita. Yksikko6ja vastaavat samalla

avaruuden R* pisteet:

1=(1,0,0,0)
i =(0,1,0,0)
j =1(0,0,1,0)
k =(0,0,0,1)

Kvaternio ¢ = t + xi + yj + zk voidaan siis tulkita avaruuden R* pisteeksi (¢, x, y, z).
Konkreettisesti voimme myos ajatella, ettd g ilmaisee pistemadisen fysikaalisen! tapahtuman
koordinaatit: t on tapahtuman aikakoordinaatti ja x,y,z ovat sen paikkakoordinaatit. Nain
kvaternio hahmotetaan kaksiosaisena: skalaari t (aika) ja vektori r = xi + yj + zk (paikka) eli
q = t + r. Skalaariosa on yksiulotteinen, t € R, ja vektoriosa on kolmiulotteinen, r € R3.

Talloin kvaternio q = t + xi + yj + zk on kateva esittaa ns. skalaari-vektorimuodossa

(2.2.1a) q=t+r,

I James Clerk Maxwellin (1831-1879) esittamat sahkdmagnetismin teoreettiset perusteet,
kuuluisat Maxwellin yhtdlét, muotoiltiin aluksi kvaternioiden avulla. Niissa
skalaarikoordinaatti t tarkoitti aikaa. Myohemmin on tullut tavaksi muotoilla ndma yhtalot
vektoreiden tai tensoreiden avulla.

40



missa r = xi + yj + zk on avaruuskoordinaatiston R3 pisteen (x, v, z) paikkavektori ja

imaginaariyksikét i, j, k toimivat R3:n ortonormaaleina kantavektoreinal.
Kvaternion g skalaari-vektorimuoto on usein hyddyllistd tismentda muotoon

(2.2.1b) q=t+vu,

missar = |r| =./x? + y? + z? on paikkavektorin pituus eli itseisarvo ja u on paikkavektorin

r suuntainen yksikkovektori, ts. |u| = 1.

Kvaternioalgebran perusteet
Kompleksilukujen z laskusadnnot maaritelladn algebrallisen muodon z = x + yi avulla,
asettamalla ehto i? = —1. Sama pitee kvaternioille ¢ = t + xi + yj + zk, mutta ehtoja on

enemman. Ne voidaan tiivistda Hamiltonin aksioomaan:
(HA) i2 =2 =k? =ijk = -1,

Tasta aksioomasta seuraavat myods imaginaariyksikoiden keskindiset tulot. Johdetaan

esimerkiksi tulon ij arvo. Aksiooman mukaan on ijk = —1. Kertomalla tdma yhtal6 puolittain
imaginaariyksikolla k oikealta saamme yhtalon ijkk = —1k. Mutta aksiooman mukaan on
kk = k? = —1, joten yhtil6 sievenee muotoon ij(—1) = —k. Kertomalla tima yhtilo

puolittain —1:11d saamme ij = k.

Vastaavasti saamme tulon jk = i kertomalla yhtdlon ijk = —1 vasemmalta yksikolla i. Jos taas
kerromme saadun yhtdlon jk = i vasemmalta j:11a, saamme jjk = ji eli—k = ji eli ji = —k.
Huomaamme, etta kvaterniotulo ei ole kommutatiivinen, koska esim. ij = —ji. Tasta syysta

kvaternioyhtalodita kerrottaessa on oltava tarkkana, ettd kerrotaan yhtdlén kumpikin puoli
samalta suunnalta. Tama oli hinta, jonka Hamilton joutui maksamaan saadakseen

kompleksilukualgebran laajennetuksi neliulotteiseen avaruuteen. Kvaternioiden algebra ei
siis tayta kaikkia lukukunnan ehtoja, mutta huolellisuutta noudattamalla kvaternioalgebra

sujuu ldhes yhta vaivattomasti kuin kompleksiluvuillakin.

I Ortonormaalit kantavektorit merkitaan yleensa lihavoituina i, j, k, mutta tassa ne ovat
ensisijaisesti kvaternioavaruuden imaginaariyksikkolukuja, joita ei perinteisesti lihavoida.
Lihavoimme kuitenkin symbolit (kuten 7, u), joita ajattelemme ensisijaisesti vektoreina.
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Imaginaariyksikoiden keskinaiset tulot. Hamiltonin aksioomasta voidaan johtaa edella

kuvattujen esimerkkien tapaan alla luetellut yksikoiden valiset tulot.

(1a) ij=k  (1b) ji=—k
(2.2.2) (2a) jk=1i (2b) kj = —i
(3a) ki=j (Bb) ik =—j

Kvaternioavaruus ja kompleksitaso(t). Hamiltonin aksiooma on sopusoinnussa
kompleksialgebran kanssa. Jos nimittdin rajoitutaan laskemaan 2-ulotteisilla
"minikvaternioilla” ¢ = t + xi, niin imaginaariyksikot j ja k jaavat pois ja Hamiltonin
aksioomasta jaa voimaan vain ehto i? = —1 eli kompleksialgebran perusaksiooma.
"Minikvaternioilla” laskettaessa tuloksetkin ovat aina "minikvaternioita”. Ne ovat siis itse
asiassa kompleksilukuja, jotka muodostavat laskutoimitusten suhteen suljetun kvaternioiden

osajoukon.

Samalla tavalla muotoa g = t + yj tai ¢ = t + zk olevat "minikvaterniot” muodostavat
laskutoimitusten suhteen suljetun alueen. Neliulotteinen kvaternioavaruus sisaltaa siis kolme

aliavaruutta, jotka ovat kopioita kompleksitasosta: tx-taso, ty-taso ja tz-taso.

Heraa kysymys, syntyisiko vastaava suljettu osa, jos rajoittuisimme 3-ulotteisiin
"midikvaternioihin” q = t + xi + yj. Vastaus on kielteinen, koska ndiden kertolaskussa
tormattdisiin tuloon ij, jonka arvo ei olekaan "midikvaternio”. Aliavaruudet txy, txz, tyz eivit
muodosta laskutoimitusten suhteen suljettua osaa koko kvaternioavaruudesta. Juuri timan
ongelman Hamilton ratkaisi laajentamalla tarkastelunsa 4-ulotteiseen avaruuteen, joka on

suljettu Hamiltonin aksiooman maarittamien laskutoimitusten suhteen.

Reaaliluvut, kompleksiluvut ja kvaterniot. Reaaliluvut ja kompleksiluvut ovat myos
kvaternioita. Reaaliluvut ovat kvaternioita g = t + 0i + 0j + 0k = t. Kompleksiluvut ovat

kvaternioitag =t + xi + 0j + 0k =t + xi.

Yksiulotteinen reaalisuora R on siis osa kaksiulotteista kompleksitasoa C, joka puolestaan on

osa neliulotteista kvaternioavaruutta H. Toisin sanoen R < C < H.
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Kommentti merkintiatavoista. Matemaattisten objektien, kuten lukujen, nimina kaytettavat
symbolit ovat tietysti vapaavalintaisia, mutta aikojen saatossa on syntynyt jossain maarin
vakiintuneita kdytantoja. Reaalilukuja merkitdan yleensa latinalaisilla tai kreikkalaisilla
kirjaimilla a, b, c, x,y,...,a,5,7,6, 6, .... Niitd kdytetddn myos kompleksilukujen ja

kvaternioiden nimina (esim. z, q, u, ...).

Kompleksiluvun merkintd z = x + yi viittaa mielikuvaan xy-koordinaattitason R? pisteesta
tai vektorista. Samalla tavalla kvaternio voitaisiin hahmottaa neliulotteisen avaruuden R*
pisteeksi tai vektoriksi, mutta merkintdtapa q = t + xi + yj + zk antaa mielikuvan
yksiulotteisen R-skalaarin t ja kolmiulotteisen R3-vektorin xi + yj + zk muodostamasta
parista. Tama tulikin jo esille yhtdloissa (2.2.1a) g = t + r tai (2.2.1b) ¢ = t + ru ja se onkin

hyodyllinen tapa hahmottaa kvaternioita.

2.3. Kvaternioalgebra

Tarkastelemme nyt lahemmin kvaternioiden algebraa. Olkoot

g1 =t +x10+y ) + 2,1k
ja
qz = tz +x2i+y2j+22k

kaksi mielivaltaista kvaterniota, joiden kertoimet t;, x;, y;, z; ovat reaalilukuja.

Kvaternioiden g, ja q, laskutoimitukset maaritelladan kompleksilukujen tapaan seuraavasti.

Kvaternioiden summa

g1+ g, = (t; +t5) + (g +x)i + (g +y2)j + (21 + 2)k

Esimerkiksi, josq; =3 —2i+j —5kja q, =9 + 7i — k, niin

g1+q3=06B+9D+(2+7)i+(1+0)j+(-5—-1)k=12+5i+j — 6k
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Kvaternioiden tulo
Kvaterniot kerrotaan termeittdin. Saaduissa tulotermeissa skalaaritekijat kommutoivat (eli ne
voidaan siirtda tulotermin) ja imaginaariyksikoiden tulot saadaan Hamiltonin aksiooman

(HA) ja sen seurauksen (2.2.2) avulla.)

Esimerkiksi kvaterniot q; = 2 —j + 4k ja q, = 3i — 6j kerrotaan termeittdin seuraavasti
419z = (2 —j + 4k )(3i - 6))
= 2(3i — 6j) —j(3i — 6j) + 4k(3i — 6))
= (6i — 12j) — (j3i — j6j) + 4k(3i — 6))
= (61 — 12j) — (3ji — 6jj) + (12ki — 24kj)
= (6i — 12j) — (=3k + 6) + (12j + 24i)

= —6 + 30i + 3k.

Vastaavalla termi-termilta kertolaskulla saadaan minka tahansa kahden kvaternion tulo

q1qz = (t + x40 + y1j + 21 k) (t; + x50 + y,j + 23k),

mutta sen Kirjoittaminen kaavamuotoon ei ole mielekasta.

Kvaternioiden tulo ei ole kommutatiivinen

Edella laskimme kvaternioiden g, =2 — j + 4k ja q, = 3i — 6j tulon
q19, = —6 + 30i + 3k.
Jos vaihdamme tekijoiden jarjestyksen, niin saamme
q2q1 = B3i—6j)(2—j + 4k)
=3i(2—j+4k)—6j(2—j+4k)
=60 — 3ij + 12ik — 12j + 6] — 24jk
=6i—3k—12j —12j — 6 — 24i

= —6 — 18i — 24j — 3k.
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Huomaamme, ettd q;q, # q,q:. Ndemme, ettd kvaterniotulo ei ole kommutatiivinen
(vaihdannainen). Tama johtuu tietysti yhtaloissa (2.2.2) todetusta Hamiltonin aksiooman
(HA) seuraamuksesta, ettd imaginaariyksikoiden i, j, k keskindiset tulot vaihtavat merkkig,

kun tekijoiden jarjestys vaihdetaan, esimerkiksi ij = —ji.

Huomautus 1. Tietyissa kvaternioavaruuden H osissa eli aliavaruuksissa R ja C kertolasku on

kuitenkin kommutatiivinen. Nima ovat entuudestaan tuttuja algebrallisia kuntia.

Huomautus 2. Kvaternioiden kertolasku on my6s aina kommutatiivinen reaalisen tekijan

suhteen. Jos t € Rja q € H, niin tq = qt.

Kvaternion liittoluku, normi ja kaanteisluku
Kvaternion q =t + xi + yj + zk liittokvaternio (liittoluku) g saadaan vaihtamalla g:n

imaginaaritermien etumerkit. Siis
(2.3.1) q=t—xi—yj—zk.

Vastavuoroisesti g:n liittokvaternio on g. Huolellisella kertolaskulla Hamiltonin aksiooman
avulla nahdaan, etta liittokvaternioiden tulo kommutoi eli ¢ - § = q - g ja on aina arvoltaan

positiivinen skalaari (kun q # 0)

(2.3.2) q-q=t>+x*+y*+z°=|q|* = q/%

jonka nimedmme kvaternion g (ja myos kvaternion g) itseisarvon! nelioksi |q|?> = |g|*> = q - .
Néin yleistimme kompleksiluvun z = t + xi liittoluvun Z = t — xi ja itseisarvon nelién |z|? =

|Z|2 = zZ = t? + x? Kkaisitteet kvaternioille.

Tama havainto avaa katevan mahdollisuuden laskea kvaternion g # 0 kdanteisluku

1/q = q~'. Maaritelmin mukaan kainteisluku g~ toteuttaa yhtilon
(2.3.3) q-qt=q1tq=1.

Mutta yhtilon (2.3.2) mukaan on qg = |q|?, josta jakamalla puolittain skalaarilla |q|?> # 0

saamme

1 [tseisarvoa |q| kutsutaan myds kvaternion q normiksi.
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1
2.3.4 g =1.
( ) q |q|2q

Vertaamalla yhtal6ita (2.3.3) ja (2.3.4) ndemme, ettd

1 _ 1
TRl T e a2ty 4 22

(2.3.5) qt (t — xi — yj — zk).

Nidemme, ettd jokaisella kvaterniolla ¢ # 0 on kdanteiskvaternio g~1, joka saadaan kertomalla

q:n liittokvaternio g positiivisella reaaliluvulla (q:n normin nelion kdanteisluvulla).

Nain kvaternioiden p ja g # 0 jakolasku kdy mahdolliseksi, kun maarittelemme, etta

P_

(2.3.6) =pq
q

EsimerkKi . Laske osamaarar = p/q, kunp =13 - 11i+9j -7k ja q =5+ 2j — k.

Kaavan (2.3.2) avulla laskemme ensin jakajan g normin nelién
lg|> =t*> +x*+y*+ 2> =5*+22+1* =30
jajakajan q liittokvaternion ¢ = 5 — 2j + k seké kaavan (2.3.5) avulla jakajan q kdadnteisluvun

1 1 _
q_lzwq:%(s—ZJ-Fk).

Lopuksi laskemme kaavan (2.3.6) avulla kysytyn osamaaran

1

r= =pq‘1=(13—11i+9j—7k)-30(5—2j+k)

QT

1 o . 1
=553 = 11i+9j =7k (5= 2j + k) = 55T,

missa T = (13 — 11i+ 9j — 7k)(5 — 2j + k). Taman tulon laskemme vaiheittain tarkaten

huolellisesti imaginaariyksikdiden tuloja saantojen (2.2.2) mukaan
(13)(5—2j + k) = 65— 265 + 13k,

(—=110)(5 — 2j + k) = —55i + 22ij — 11ik = —55i + 11j + 22k,

46



(9))(5 — 2j + k) = 45j — 18jj + 9jk = 18 + 9i + 45],

(=7k)(5—2j + k) = =35k + 14kj — 7Tkk = 7 — 14i — 35k,
joista koostamalla saamme T = 90 — 60i + 30j. Kysytty osamaara on siis

-1 1 . P
r=—=pq T=3-2i+].

P —

q 30

Lopuksi tarkistamme tuloksen kertomalla jakajan g = 5 + 2j — k saadulla osamaaralla r.
rq=03-2i+j)(5+2j—k)

=15+ 6j — 3k — 10i — 4ij + 2ik + 5] + 2jj — jk

=15+6j—3k—10i —4k—2j+5j—2—1i

=13—-11i+9j — 7k,

joka onkin tdsmalleen jaettava p.

Huomautus. Edellisessa esimerkissa laskimme kvaternioiden p ja g osamaaranr = p/q
maéaritelman (2.3.6) r = p/q = pq~! mukaisesti. Tarkistimme tuloksen kertolaskulla
osamaara kertaa jakaja eli r - g, joka antoi jaettavan p. Hyva nain! Jos kuitenkin
tarkkaavaisuutemme olisi hieman herpaantunut niin, etta olisimme kertoneet jakajalla

osamaaran, jolloin tulos
qr=05+2]—k)(B3-2i+j)=13-9i+13j—k #p

osoittaisi jakolaskun tuloksen virheelliseksi!
Sekaannuksen syyna on tietysti se, ettd kvaternioiden kertolasku on herkka tekijoiden

jarjestykselle janytkinon r-q # q - r.

Téllaisten sekaannusten valttamiseksi meidan pitaisi oikeastaan maaritella kvaternioille kaksi
eri jakolaskua: oikeanpuoleinen p/q = pq~! ja vasemmanpuoleinen p/q = q~'p. Mutta silloin
meidan pitaisi keksia niille toisistaan erottuvat merkintatavat. Parempi vaihtoehto on luopua

kokonaan jakolaskun kdytosta, koska nehidn ovat kertolaskuja pg~! ja ¢ "1p, jotka erottuvat
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toisistaan tekijoiden jarjestyksen suhteen, eikd meiddn tarvitse miettid kumpaa tarkoitamme

merkinnalld p/q.

Yhteenveto kvaternioiden algebrasta

Kompleksitaso C = {t + xi | t, x € R} on algebrallinen kunta, jossa kaikki tutut reaalilukujen
laskusiiannot ovat voimassa. Kunta C ja sen kopiot {t + yj | t,y € R}ja {t + zk | t,z € R} ovat
tietysti kvaternioavaruuden H = {t + xi + yj + zk | t, x,y, z € R} osia, mutta H
kokonaisuutena ei ole kunta, koska kvaternioiden kertolasku ei ole aina kommutatiivinen.
Lukuavaruutta H kutsutaan jakorenkaaksi (engl. division ring), joka on "melkein kunta” niin,
ettd jakolaskukin toimii. Kun on huolellinen kertolaskussa, niin kvaternioilla laskeminen
sujuu samaan tapaan kuin reaali- ja kompleksiluvuilla, toki kdsity6na hieman

vaivalloisemmin.

Varsinainen laskentaty6 on tietysti siirretty (ohjelmoitu) koneille. Kompleksilukujenkin
laskuoperaatiot loytyvat jo koululaisten laskimista. Kvaternioneja ei niissa ole, mutta
ammattilaiskayttoon kehitetyissa laskentaohjelmistoissa, kuten Mathematica ja Maple,
kvaterniot ovat mukana. Verkosta 10ytyy myos harrastajien laatimia kvaterniolaskennan
valineitd. Tietokonegrafiikan ohjelmistoihin on integroitu kvaternionilaskentaa hoitamaan
esimerkiksi naytolla ndakyvan avaruuskappaleen pyorimista. Tahdan palaamme kohta

tarkemmin.
Kvaternioyhtilot saattavat yllattdd. Esimerkiksi yhtilolla x2 + 1 = 0 ei ole yhtdin ratkaisua

reaalilukujoukossa R, mutta kompleksilukujoukossa silla on kaksi ratkaisua x = +i. Entapa

kvaterniolukujen joukossa? Vastaus selvida seuraavassa kappaleessa.

2.4. Vektorilaskentaa kvaternioiden avulla

Tarkastelemme nyt lahemmin vektorikvaternioita

v =xi+yj+ zk,
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joiden skalaariosa t = 0. Nehdn muistuttavat ulkoasultaan tavallisia kolmiulotteisen
avaruuden vektoreita v = xi + yj + zk, missa i, j, k ovat avaruuden R3 ortonormaaleja
kantavektoreita. Selvaa onkin, ettd kvaternioavaruuden imaginaariyksikoét i, j, k seka
kantavektorit i, j, k ovat itse asiassa samoja matemaattisia objekteja. Jatkossa
samaistammekin vektorikvaternion v = xi + yj + zk ja vektorin v = xi + yj + zk eli

identifioimme symboliti = i,j = j, k = k.

Kun laskemme vektorikvaternioiden v; = x;i + y4j + z;:k ja v, = x50 + y,j + 72,k

kvaterniotulon Hamiltonin aksiooman avulla, saamme tuloksen

(24.1) viv, = —(X1x + V1YVy + 2123) + [(0122 — 21Y2) 1 + (21X, — %12,)j + (x1y, — y1x,)k],

joka ei olekaan vektorikvaternio. Siindhan on skalaariosa —(xyx, + y;y, + 2125).

Vektorilaskentaa tunteva lukija huomaa, ettd tdma skalaariosa on merkkia vaille sama kuin

vektoreiden v; = x,i + y;j + 2,k jav, = x,i + y,j + z,k pistetulo eli skalaaritulo v, - v,.

Hakasulkeissa oleva vektoriosa

12z — 21y2)i + (21, — x12,)f + (x1y, — y1x,)k,

jossa imaginaariyksikot on puettu kantavektoreiksi, ndyttda myos tutulta ja tarkkasilmadinen

huomaa, ettd sehdn on vektorien v; ja v, ristitulo eli vektoritulo v; X v,.

Samaistamalla kolmiulotteiset vektorit ja vektorikvaterniot saamme tuloksen:

(2.4.2) Vektoreiden v, ja v, kvaterniotulo v,v, = —v; - v, + v; X V,.

Tama tulos voidaan Kirjoittaa myés muotoon v,v, = v; X v, — v; - v, ja ilmaista sanoin:

"Vektoreiden kvaterniotulo on niiden ristitulon ja pistetulon erotus.”

Esimerkki. Laske vektoreiden v, = i + 2j + 3k jav, = 2i + 5j — 4k pistetulo ja ristitulo

kvaterniotulon avulla.

Kvaterniotulo v, v, (tai v;v,) saadaan termeittdin kertomalla
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v,v, = (i + 2j + 3k)(2i + 5j — 4k)
= (2ii + 5ij — 4ik) + (4ji + 10jj — 8jk) + (6ki + 15kj — 12kk)
=(—2+5k+4j)+ (—4k —10—8i) + (6j — 15i + 12)
=0-23i—11j+k
=04 (=23i—11j+ k)
= -V 'V, + VU XV,

mistd ndemme, ettd v; v, = 0jav, X v, = =23i— 11j + k.

EsimerkKi. Etsi yhtdléon u? = —1 vektorikvaternioratkaisutu = (0,x,y, z) € H.

Vektorikvaterniotau = (0, x,y,z) = xi + yj + zk vastaava vektori on u = xi + yj + zk.

Tuloksen (2.4.2) perusteella yhtidlomme u? = —1 saa muodon
w=—u-ut+uxu=-1

Vektorilaskennasta muistamme, etti pistetulo u - u = x2 + y? + z? jaristitulo u X u = 0 (siis

nollavektori ja myos nollakvaternio). Nadin ollen yhtidlomme toteutuu, jos

w=-uu=-(x*+y*+2z%)=-1
eli jos

u-u=x*+y*+z?=1
Tassa vasen puoli on vektorin u = xi + yj + zk pituuden nelio |u|?. Vektorin u tiytyy siis olla
yksikkovektori. Koska yksikkdvektori u alkaa origosta ja paattyy pisteeseen (x,y, z), niin
tdman pisteen tiytyy sijaita xyz-koordinaatiston (eli avaruuden R3) origokeskisen

yksikkopallon pinnalla. Naita pisteitd on darettdman monta.
Huomautus.

Edelld etsimme kvaternioyhtilén u? = —1 ratkaisuja vektorikvaternioiden u = xi + yj + zk

joukosta. Selvisi, etta kaikki kvaterniot u = (0, x, y, z),joilla x? + y? + z? = 1, toteuttavat
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yhtalon. Lukija voi melko helposti osoittaa, ettd mikaan kvaternio g = (t, x, y, z), missa
skalaarikomponentti t # 0, ei voi toteuttaa yhtil64 g = —1. Ndin ollen yhtalén
kvaternioratkaisujen joukko on tismaélleen R3:n origokeskisen yksikképallon pinta. Kaikki
taman yksikkoépallon pinnan pisteet (tai niihin osoittavat origosta alkavat vektorit) ovat
tavallaan imaginaariyksikoita. Talla samalla pallonpinnalla sijaitsevat my6s alkuperaiset

ortonormaalit imaginaariyksikkémme i, j, k.

2.5. Yleinen Eulerin kaava kvaternioille

Kompleksitasoa C kasittelevassa kappaleessa 1.4. johdimme eksponenttifunktion e* ja

trigonometristen funktioiden cos x ja sin x sarjakehitelmien avulla Eulerin kaavan
(E—1) e = cos@ +isinb,

missa e on luonnollisen eksponenttifunktion! kantaluku, i on kompleksitason
imaginaariyksikko ja 6 on reaaliluku, jonka ajatellaan tarkoittavan kulmaa radiaaneissa eli ns.

absoluuttisissa kulmanyksikoissa.

Eulerin kaava saatiin sijoittamalla funktion e? potenssisarjakehitelmain kantaluvun 6
paikalle i6. Niin saadaan funktion e sarjakehitelma, joka koostuu potenssitermeista (i6)™.
Koska potenssi i" = +1 tai i" = +i, niin em. sarjan potenssitermi (i6)™ = i"0" sievenee joko
muotoon +6™ tai + i@™. Talldin funktion e'® sieventyneen sarjan potenssitermit jakautuvat
kahteen ryhmaan: reaaliset £6™ ja imaginaariset +i0™. Reaalinen ryhma osoittautuu samaksi
kuin funktion cos 6 sarjakehitelma ja imaginaarinen ryhma (jonka termeista i otetaan
yhteiseksi tekijaksi) osoittautuu funktion i sin 8 sarjakehitelmaksi, joten tuloksena on Eulerin

kaava.

Edella kuvattu Eulerin kaavan johtamisprosessi perustuu yksinomaan imaginaariyksikon i
ominaisuuteen, etti i? = —1. Mutta kvaternioyksikoéilla j ja k on juuri tima ominaisuus, joten

saamme Eulerin kaavan toisinnot

E-)) e’® = cos @ + jsinb,

I Luku e = 2,718 on luonnollisen logaritmifunktion log,x = In x kantaluku. Vastaavaa
eksponenttifunktiota e* kutsutaan tassa luonnolliseksi eksponenttifunktioksi.
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(E—k) ek? = cos@ + k sin6

Eulerin kaavan versiot (Ei), (Ej) ja (Ek) ovat saman asian toistoa kolmessa eri kompleksi-
tasossa (tx-tasossa, ty-tasossa ja tz-tasossa), joissa vain imaginaariyksikoilld on eri nimet.
Olemme jo aiemmin todenneet, ettd ndama kolme kompleksitasoa ovat kvaternioavaruuden H

kaksiulotteisia aliavaruuksia.

Mutta ei tdssa viela kaikki. Edelld olevassa huomautuksessa selvisi, ettd on olemassa
aarettoman monta vektorikvaterniota u, joillau? = —1. Geometrisesti ajateltuna nima u-

kvaterniot ovat xyz-paikka-avaruuden yksikkévektoreita, jotka osoittavat origokeskisen

yksikkdpallon pinnan pisteisiin. Johtaessamme edella Eulerin kaavan potensseille e‘?, e/¢ ja

e*9 tarvitsimme ainoastaan sen tiedon, ettd kvaternioiden i, j, k neliét ovat i? = j2 = k? =

—1. Mutta meilld on nyt sama tieto kvaterniosta u, joten saamme yleisen Eulerin kaavan
kvaternioille

(E—w) e"? = cos@ + usin 6, kun kvaternio u toteuttaa ehdon u? = —1.

Kaava patee siis kaikille yksikkdvektoreille u, kun ne tulkitaan vektorikvaternioiksi u.
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2.6. Sovellus: kierto avaruudessa

Kierto tasossa

Palautamme mieliin kompleksitasoon liittyvan kuvion.

KUVIO 2.6.1.

Vasen kuvio: Kompleksilukuja e® = cos 8 + i sin 6 vastaavat pisteet ovat origokeskisen
yksikkoympyran kehalla.

Oikea kuvio: Kun r-sateiselld ympyralla oleva kompleksiluku z kerrotaan kiertotekijclld e,
niin tulo ez on saman ympyrin kehalld kiertyneena kulman 6 verran. Esimerkiksi

kiertotekija e’™ = —1 kiertda pisteen z pisteeseen —z.

Kompleksiluku e toimii xy-tasossa kiertotekijana origon ympdri. Jos haluamme kiertia
pisteen z = (x,y) = x + yi origon ympari kulman 6 verran, niin tima onnistuu kertolaskulla
e'?z. Voimme my®s kiertad kokonaisia tasokuvioita samalla tavoin laskemalla. Valitsemme
vain kuviosta riittdvan maaran pisteitd, jotka kierretaan uuteen paikkaan kertomalla
kiertotekijalla e'?. Tamai saattaa kuulostaa vaivalloiselta, mutta digitaalitekniikkahan on
erikoistunut juuri nopeaan laskemiseen. Salamannopeasti suoritetut miljoonat

laskutoimitukset saavat kuvion kiertymaan pehmeasti tietokoneen nayttéruudulla.
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Kierto avaruudessa

Eulerin menetelma

Euler esitti jo 1700-luvulla menetelman, jolla suorakulmaisen xyz-avaruuskoordinaatiston
pisteen P = (x,y, z) uudet koordinaatit (X, Y, Z) voidaan laskea sen jalkeen, kun
koordinaatistoa on kierretty jaykkana niin, etta origo pysyy paikallaan ja koordinaattiakselien
valiset (suorat) kulmat pysyvat muuttumattomina. Menetelma perustuu ns. Eulerin kulmiin,
jotka maarittavat kierron yksikasitteisesti. Pisteen P uudet koordinaatit (X, Y, Z) voidaan
laskea ndiden kulmien avulla. Eulerin menetelméassa koordinaatiston kierto tehddan kolmessa

vaiheessa kuten alla olevassa kuviossa esitetdan.

KUVIO 2.6.2. Jaykan avaruuskoordinaatiston kierto. Alkuperainen xyz-akselisto (sininen) on

kierretty XY Z-akselistoksi (punainen). Kierto suoritetaan kolmessa vaiheessa («), (£) ja (v).

() Kierretadn xy-tasoa z-akselin ympari kulman a verran, jolloin x-akseli kddntyy vihredlle
linjalle.

(B) Kierretaan zy-tasoa x-akselin (vihrean linjan) ympari kulman g verran, jolloin z-akseli
kaantyy Z-akseliksi ja samalla xy-taso kaantyy diedrikulman f verran punaisen ympyran
tasoon.

(¥) Kierretaan punaisen ympyran tasossa olevaa xy-tasoa Z-akselin kulman y verran, jolloin
x-akseli ja y-akseli asettuvat X ja Y-akseleiksi.

(Courtesy of Wikipedia)

54



Euler osoitti, ettd jokainen jaykadn avaruuskoordinaatiston kierto voidaan purkaa kolmeen
vaiheeseen kuvion esittdmalla tavalla. Trigonometrisen paattelyn avulla han johti lausekkeet,
joilla pisteen P uudet koordinaatit (X, Y, Z) kierretyssa koordinaatistossa voidaan laskea

pisteen alkuperdisistd koordinaateista (x, y, z) ja kiertokulmista , 5 ja y.

Hamiltonin menetelma
Edelld ndiimme, ettd xy-tasokoordinaatiston pisteen P = (x, y) kierto kulman 6 verran origon
ympdri voidaan suorittaa yksinkertaisesti tulkitsemalla taso kompleksitasoksi ja kertomalla

lahtopiste z = x + yi kiertotekijilla e, joten pisteen uusi paikka on P* = ez,

Hamilton pohti, ettd voitaisiinko vastaavasti pisteen kierto xyz-avaruuskoordinaatistossa
hallita samaan tapaan kvaternioiden avulla. Voidaanhan avaruuden piste (x, y, z) tulkita
vektorikvaternioksi v = xi + yj + zk samaan tapaan kuin tason piste (x, y) voidaan tulkita
kompleksiluvuksi z = x + yi. Voidaanko siis avaruuden kierto hallita kvaterniotulolla samaan

tapaan kuin tason kierto kompleksitulolla?

Ensiksi on tismennettavi, miti tarkoitamme Kierrolla eli rotaatiolla kolmiulotteisessa
avaruudessa. Tasossa kuvion kierto madritelladn antamalla staattinen piste (akseli), jonka
ympadri kierto tapahtuu, ja kiertokulma 8. Akselipisteeksi voidaan valita xy-koordinaatiston
origo. Kolmiulotteisessa xyz-avaruudessa kierto voidaan maaritella vastaavasti antamalla

akselisuora ja kiertokulma 6. Alla oleva kuvio havainnollistaa asiaa.
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KUVIO 2.6.3. Pistemdisen kohteen kierto avaruudessa yksikkévektorin u suuntaisen suoran L
(kiertoakselin) ympari pisteesta Q pisteeseen Q'. Kiertoympyrin taso on kohtisuorassa
kiertoakselia vastaan ja sen keskipiste K on kiertoakselilla. Laskuja varten valitaan jokin
akselisuoran piste origoksi O ja vedetdan sen kautta kohtisuorat koordinaattiakselit.
Kiertokulma 8 on kiertoympyran keskuskulma QKQ’. Kohteen kiertoa Q — Q” voidaan

tarkastella my0s sen paikkavektorin kiertona 0Q — 0Q".

Hamilton osoitti, ettd ylla kuvattu kierto avaruudessa voidaan todella laskea kvaterniotulona.

Hamiltonin Kiertokaava (Hamilton’s Sandwich Formula)
Tarkastelemme kuviossa 2.6.3. kuvattua kiertoa kulman 6 verran kiertoakselin L ympari

alkupisteestd Q = (x,y, z) loppupisteeseen Q" = (x',y’,z").

Olkoon u = u4i + u,j+usk kiertoakselin L suuntainen yksikkovektorikvaternio ja olkoot
edelleen q = xi + yj + zk sekd q' = x"i + y'j + z'k pisteiden Q ja Q'paikkavektoreita

(vektorikvaternioita). Silloin on
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Nimitys “voileipdkaava” tulee Hamiltonin kiertokaavan ulkoasusta, jossa kierron alkupistetta

vastaava vektorikvaternio g on puristettu kahden kvaternioleivian e*(®/2) ja e%(=6/2) yiliin.

Emme tdssa todista Hamiltonin kaavaa, mutta testaamme sen patevyytta alla olevien

esimerkkien avulla.

EsimerkKi. Alkupistettd g = (a, 0,0) kierretdan kulman 6 = 27 /3 verran akselivektorin i +

j + k ympari. Maarita kierron loppupiste q'.

Ratkaisu: Hamiltonin kaavaan on nyt sijoitettava alkupiste vektorikvaterniona q = ai.
Kaavassa oleva suuntavektori u on yksikkovektori. Koska |i + j + k| = /3, niin

voileipdkaavaan on sijoitettava u = % (i+j+k).

Kiertokulma 6 = 21/3, joten kaavassa esiintyva puolikaskulma 6 /2 = /3.

Koska u on yksikkovektori, niin voileipdkaavassa esiintyvat eksponenttilausekkeet ovat

kappaleen 2.5 lopussa johdetun Eulerin kaavan (E — u) perusteella

1 v3 1
e*/2) = cos(m/3) + usin(m/3) =§+u7=§(1 +i+j+k),
1 v3 1
e*(=9/2) = cos(—m/3) + usin(—m/3) =§—u7=§(1 —i—j—k).

Sijoittamalla em. arvot voileipdkaavaan saamme
1 L L1 .
q' =eW0/2) . q.eu(=6/2) =§(1 +i+j+k)(ai) -5(1 —i—j—k).

Huolellinen kertolasku kvaternioiden tulosaannoilla antaa

1
q =zali—1—k+)) (A—i-j—k)

1
=a(-1+i+j—k)-A—i—j—k)

4
1 .
=Za(—1+i+j+k+i+1—k+j+j+k+1—i—k+]—l—1)
1
:Za(4j)
=aj =(0,a,0)
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Taman mukaan maaritelty kierto siirtaa alkupisteen ¢ = (a, 0, 0) pisteeseen q' = (0, a, 0),

siis esimerkiksi pisteen q = (5,0,0) pisteeseen q' = (0,5,0).

Kuvio 2.6.4. alla antaa geometrisen vahvistuksen edella lasketulle tulokselle, ettd kyseinen
2m/3 = 120° kierto todella siirtaa x-akselilla olevan pisteen g = (a, 0, 0) y-akselille

pisteeseen (0, a, 0).

'

120° w A

KUVIO 2.6.4. Kun xyz-koordinaatistoa kierretdan 120° akselivektorin u = i + j + k ympari
origon pysyessa paikallaan, niin x-akselilla oleva piste ¢ = ai = (a, 0, 0) kiertyy y-akselille

pisteeseen q' = aj = (0, a, 0) kuten voileipikaava ennustaa.

Huomautus. Kuvion esittimaa avaruuden kiertoa voi konkretisoida pahvikuution avulla.
Jostakin kuution kdrjesta (origo) lahtevat sirmat merkitaan kynalla koordinaattiakseleiksi

kuvion mukaisesti (oikean kaden peukalo = x, etusormi = y ja keskisormi = z). Pujotetaan

akseliksi ohut jaykka riuku (esim. sukkapuikko) origon ja vastakkaisen karjen kautta. Akselin

padt tuetaan niin, ettd kuutiota voidaan pyorittda akselin ympari. Akseliin voi kiinnittaa sita
vastaan kohtisuorassa tasossa ympyranmuotoisen levyn, jolla akselia voi pyorittiaa. Levyn

kehalle voi laittaa kynalla merkit 120° asteen valein.
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Esimerkki. Alkupistetti (a) ¢ = (0,0, a), (b) ¢ = (1,2,0), (c) ¢ = (1,1,1) kierretadn kulman

0 = m/2 = 90° verran z-akselin ympari. Maarita kierron loppupiste q'.

Ratkaisu:

(a) Annetuilla arvoillau = k ja 8 = /2 saamme ensin Eulerin kaavalla

e%(®/2) = cos(6/2) + usin(0/2) = cos(n/4) + ksin(t/4) = g(l + k),

et(=9/2) = cos(—60/2) + usin(—0/2) = cos(—/4) + ksin(—n/4) = g(l — k).

Sijoittamalla em. arvot seka alkupiste g = ak voileipdkaavaan saamme

V2 V2
q' = e0/2) . g . Qu(=6/2) — - A+ - (ak) - —(1-k)

ja edelleen
1
q =Ea(1+k)-k-(1—k)
1
=Ea(k—1)-(1—k)

1
=§a(k+1—1+k)

1
= Ea(Zk)
=ak = (0,0,a)

Kierron jalkeen piste g on siis alkuperaisessa paikassa. Nainhan taytyy ollakin, koska

kiertoakselilla olevat pisteet eivat siirry minnekaan.

(b) Saman kierron alkupiste on g = (1,2,0) = i + 2j, joten

V2

q = p(0/2) . q- eu(=6/2) — -

V2
(1+k)-(i+2j)-7(1—k)
ja edelleen

1
q =E(1+k)-(i+2j)-(1—k)
=%(i+2j+j—2i)-(1—k)

=%(—i+3j)-(1—k)
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1 1
=2 (=i—j+3]=30) = 5 (~4i +2))

=-=2i+j=(-2,1,0),

joka on geometrisen havainnonkin mukaan oikea tulos.

(c) Nyt saman kierron alkupiste onq = (1,1,1) =i +j + k, joten

NG V2
g = eu®/2) . . u(-6/2) — — A4k +j+k)-—A—k)
ja edelleen

q =%(1+k)-(i+j+k)-(1—k)
=%(i+j+k+j—i—1)-(1—k)

=%(2j+k—1)-(1—k)

1 1
=5 Qj—2i+k+1-1+k) =5(=2i+2j +2k)

=—i+j+k=(-111),

joka on sopusoinnussa geometrisen havainnon kanssa.

Huomautus 1. Edella esitetyt esimerkit vahvistavat luottamusta Hamiltonin kiertokaavan

oikeellisuuteen, mutta eivit tietenkaan todista sita.

Huomautus 2. Hamiltonin 1840-luvulla todistama kiertokaava jai unohduksiin, mutta
loydettiin uudelleen vuosituhannen vaihteessa ja se on tanaan laajalti kaytossa
digitaalitekniikkaan perustuvan visuaalisen grafiikkaohjelmoinnin, aeronautiikan ja

avaruusnavigaation tydkaluna.

Huomautus. Tarkkaavainen lukija ehka huomasi edell3, ettad kuvioissa 2.6.2 ja 2.6.3 kuvatut

avaruuskierrot poikkeavat toisistaan, vaikka ne ovatkin saman asian eri versioita.

Kuviossa 2.6.2 (Eulerin kierto) on kyseessa koordinaatiston kierto: ortogonaalinen xyz-

akselisto kierrettiin jaykkana uuteen asentoon XY Z- akselistoksi. Avaruuden pisteet ovat
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staattisia, mutta niiden koordinaatit muuttuvat. Koordinaatiston kierron maarittaa kolme

riippumatonta reaalilukuparametria «, § ja y eli ns. Eulerin kulmat.

Kuviossa 2.6.3 (Hamiltonin kierto) taas koordinaatisto (xyz- akselisto) on staattinen, mutta
avaruudessa olevaa pistemaista kohdetta kierretddn valitun akselisuoran ympari. Kierron
madrittdvina parametreina ovat akselin suuntayksikkovektori u = uqi + u,j + usk ja
kiertokulma 6. Tassdkin on kolme riippumatonta reaalista parametria u4, u, ja 6.

Komponentti u; maardytyy komponenteista u, ja u,, koska u;? + u,? + uz? = 1.

Geometrisella tarkastelulla voidaan osoittaa, ettd jokainen Eulerin akselistokierto (xyz —
XYZ) voidaan toteuttaa Hamiltonin kierrolla eli valitsemalla sopiva kiertoakseli u ja

kiertokulma 6.
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LIITE 1

Mika on potenssin i‘ arvo?
Eulerin kaavan mukaan kompleksiluku z, joka sijaitsee suunnassa 6 ja etdisyydella r origosta,
voidaan esittia muodossa z = re®® = r(cos 6 + i sin ).
Kompleksiluku i sijaitsee suunnassa 8 = /2 etiisyydella r = 1 origosta, joten
i = el(m/2),

Silloin

it = (i)t = (el(7/),
mutta perdkkdisen potenssin sdannon (a*)” = a*” perusteella saamme

(el(m/D)l = i(7/2)1 = =(/2),

koskai-i = —1.

Nadin saamme tuloksen, jonka mukaan kysytty potenssi on
(1) il =e™ /2~ 0,20788

eli reaaliluku!

Mutta yllatykset eivat paaty tahan.

Tulos (1) saatiin siita tiedosta, ettd kompleksiluku i sijaitsee suunnassa § = m/2. Mutta yhta

hyvin se sijaitsee suunnassa @ = /2 + 2m = 5m/2, jonka perusteella saamme

(2) it = e~5"/2 ~ 0,000388,

joten potenssilla i’ ndyttda olevan kaksi reaalilukuarvoal.

1 Tastd muistui mieleeni lukioaikojeni (1961-1964) nelidjuuren maaritelms, Silloin v/2 oli
luku, jonka nelio on 2. Nelidjuurella oli siis kaksi reaaliarvoa! Sittemmin maaritelmaa on

oppikirjoissa tarkennettu niin, etti v/2 tarkoittaa ei-negatiivista lukua, jonka nelié on 2.
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Eika timakaan riitd, koska kaikki kulmat 8 = 7/2 + n-2n = (4n + 1)m/2, missa n saa olla

mika tahansa kokonaisluku, kelpaavat imaginaariyksikon i suuntakulmaksi. Saamme siis

(3) ii — e—(4n+1)7t/2_

Potenssilla i’ on siis d4rettéman monta arvoa, jotka ovat kaikki positiivisia reaalilukuja. Ne

voivat olla mielivaltaisen suuria, mutta myds mielivaltaisen lahella nollaa.

Leikkia voisi jatkaa kvaternioihin. Potensseille j/ ja k¥ saadaan (Eulerin kaavan perusteella)
samat arvot kuin potenssille i!. Mutta sama Eulerin kaava e*? = cos 6 + u sin 6 pitee mille
tahansa yksikkovektorikvaterniolle u, esimerkiksi u = (i + j + k)/+/3, joten potenssin u*

mahdolliset arvot ovat samat kuin potensseilla i’, j/ tai k*.

Ja entdpa sekapotenssit il ki,ju, ?
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KVATERNIOLAHTEITA

1. ERAITA WIKIPEDIAN ARTIKKELEITA (in English)

Quaternion

Monipuolinen katsaus kvaternioihin.

Quaternions and spatial rotation

Kvaterniot ja kolmiulotteisen avaruuden kierto

William Rowan Hamilton

Henkiloartikkeli kvaternioiden isasta.

Euler-Rodrigues formula

Selonteko mainittujen herrojen kiertomuunnoksesta ja sen yhteys kvaternioihin.

Euler’s four-square identity
Selonteko Eulerin tuloksesta, joka sisdlsi kvaternion idean puoli vuosisataa ennen

Hamiltonia.

Euler angles
Selonteko avaruuskoordinaatiston kierron hallinnasta Eulerin kulmamenetelmalla ja

sen eri versioilla.

Classical Hamiltonian quaternions

Kuvaus Hamiltonin alkuperaisesta kvaternioversiosta.

Hamilton Walk
Artikkeli kertoo Dublinissa lokakuun 16. pdivana jarjestettavasta vuotuisesta Hamilton
kavelystd, jossa muistellaan Hamiltonin kvaternio-oivallusta Brougham-sillalla

16.10.1843,
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Quaternion group
Matemaattiseen ryhmateoriaan liittyva artikkeli kertoo kvaternioryhmadistd ja sen

ominaisuuksista.

Quaternionic analysis

Selonteko kvaternioanalyysistd, esim. kvaterniomuuttujan funktion derivaatasta.

Plate trick
Hauska kuvaus lautastempusta (Balinese candle dance), jota voidaan esittaa
matemaattisesti kvaternioilla. Lautastemppu kuvaa myds erdiden alkeishiukkasten spin-

ominaisuuksiin.

Biquaternion
Selonteko Hamiltonin itsensd 1844 esittamasta yleisemmasta bikvaternion kasitteesta,
joissa komponentit ¢, x, y, z saavat olla kompleksilukuja. Bikvaternioita voidaan kayttaa

mm. suhteellisuusteorian Lorentz-muunnoksen esittdmiseen.

2. MUITA VERKKOLAHTEITA

http: //www.chrobotics.com/library/understanding-guaternions

Tietoa kvaternioiden kaytosta robotiikassa.

3. LADATTAVIA PDF -ARTIKKELEITA

Girard P.R. (1984): “The quaternion group and modern physics”, European Journal of

Physics, Volume 5, Number 1, pp. 25-32. Bibcode:1984EJPh....5...25G. doi:10.1088/0143-0807/5/1/007.
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http://www.chrobotics.com/library/understanding-quaternions
https://en.wikipedia.org/wiki/Bibcode_(identifier)
https://ui.adsabs.harvard.edu/abs/1984EJPh....5...25G
https://en.wikipedia.org/wiki/Doi_(identifier)
https://doi.org/10.1088%2F0143-0807%2F5%2F1%2F007

Girard, Patrick R. (1999): “Einstein’s equations and Clifford algebra” (PDF). Advances in

Applied Clifford Algebras. 9 (2): 225-230. doi:10.1007/BF03042377. S2CID 122211720. Archived

from the original (PDF) on 17 December 2010.

Kvaternioiden uutta tulemista teoreettisessa fysiikassa. (Clifford-algebra on eras

Hamiltonin kvaternioalgebran laajennus.)

4. HAMILTONIN PERUSTEOS

Hamilton, Sir W.R. (1866). Hamilton, W.E. (ed.). Elements of Quaternions. London, UK:

Longmans, Green, & Co. (842 pp.)
Hamiltonin (k. 1865) alkuperaisjarkale, jota hdn ei itse ehtinyt ndhda julkaistuna ja

jonka hanen poikansa toimitti. Jarkdle on ladattavissa verkosta (linkki ylla) kirjan

sivujen valokuvina. Melko raskasta luettavaa!

5. KOMPLEKSINEN KOMPAKYSYMYS

Karttunen, Hannu (2006). Matematiikka. Ursan julkaisu 99 sarjassa Tiedetta kaikille.

Tahtitieteilijan laatima erinomainen yleiskatsaus matematiikasta. Sivulta 33 16ysin

taman hauskan potenssin i'.
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http://clifford-algebras.org/v9/v92/GIRAR92.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/William_Rowan_Hamilton
https://en.wikipedia.org/wiki/William_Edwin_Hamilton
https://archive.org/details/elementsofquater00hamiuoft

