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Opeta niita opiskelijoita, joita haluat opettaa

Padkirjoitus

Olen lukenut Krantzini'. Paahini on iskostunut, et-
td tulee opettaa niitd opiskelijoita, joita oikeasti on
opettamassa, ei niitd joita haluaisi olla opettamassa.
Ohje tuntuu hyvin jarkeenkéyvéalta: Jos vaikka haluai-
sin opettaa modulimuotojen jatkokurssia lukuteorian
jatko-opiskelijoille, mutta opetan vaikkapa differenti-
aaliyhtdloiden alkeita kandiopiskelijoille, niin lopputu-
los tuskin on hyva, jos oletan kovin paljon lukuteorian
esitietoja.

Krantzismilla voi perustella my6s paljon arkipéivin
asioita: "Ostin talld kertaa firman XXX kahvia pake-
tin enka firman YYY kahvia, koska Krantz.” Toisin sa-
noen: olisin halunnut ostaa firman YYY kahvia, mut-
ta sité ei ollut kaupassa, joten oli pakko tyytyé firman
XXX kahviin. On silld my6s vidnnetty rautalankaa lap-
selle, joka ei olisi halunnut laittaa tylsid legginseja jal-
kaan (kun hienot Frozen-legginsit olivat pyykissé): Lai-
ta jalkaan ne legginsit, jotka sinulla on puhtaana, &la
niita, jotka haluaisit laittaa ja jotka ovat pyykissé li-
kaisena.

Talla periaatteella olen myo6s pyrkinyt rakentamaan
kurssit. Téné syksyné sain kuitenkin eteeni ensimmaéi-
sen kerran ikind aivan valtavan kurssin, jonka tiesin
olevan tarjolla paitsi matematiikan ja tietotekniikan
opiskelijoille, my6s hyvin monille sivuaineopiskelijoille
seké kaikelle kansalle avoimen yliopiston kautta. Ryh-
dyin miettimé&n mita oikeasti tiedén opiskelijoista, joi-
ta opetan, ja totesin, etté en tieda riittavésti voidakseni
tehdé mitdén fiksuja johtopaatoksia. Olisi suuri kiusaus

ISteven G. Krantz: How to teach mathematics

tehda kurssista melko helppo, silla silloinhan luultavas-
ti varmistettaisiin, ettd kukaan tai juuri kukaan ei tipu
kérryiltd. Huono puoli vain on, etté silloin ei saavutet-
taisi niitd taitoja, jotka kurssilla pitéisi saavuttaa, ei-
k& myoskadn tarjoiltaisi sitd kuvaa matematiikan opin-
noista, joka ainakin minusta vastaa todellisuutta.

Padtinkin siis yksinkertaisesti opettaa opiskelijoita, joi-
ta haluaisin opettaa: motivoituneita fukseja, jotka ha-
luavat oppia matematiikkaa ja jotka ovat myos valmiita
tekeméan t6itd, kunhan tyo on mielekésta ja sopivasti
mitoitettua ja kunhan apua, oivalluksia ja onnistumi-
sen kokemuksia on luvassa. Oletus ei lopulta varmas-
ti ole kovin pahasti pielessd paitsi ettd moni ei ollut
fuksi, mutta se ei karakterisoinnin kannalta ollut ko-
vin oleellista. Miksi kukaan tulisi matikan kurssille, jos
ei haluaisi oppia matematiikkaa ja tehd& sen eteen toi-
t4? Lopputulema: sain opetettua kaiken minké halusin-
kin opettaa. Kokeista ja laskareista péaatellen asia myos
opittiin. Y1i 500 ihmisté paasi kurssin 14pi ja moni heis-
té oli tehnyt kurssin aikana ldhes kaiken. Suurin palkin-
to oli kuitenkin kurssipalaute. Noin 86 prosenttia pa-
lautetta antaneista piti kurssia hyvin onnistuneena tai
melko onnistuneena. Yli 70 prosenttia kertoi tehneensa
kurssin aikana t6itd melko paljon tai hyvin paljon. Alle
5 prosenttia kertoi oppineensa hyvin vihan tai melko
vahan. Tavoitteet siis toteutuivat hyvin: to6itd tehtiin,
mutta my0s opittiin, ja kaiken huipuksi tdma oli ilmei-
sesti ihan mukavaa.

Ensin hdmmaéstyin siitd miten moni piti kurssia onnis-
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tuneena ja miten moni kertoi tehneensé melko paljon
tai hyvin paljon t6itd — olin itse asiassa olettanut kurs-
sin olevan hiukan kevyempi. Lopulta minun ei varmaan
pitéisi olla hdmmaéstynyt, koska kuitenkin moni myés
kertoi oppineensa melko paljon tai hyvin paljon. Jos
mietin palkitsevimpia kursseja, jotka itse olen opiskel-
lut, ovat ne myos ne kaikkein tyoldimmaét kurssit: Juti-
lan modulimuodot syksyllid 2002 (jolloin minulta puut-
tui joidenkin laskujeni mukaan 50 opintoviikkoa esitie-
toja) ja Mansneruksen immateriaalioikeuksien kurssi,
jota kéydessani parempi rutiini lakitekstin lukemisesta
ei olisi ollut haitaksi. Molemmilla kursseilla opin valta-
vasti ja molempien kunniallisen suorittamisen jélkeen
koin saavuttaneeni jotain. Koko ajan ei ole valttaméatta
ollut hauskaa, mutta ne parhaat hetket olisivat jadneet
kokematta, jos kurssit olisivat olleet vaatimattomam-

pia ja vihemmén vaativia.

Téasté kaikesta huolimatta on hirvittédvan helppo vahin-
gossa kurssia rakentaessa hiukan aliarvioida osallistu-
jat. TAmé& on tietylld tavalla paradoksaalista, silla tut-
kimusesitelméa pitdessd taas helposti yliarvioi yleisén
esitiedot ja kyvyn omaksua uutta asiaa lyhyen esitel-
méan aikana (jos asia on minulle itsestdénselvdd tut-
kittuani sitd kymmenen vuotta, niin kylld kuulija sen
varmasti oppii viidessid minuutissa).

Aion jatkossakin opettaa niitd opiskelijoita, joita ha-
luan opettaa, ja luottaa siihen, ettd tdmé opiskelija-
joukko on sama kuin se, jota todella opetan.

Hyvaéd vuoden loppua ja alkavaa vuottal

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
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Hamiltonin kvaternioiden renessanssi?

Teuvo Laurinolli

Tieteenhistorian merkittdvimpiin nimiin kuuluvan Wil-
liam Rowan Hamiltonin (1805-1865) poikkeukselli-
nen lahjakkuus tuli esille jo varhaislapsuudessa ilmi6-
maéisend kielten oppimisena. Luotettavana pidetyn St
Andrewsin yliopiston toimittaman elimikerran! mu-
kaan Hamilton osasi jo viisivuotiaana didinkielensa li-
siksi kolmea vierasta kieltd, latinaa, kreikkaa ja hepre-
aa. Opettajana oli hinen seténsé, joka oli erinomainen
pedagogi. Kielid hdn oppi myohemmin lisdé ja kerro-
taan hinen eldménséd loppupuolella rentoutuneen luke-
malla persialaista runoutta alkukielellé.

Luvunlaskukin sujui Williamilta vaivattomasti, mutta
hén haaveili runoilijan urasta. Matematiikka vei voi-
ton, kun hén 12-vuotiaana hévisi péassilaskukisois-
sa Irlannissa vierailevalle amerikkalaiselle ihmelapsel-
le Zerah Colburnille. Muutamassa vuodessa héan kavi
lapi ranskankielisen Clairautin Algebran ja Newtonin
Principian seké Laplacen Mecdnique célesten, josta hén
16ysi 17-vuotiaana virheen. Irlannin johtava luonnon-
tieteiliji (Royal Astronomer) John Brinkley kommen-
toi nuoren Hamiltonin 16yddsté: "This young man, I do
not say will be, but is, the first mathematician of his
age.”

Hamiltonin yliopisto-opinnot alkoivat vauhdikkaasti
Dublinin Trinity Collegessa 1824. Jo ensimméisend
vuotena julkaistiin 19-vuotiaan Hamiltonin tutkielma
On causticsi, joka ilmestyi Irlannin tiedeakatemian sar-
jassa. Samoihin aikoihin Hamilton rakastui kiihkeés-
ti tuttavaperheen tyttireen Catherine Disneyhin. Ajan

lhttps://mathshistory.st-andrews.ac.uk

tavan mukaisesti Hamilton pyysi Catherinen kétté hé-
nen vanhemmiltaan. Asiaa harkittuaan he antoivat
kieltdvan vastauksen, koska toinen kosija katsottiin va-
kavaraisemmaksi. Hamilton masentui ja suunnitteli it-
semurhaa, mutta uppoutuminen runouteen palautti va-
hitellen hénen elamé&nhalunsa ja intohimonsa matema-
tiikkkaan. Runous auttoi hantd myohemminkin vastoin-
kdymisten ja masennusten voittamiseen. Catherine ei
kuitenkaan kadonnut hinen elaméstaan, vaikka Hamil-
ton myohemmin avioitui Helen Baylyn kanssa.

Trinity Collegen loppututkinnon molemmat osat
(Sciences & Classics) valmistuivat 1826 korkeimmil-
la optime-arvosanoilla. Opintoihin kuulunut laaja tut-
kielma Theory of Systems of Rays herdtti huomio-
ta ja Hamilton nimitettiinkin heti Brinkleyn seuraa-
jaksi kuninkaallisen téhtitieteilijin virkaan Dunsink-
observatorioon, josta tuli hénen elinikdinen virka-
asuntonsa. Samalla h&net nimitettiin Trinity Colle-
gen astronomian professoriksi. Piispan virkaan siirty-
nyt Brinkley oli kuitenkin neuvonut Hamiltonia kiel-
tdytyméadn observatorion johtajan virasta ja hén taisi
olla oikeassa, koska Hamilton menetti pian mielenkiin-
tonsa téhtitieteeseen ja omistautui kokonaan matema-
tiikalle ja fysiikalle.

Hamiltonin laajasta matemaattisesta aktiivisuudesta
erottuu kaksi ydinaluetta: Newtonin mekaniikan sy-
ventdminen sekd kompleksilukujen algebra ja sen yleis-
tdminen. Edelliselld alueella hdan jatkoi Lagrangen ai-
empia tutkimuksia méaérittelemélld mekaanista systee-
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mid kuvaavan funktion H(q,p,t), jossa vektorit q ja
p ovat hiukkasen paikkaa ja liikeméaéraéd kuvaavia vek-
toreita ja t on aikamuuttuja. Tama Hamiltonin funk-
tio® toteuttaa yksinkertaiset differentiaaliyhtilét (Ha-
miltonin yht&lot), jotka méaradvit systeemin aikaevo-
luution. Hamiltonin 1830-luvulla kehittelemédn meka-
niikan merkitys on ajan kuluessa kasvanut ja on kes-
keisessé asemassa myos nykyfysiikassa mukaan lukien
kvanttimekaniikka ja kvanttikenttéteoria.

Kompleksiluvut oli haparoiden 16ydetty jo 1500-1600-
luvuilla ja otettu hallintaan 1700-luvulla. Matemaa-
tikot, heidén joukossaan Euler (1707-1783) ja Gauss
(1777-1855), mééarittelivdt ne binomeina z = z + yi,
jotka voitiin hahmottaa myts muodossa z = x-1+y-1.
Téassd x ja y ovat reaalilukuja, 1 on reaaliyksikko ja
1 on imaginaariyksikkd, jonka nelio on —1. Komplek-
silukujen algebra toimi tdsmélleen samoilla laskusdan-
noilla kuin reaalilukujen algebra. Kompleksilukujen ja
xy-tason pisteiden (tai vektoreiden) vastaavaisuus oli
tiedossa ja sitéd oli tehokkaasti hyodynnetty. Gauss oli
vuonna 1800 todistanut algebran peruslauseen, jonka
mukaan jokaisella polynomilla on nollakohta komplek-
silukujen joukossa C. Polynomin kertoimet saavat ol-
la mitd tahansa reaalilukuja ja jopa mitd tahansa
kompleksilukuja.

Hamilton saattoi kuitenkin olla ensimméinen, joka rii-
sui imaginaariyksikoltd mystisen auran maéritellessédan
kahden kompleksitason pisteen z1 = (z1,y1) ja 20 =
(22, y2) yhteenlaskun ja kertolaskun proosallisesti aset-
tamalla
z1 4 22 = (1 + T2, Y1 + Y2)

ja

2122 = (T1Y1 — Tay2, T1Y2 + T2y1)
sekd nimedmélld sitten tason yksikképisteet (1,0) =1
ja (0,1) = 1.

Kesytettyddn kompleksiluvut tason pisteiksi Hamilton
suuntasi katseensa korkeampiin ulottuvuuksiin. Jos 2-
ulotteisen xy-tason pisteet saadaan toimimaan algebra-
na, miksi ei 3-ulotteisen xyz-avaruudenkin? Téasta ai-
heesta tulikin Hamiltonin loppuelaman magnum opus.

Lukualueen laajentaminen avaruuteen kompasteli ker-
tolaskuun. Hamilton ponnisteli vuosien ajan 10ytaak-
seen toimivan maéadritelmin avaruuspisteiden r; =
(z1,11,21) ja r2 = (x2,y2,22) tulolle. Noina vuosina
hénen lapsillaan oli tapana aamiaispdydassa tiedustella
isdltdan: "Well, Papa can you multiply triplets?” Lapi-
murto tapahtui maanantaina 16.10.1843, jolloin Hamil-
ton oli vaimonsa kanssa kévellen matkalla tiedeakate-
mian kokoukseen®. Ollessaan ylittiméssd Royal Canal
-siltaa Hamilton oivalsi, ettd laajennus olikin tehtava
neliulotteiseen avaruuteen eli pisteille ¢ = (x,y, z,t),

®https://fi.m.wikipedia.org/wiki/Hamiltonin_mekaniikka

jotka hdn nimesi kvaternioiksi. Sittemmin on vakiin-
tunut tavaksi kirjoittaa kvaternio Hamiltonin esimerk-
kid noudattaen jarjestykseen ¢ = (¢, x,y, z) ja edelleen
kompleksilukujen mallin mukaiseen muotoon

g=t+zxi+yj+zk=t-1+z-i+y-j+z-k.

Tésséd kvartetissa 1 on reaaliyksikko eli skalaariyksik-
ko ja i, 7, k ovat imaginaariyksikoitd, jotka voidaan
ajatella xyz-avaruuskoordinaatiston akselien suuntai-
siksi yksikkovektoreiksi. Kertoimet ¢, x, y, z ovat re-
aalilukuja. Kompleksilukualgebran tapaan muotoa g =
t+xi+yj+ zk olevien kvaternioiden kertolasku maéri-
telladn téllaisten polynomien kertolaskuna sillé lisdeh-
dolla, etté

Tama oivallus tyollisti Hamiltonin hinen eldménsé lop-
puun asti. Han kehitteli kvaternioiden algebraa ja ana-
lyysié sekd muokkasi niista kasitteellisia tyokaluja mo-
niin fysiikan ja geometrian tarpeisiin. Mekaniikan lait
ja Maxwellin yhtalot kirjoitettiin kvaternioiden avulla.
Nykyisen vektorialgebran ja -analyysin peruskisitteet
(mm. piste- ja ristitulo sekd nabla-operaattori) versoi-
vat Hamiltonin késissé kvaternioista erikoistapauksina.
N&ama versot syrjayttivat 19. vuosisadan lopulla kvater-
niot fysiikan tyokaluina. Vaikutusvaltaisten oppikirjo-
jen tekijat (mm. Heaviside ja Gibbs) valitsivat vekto-
riformalismin yleisid kvaternioita konkreettisempana ja
helpommin ymmaérrettavina tapana kuvata fysikaalisia
suureita. Vahitellen kvaterniot véistyivit taka-alalle,
vaikka ne Irlannissa pysyivéit pitkdan Hamiltonin jal-
keenkin matematiikan yliopisto-opintojen pakollisena
osana. Toisaalta kvaterniot inspiroivat jo 1800-luvulla
monia muita algebrallisia laajennuksia, kuten Hermann
Grassmannin (1809-1877) ja William Kingdon Cliffor-
din (1845-1879) kehitteleméit Grassmannin ja Cliffor-
din algebrat sekd ns. geometrinen algebra. Namé ovat
edelleenkin elinvoimaisia matematiikan aloja.

Hamilton kaytti seitsemén viimeista elinvuottaan 840-
sivuisen paiteoksensa, FEukleideen geometrian tyyliin
nimetyn, Elements of quaternions koostamiseen. Han ei
ehtinyt saada sitd valmiiksi ennen kuolemaansa vuon-
na 1865. Hénen poikansa William Edwin Hamilton toi-
mitti kirjan painokuntoon ja kirjoitti sen esipuheen. Se
ilmestyi 1866. Hamiltonin vaikeaselkoisen esitystavan
vuoksi lukijakunta on jadnyt vahaiseksi.

Digitaalisen tekniikan ja tietokonegrafiilkan aikana
1990-luvulla unohduksiin jadneet kvaterniot 16ydettiin
uudelleen. Kévi ilmi, ettd kappaleiden liikettéd avaruu-
dessa tai sellaisen liikkeen projektiota kuvaruudulla
voidaan ohjata/ohjelmoida kvaternioalgebran avulla.

3Tapahtuman muistoksi Dublinissa jirjestetdin vuosittain lokakuun 16. paivini Hamilton walk -kévely, joka suuntautuu samalle

sillalle.
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Hamilton oli muotoillut kvaternioiden avulla ns. voi-
leipdkaavan, joka kuvaa avaruudessa tapahtuvaa kier-
toliikettd laskennallisesti. Nykyisin kvaternioita kay-
tetdankin tietokoneohjelmiin integroituina software-
komponentteina tuottamaan liikkuvaa 3D-grafiikkaa
naytolle tai — konkreettisemmin — navigoimaan lento-
koneita tai avaruusaluksia. Mainittakoon, ettd teoreet-
tisessa fysiikassakin on 16ytynyt uutta kayttoa kvater-
nioille mm. alkeishiukkasten spin-ominaisuuksien ma-

‘https://matematiikkalehtisolmu.fi/oppimateriaalit.html

temaattisessa mallintamisessa.

Solmu-lehden oppimateriaalikansiossa* on sinne joulu-

kuussa 2020 luovuttamani pdf-muotoinen kirjanen En-
siaskeleet Hamiltonin kvaternioalgebraan®. Siini kiy-
daan ldapi kompleksilukujen ja kvaternioiden algebran
perusteet Hamiltonin voileipdkaavaan saakka. Esityk-
sen ymmartaminen edellyttaa lukion ensimmaéisen vuo-
den pitkdn matematiikan tietoja. Tervetuloa Hamilto-
nin jalanjiljille!

Shttps://matematiikkalehtisolmu.fi/2020/Kvaterniot-TL-v1.pdf
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Vuoden 2020 virtuaaliset matematiikkaolympialaiset

Lauri Hallila

Kilpailun jarjestelyt

Vuoden 2020 Kansainvéliset matematiikkaolympialai-
set oli alunperin tarkoitus jarjestdd Pietarissa heiné-
kuussa. Koronan vuoksi kilpailuja siirrettiin syksyl-
le siiné toivossa, ettd koronatilanne helpottaisi siihen
mennessd. Kuten téssd vaiheessa on helppo arvata,
néin ei tapahtunut. Kevailla virtuaalisesti jarjestetty
EGMO (European Girls’ Mathematical Olympiad) an-
toi kuitenkin aihetta uskoa, ettd myos Kansainviliset
matematiikkaolympialaiset voitaisiin jarjestdd kussa-
kin maassa erikseen, ja nain kilpailut paatettiin jar-
jestaa etana.

Lupauduin Suomen joukkueenjohtajaksi ja ottamaan
péddvastuun kilpailun jarjestelyistd Suomessa. Olli Jér-
viniemi lupautui varajohtajakseni. Kilpailun jirjestelyt
vaativat majoituksen ja kilpailutilojen jarjestdmisen li-
siksi webkameroiden asentamista ja Zoomin kayttoa,
jotta kilpailun jarjestdjat pystyisividt valvomaan kil-
pailua kussakin maassa eténé Pietarista. Lisdksi jokai-
seen maahan jérjestettiin ulkopuolinen tarkkailija val-
vomaan, ettd kaikki sujuu hyvéssé jarjestyksessi. Suo-
men valvojaksi valittiin Kaie Kubjas. Kaksi ensimmais-
td valintaamme tekniseksi tueksi sairastuivat flunssaan
juuri ennen kilpailuja, mutta Antti Laaksonen lupautui
hommaan varsin lyhyelld varoitusajalla. Suomen kil-
pailijoiksi olimme valinneet seuraavat kuusi oppilasta:
Juho Arala, Daniel Arone, Asla Heiskanen, Hermanni
Huhtaméki, Roope Salmi ja Sampo Siitonen.

Ennen kilpailuja tuli useita pienid jarjestelytehtavia

lyhyelld varoitusajalla. Néistd haastavin oli valmistel-
la lyhyt esittelyvideo avajaisseremoniaan. Pyysin kil-
pailijoita ja varajohtajaani lahettdmé&an muutaman se-
kunnin videon itsestédédn kahden péaivan sisalld. Osal-
ta kilpailijoista, joilta en saanut videota, otin profii-
likuvan ja padsin ensimméisté kertaa eldméssédni har-
joittelemaan videon editointia. Olisin kaivannut joihin-
kin asioihin vihan enemman varoitusaikaa, mutta jar-
jestelijoilld Pietarissa oli varmasti kadet tdynna toité
ja ongelmat olivat pienid esimerkiksi verrattuna vuo-
den 2018 Pan-afrikkalaisiin matematiikkaolympialai-
siin (PAMO), jolloin saavuttuani Nairobiin koordinaat-
toriksi sain kuulla, etté kilpailut on peruttu odottamat-
tomien ongelmien takia; kilpailut onnistuttiin kuiten-
kin jérjestdméadn, mutta se on oma tarinansa.

Koska osa oppilaistamme oli jo valmistunut lukiosta
kevaalld ja heillda oli muita velvollisuuksia, pyrimme
pitdmaén kilpailuun varatut paiviat minimissa. Jotkut
oppilaistamme joutuivatkin tekemééan erityisjarjestely-
ja padstakseen osallistumaan kilpailuihin. Yleensa osal-
listumme ennen kilpailua yhteispohjoismaiseen valmen-
nusleiriin Tanskassa. Tdnd vuonna valmennusleiri pe-
ruttiin, mutta suurin osa oppilaistamme onnistui osal-
listumaan juuri ennen matematiikkaolympialaisia vir-
tuaalisesti perinteiseen Viikinkien taisteluun, jossa op-
pilaat ratkovat tehtavia, jotka ovat matematiikkaolym-
pialaisten tasoa.

Kilpailupdiviat olivat maanantaina 21.9. ja tiistaina
22.9. Jarjestimme virallisen valvojan Kaien kanssa kai-
ken valmiiksi kilpailua varten, ja tekninen tukemme
Antti tuli laittamaan Zoomin ja web-kamerat valmiiksi.
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Kilpailijoille oli jarjestetty evaité kilpailun ajaksi. Jér-
jestelyt onnistuivat hyvin, vaikka ratkaisujen skannaa-
miseen menikin odotettua pitempi aika. Kilpailun jal-
keen oli varattu tavallista enemmaén péivid koordinoin-
tiin, koska se tehtiin etdné. Kilpailuja varten oli teh-
ty matematiikkaolympialaisten sivuille uusia toiminto-
ja, joiden kautta esim. kommunikointi koordinaattorei-
den kanssa hoidettiin. Pd&osin pisteiden koordinointi
hoidettiin viesteilld, mutta tarvittaessa jarjestettiin vi-
deopuheluja. Osa toiminnoista, joita kilpailujen jarjes-
tamiseksi tehtiin, tulee mahdollisesti jadmaéan kayttoon
tulevina vuosina.

Kilpailun tulokset

Kilpailujen ensimméisen péivéin jalkeen pistetilanne ei
nédyttdnyt kovin hyvéltd. Ensimmaéiseen tehtdvaan oli
muutama varteenotettava ratkaisuyritys, mutta pitkél-
listen tutkimusten jélkeen varajohtajani Olli tuli sithen
tulokseen, ettd niistd vain yksi oikeasti toimii. Tehté-
vaan kaksi tuli yksi oikea ratkaisu, ja tehtavéstéd kolme
ei saatu yhtddn pistettd. Kilpailun toinen péiva sujui
kuitenkin huomattavasti paremmin, ja tehtévista nelja
tuli nelja taytta ratkaisua ja yksi ldhes taysi ratkaisu.
Lisdksi tehtédvéan viisi ratkaisi kolme oppilasta. Yhteen-
sd Suomi sai 81 pistettd ja péadsi sijalle 60. Asla Heis-
kanen sai hopeamitalin 29 pisteelld, Juho Arala prons-
simitalin 16 pisteelld ja Hermanni Huhtamaéki, Roope
Salmi ja Sampo Siitonen kunniamaininnat. Varajohta-
jani Ollin, joka sai kilpailijana vuonna 2019 prosentu-
aalisesti parhaan tuloksen ikind Suomen osalta ja ho-
peamitalin, piti tarkistaa, saiko Asla héntd paremman
tuloksen. Asla sai prosentuaalisesti laskettuna Suomen
osalta kolmanneksi parhaan tuloksen tdhin mennessa.
Suomella on kylld yksi kultamitalikin, mutta kyseinen
tulos jaa prosentuaalisesti laskettuna Ollin ja Aslan pe-
radn.

Lisdksi haluan mainita, etta yksi oppilaistani, joita ope-
tin latvialaisen ystévéni Filips Jelisejevsin kanssa Gha-
nassa kesalld 2018, Roni Edwin, sai pronssimitalin té-
mén vuoden matematiikkaolympialaisissa 19 pisteella.
Ghana on osallistunut matematiikkaolympialaisiin vas-
ta vuodesta 2014 l&htien ja tdmé oli ensimmé&inen vuo-
si, kun ghanalainen oppilas sai naistéd kilpailuista mi-
talin. Lisdksi Ronin tulos oli paras tulos Saharan etelé-
puolisessa Afrikassa. On hienoa ndhdé kilpailujen osal-
ta melko uuden maan kehittyvéin taidoissaan.

Vuoden 2021 matematiikkaolympialaiset piti aluksi
jarjestdd Yhdysvalloissa, mutta he joutuivat koronan
vuoksi perumaan kilpailun iséntind toimimisen. Vena-
jé lupasi jarjestdd myos ensi vuoden kilpailut, vaikka
talla hetkelld ei vield ole tietoa, jarjestetadnko kilpailut
Pietarissa paikan péaéalla, virtuaalisesti vai jonkinlaisena
hybridiratkaisuna.

Kilpatehtavit

Kilpailun virtuaalisen luonteen vuoksi tehtdvénvalinta-
komitea valitsi tehtévit normaalin joukkueenjohtajis-
ta koostuvan tuomariston sijasta. Tulosten perusteella
voisi sanoa, ettd komitea onnistui hyvin tehtavissdan,
silld tehtdvien vaikeustaso on ollut sopiva. Kilpailussa
on kumpanakin péivané kolme tehtévéé, joita on aikaa
ratkoa nelja ja puoli tuntia.

Tehtava 1. Tarkastellaan konveksia nelikulmiota
ABCD. Piste P on nelikulmion ABCD sisalla. Seu-
raavat suhteet patevét:

/LPAD: /PBA:/DPA=1:2:3
=/CBP: /BAP: /BPC.

Osoita, etté seuraavat kolme suoraa kohtaavat samassa
pisteesséa: Kulmien ZADP ja /PC B sisiiset puolitta-
jat ja janan AB keskinormaali.

Tehtava 2. Reaaliluvut a, b, ¢, d toteuttavat ehdot
a>b>c>d>0jaa+b+c+d=1. Osoita, etti

(a+2b+ 3¢+ 4d)ab’ccd? < 1.

Tehtava 3. Meilld on 4n kived, joiden painot ovat
1,2,3,...,4n. Jokainen kivi on véiritetty yhdelld n va-
ristd ja kunkin vérisié kivia on nelja kappaletta. Osoita,
ettd voimme jarjestda kivet kahteen kasaan siten, etté
kumpikin seuraavista kahdesta ehdosta toteutuu:

e Kumpikin kasa painaa yhté paljon.

e Kummassakin kasassa on kaksi kivea kutakin varia.

Tehtdvd 4. On annettu kokonaisluku n > 1. Vuoren
rinteelld on n? asemaa, joista kaikki ovat eri korkeuksil-
la. Kumpikin kahdesta kéysiratayhtiostd, A ja B, ope-
roi k:ta gondolia; jokainen gondoli mahdollistaa siirty-
misen yhdeltd asemalta korkeammalla olevalle asemalle
(ilman vélipysdhdyksid). Yhtion A k:lla gondolilla on &
eri aloituspistettd ja k eri padtepistettd, ja gondoli, jo-
ka aloittaa korkeammalta, my0s péédtyy korkeammal-
le. Yhtion B gondoleille piatee sama ehto. Sanomme,
ettd kaksi asemaa ovat yhdistettyjd yhtion toimesta,
jos henkil6 voi aloittaa alemmalta asemalta ja padtya
ylemmalle kayttaméalla yhté tai useampaa yhtion gon-
dolia (muita siirtoja asemien valilli ei ole sallittu).

Maarita pienin mahdollinen positiivinen kokonaisluku
k, jolle voidaan taata, ettd on olemassa kaksi asemaa,
jotka ovat yhdistettyjéd kummankin yhtion toimesta.

Tehtdvd 5. Pakassa on n > 1 korttia. Jokaiseen kort-
tiin on kirjoitettu positiivinen kokonaisluku. Pakalla on
sellainen ominaisuus, ettd kunkin korttiparin aritmeet-
tinen keskiarvo on myos joidenkin yhden tai useamman
kortin geometrinen keskiarvo.

Mille luvuille n téstd seuraa, ettd luvut kaikissa kor-
teissa ovat samoja?

sisallysluetteloon
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Tehtava 6. Osoita, ettd on olemassa positiivinen vakio
c siten, ettéd seuraava véite pitdéd paikkansa: Tarkastel-
laan kokonaislukua n > 1 ja sellaista tasolla olevaa n
pisteen joukkoa S, ettd minké tahansa kahden joukos-
sa S olevan pisteen vilinen etéisyys on vahintdan 1.
T&ll6in on olemassa suora ¢, joka jakaa joukon S si-
ten, ettd etdisyys mistd tahansa pisteestd joukossa S

suoraan ¢ on vihintdin cn= /3.
(Suora ¢ jakaa pistejoukon S, jos jokin jana, joka yh-
distdd kaksi joukon S pistetté, leikkaa suoran £.)

Huomautus. Heikommasta tuloksesta, jossa cn /3 kor-
vataan termilld cn™%, voidaan antaa pisteitd riippuen
vakion o > 1/3 arvosta.
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Raja-arvo ei aina kayttaydy niin kuin luulisi

Simo K. Kiveld

Funktion raja-arvo

lim f(z) =5

r—a
luonnehditaan usein sanomalla, ettd funktion arvot
f(z) saadaan niin ldhelle lukua b kuin halutaan, kun-
han muuttujan x arvot vieddén riittavéin ldhelle lukua
a. Tavoitteena on luoda asiasta mielikuva, mutta var-
sinaiseksi madritelméksi tdmaé ei oikein kelpaa.

Tasméllisyyteen pyrkivd méaritelméd kéayttdd usean
aloittelevan matematiikan opiskelijan kammoamia
kreikkalaisia kirjaimia epsilon ja delta, € ja §. Mate-
matiikan pitkddn historiaan verrattuna mééaritelmé on
nuori, 1800-luvulta. Kuvan piirtdminen auttaa méaari-
telmén ymmaéartdmisessd eikéd se lopulta ole kovin ih-
meellinen, joskin edellyttdd usein hieman uutta ajatte-
lutapaa. Siis:

Funktion f raja-arvo pisteessé a on b, merkitdin
lim, . f(z) = b, jos jokaista positiivilukua € kohden
on olemassa positiwviluku § siten, ettd |f(x) — b < ¢,
kun 0 < |z —al| < 0.

Merkintd 0 < |z — a| on hieman hdméaavé, koska itseis-
arvo ei kuitenkaan voi negatiivinen olla. Tata ei ole-
kaan tarkoitus korostaa, vaan ilmaista, ettd yhtdsuu-
ruus ei tule kysymykseen, ts. ei saa olla x = a. Ei siis
tarkastella lainkaan funktion f arvoa pisteessd a eiké
sen edes tarvitse olla méaritelty téssd pisteessi. (Tark-
kaan ottaen méaritelméan pitédisi lisdté, ettd huomioon
otetaan vain ne pisteet x, joissa funktio on madaritelty.
Tata ei kuitenkaan kannata liikaa miettid pyrittdessa
ymmértamain médritelmén idea.)

2.0

1.5

1.0

0.5
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Ylemmaéssé kuvassa on lim, ¢ f(z) = 1 (musta piste).
Vaakasuorat katkoviivat rajaavat alueen, jossa funktion
arvot ovat enintdén epsilonin etéisyydelld raja-arvosta
1. Pystysuorat katkoviivat alueen, jossa argumentti x
on enintddan deltan etiisyydelld tarkastelupisteesté 0.
Kuvan mukainen delta ei kelpaa vastaamaan vaakasuo-
rien katkoviivojen epsilonia, mutta pienentamélla del-
taa padstdan tilanteeseen, jossa vastaavat funktion ar-
vot ovat vaakasuorien katkoviivojen vélissd. Néin kéy,
valitaanpa epsilon millaiseksi tahansa.

Alemmassa kuvassa tutkitaan, onko lim,_,q f(z) = 0
(valkoinen piste). Kuvan tilanteessa epsilonia vastaava
delta on 16ytynyt. Itse asiassa deltalle kavisi mika ta-
hansa arvo. Jokaiselle epsilonille pitaisi kuitenkin 16y-
tda jokin sitd vastaava delta, mutta tdmé ei onnistu,
jos epsilon on < 0.5. Taméa merkitsee, ettd raja-arvo ei
ole 0, eika sité itse asiassa ole olemassakaan.

Yhdistetyn funktion raja-arvo

Alussa esitetty raja-arvon luonnehdinta antaa aiheen
uskoa, ettd jos

lim g(z) =b ja

T—a ili)r})f(l’) -G

niin myos
lim f(g(x)) =ec.

Tr—a

Jos siis x ldhestyy a:ta, niin g(z) ldhestyy b:ta ja tal-
16in f(g(z)) lahestyy c:td. Taméa pitdisi tietenkin to-
distaa epsilon-delta-maaritelméin perustuen eikd vain
luottaa intuitioon. Jos taas lausuma ei olekaan oikea,
sen kaatamiseen riittdéd yksi vastaesimerkki.

Olkoon g oheisen kuvan mukainen funktio, g(z) =
T sin(l / x) Tamaé ei ole maaritelty origossa, jossa raja-
arvoa tarkastellaan, mutta sen ei tarvitsekaan olla.
Koska

|zsin(1/z)| = ||| sin(1/z)] < |,

on
lg(z) — 0] <e, jos 0 < |z —0] <e=04.

Epsilonia vastaava delta on siis sama kuin epsilon itse,
ja raja-arvo origossa on 0.

Funktion f arvo origossa olkoon f(0) = 1, muutoin ol-
koon f(z) = 0. Talloin lim,_,o f(z) = 0.

Millainen sitten on yhdistetty funktio f(g(z))? Se saa
samoja arvoja kuin ulkofunktio f, ts. 0 ja 1. Jos g(x) =
0, arvo on 1, muutoin se on 0. Funktiolla g on &aretto-
mén paljon nollakohtia, jotka kasautuvat origoon (ku-
van mukaisesti; lukija laskekoon nollakohdat tarkem-
min). Talléin yhdistetty funktio saa jokaisella valilla
] — 9,9 sekéd arvoja 1 ettd arvoja 0. Néin ollen yhdis-
tetylla funktiolla ei ole raja-arvoa origossa eikd yhdis-
tetyn funktion raja-arvoa koskeva otaksuma ainakaan
tassa tapauksessa pade.

Voisi tietenkin ajatella, ettd otaksuma olisi voimassa
siiné tapauksessa, ettd yhdistetylld funktiolla on raja-
arvo. Nainkéddn ei ole, mikd ndhddan tarkastelemalla
yvhdistettya funktiota f o f, ts. lauseketta f(f(z)). Jos
nimittdin « # 0, on f(x) = 0 ja siis f(f(z)) = 1. T&l-
16in lim, 0 f(f(x)) = 1.

Luonnolliselta tuntuva lausuma yhdistetyn funktion
raja-arvosta ei siis ndytd olevan totta ainakaan ylei-
sesti. Itse asiassa se on kylld melkein totta, mutta tar-
vitaan yksi lisdoletus: ulkofunktion pitdé olla jatkuva.
Tamén todistaminen jaakoon harjoitustehtaviksi luki-
jalle. Vihjeen saa vaikkapa artikkelin lopussa mainit-
tavista ranskankielisistd dokumenteista, joiden lukemi-
sessa ei kovin paljoa ranskan taitoa tarvita. Matemaat-
tinen notaatio on kansainvélista.

Mita Wikipedia sanoo

Suomenkielinen raja-arvoa kisittelevd Wikipedia-
artikkeli esittda yhdistettyd funktiota koskevan lausu-
man totena. Englanninkielisen ja saksankielisen mu-
kaan lausuma ei pidéd paikkaansa ja vastaesimerkkikin
esitetddn. Ranskankielisen mukaan lausuma pétee.

Misté téssd on kysymys? Eikd Wikipedia-artikkeleihin
voi luottaa?

Lahdekritiikki on tietenkin aina paikallaan ja kaikki
inhimillinen toiminta on virhealtista. Téss& on kuiten-
kin kyse hieman muustakin. Suomenkielisessd artik-
kelissa on yksinkertaisesti virhe. Englannin-, saksan-
ja ranskankieliset ovat omassa kontekstissaan oikein.
Englannin- ja saksankielisilli on nimittain sama raja-
arvon maéritelmé kuin Suomessa kiytetty (ja edelld
esitetty), mutta Ranskassa on — ainakin aika yleisend
— tapana maéritelld hieman toisin:

Funktion f raja-arvo pisteessé a on b, merkitddn
lim, o f(z) = b, jos jokaista positiivilukua € kohden
on olemassa positiiviluku 0 siten, ettd |f(x) — b < ¢,
kun |z — al < 4.

sisallysluetteloon



Solmu 3,/2020

sisallysluetteloon 13

Erona on, ettd miirittelyehdon |f(z) — b] < e tulee
pited myos, jos x = a. Jos tulee olla |f(a) — b < ¢
milld tahansa positiiviluvulla e, tulee valttaméatta olla
f(a) = b (jos a kuuluu funktion f méirittelyjoukkoon).
Funktion f pité4 siten olla jatkuva pisteessé a. (Jos f ei
ole méaritelty pisteessé a, sen maérittely voidaan laa-
jentaa pisteeseen a asettamalla f(a) = b, jolloin saa-
daan jatkuva funktio.)

Ranskassa raja-arvon olemassaololta vaaditaan siis hie-
man enemmaén, jolloin ehdot tayttavia tapauksia on vé-
hemmén ja néille yhdistettyja funktioita koskeva tulos
patee.

Eik6 matematiikka sitten olekaan universaalia, kaik-
kialla samanlaista? Ei tdssd mielessd. Méadritelmissé voi
olla eroja. Periaatteessa tdmaé ei ole sen kummallisem-
paa, kuin ettd toisinaan pienimpéné luonnollisena lu-
kuna pidetddn ykkosté, toisinaan nollaa (kuten mate-
maattisten merkintojen standardi tekee). Uutta kirjaa
luettaessa onkin syyté katsoa, millaisia méaritelmia sii-
na kaytetadn. Ainakin kriittisissd tapauksissa, mita ne
sitten ovatkin.

Wikipedia-artikkelit

suomenkielinen:
https://fi.wikipedia.org/wiki/Funktion_raja-
arvo

englanninkielinen:
https://en.wikipedia.org/wiki/Limit_of_a_
function

saksankielinen:
https://de.wikipedia.org/wiki/Grenzwert_
(Funktion)

ranskankieliset:
https://fr.wikipedia.org/wiki/Limite_(mathy
C3%A9matiques_%C3%A91%C3%A9mentaires)

https://fr.wikipedia.org/wiki/0p%C3%A9rations_
sur_les_limites

https://fr.wikiversity.org/wiki/Fonctions_d/
27une_variable_r}C3%A9elle/Limites
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Solmun tehtavia korona-ajankuluksi

Tehtavat 1

Nama tehtavéit sopivat lukiolaisten lisdksi myos edisty-
neille yldkoululaisille.

I.1. Kumpulan Pallo teki jalkapalloturnauksen neljas-
sd ottelussa yhteenséd kolme maalia. Vastustajina olleet
joukkueet tekivit Kumpulan Palloa vastaan pelates-
saan yhteensé kaksi maalia. Voitosta saa kolme pistet-
té, tasapelista saa yhden pisteen ja tappiosta ei saa yh-
tadn pistettd. Kuinka monta pistettd Kumpulan Pallol-
la on mahdollista olla pelattujen neljan pelin jalkeen?

1.2. Roope-robotti on suljettu huoneeseen, joka on
ruudutettu tilanteen hahmottamisen helpottamiseksi.
Roope kulkee suoraan yhteen suuntaan, kunnes térmaa
seindén. Silloin hdn k&antyy oikealle ja jatkaa suoraan
kddntymédnsd suuntaan. Jos oikealla on seind ja hén
ei voi kadntyéa oikealle, niin hén kdantyy vasemmalle ja
jatkaa suoraan kdantyméansa suuntaan. Jos hén ei voi
kaantya oikealle eikd vasemmalle, hén pysahtyy ja jaa
kyseiseen ruutuun.

Kuvassa 1 on huone, jossa Roopen ldhtiessa liikkeelle
ruudusta 1 hén kiertdd koko huoneen ja padtyy takai-
sin ruutuun 1, johon pysdhtyy. Kuvassa 2 on huone, jos-
sa Roopen léhtiessd liikkeelle ruudusta 1 tai ruudusta
2 hén paatyy takaisin lahtoruutuun ja pysahtyy siihen.
Kuvassa 3 on huone, jossa Roopen ldhtiessd ruudusta 1
hén pdatyy ruutuun 2 ja pysdhtyy siihen, ja lahtiessdéan
ruudusta 2 hdn péadtyy ruutuun 1 ja pysdhtyy siihen.

Piirrd huone, jossa on neljd aloitusruutua: Jos Roope
ldhtee liikkeelle ruudusta 1, hdn padtyy ruutuun 2 ja
pysédhtyy siihen. Jos Roope ldhtee liikkeelle ruudusta
2, han péaatyy ruutuun 3 ja pysahtyy siihen. Jos Roope

ldhtee liikkeelle ruudusta 3, hén pédtyy ruutuun 1 ja
pyséhtyy siithen. Jos Roope ldhtee liikkeelle ruudusta 4,
hén paatyy takaisin ruutuun 4 ja pyséhtyy siihen.

Kuva 1.

Kuva 2.

Kuva 3.
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1.3. Pydred pOytd on huoneen kulmassa, katso kuva.
P6ydén halkaisija on 170 cm. Péydén reunassa oleva
kohta on 10 cm etéisyydelld kuvassa vaakasuorassa ole-
vasta seindstd. Laske kohdan etdisyys kuvassa pysty-
suorassa olevasta seinésté.

I.4. Suorakulmion jokaiselta sivulta valitaan yksi pis-
te ja vierekkéisten sivujen pisteet yhdistetddn toisiinsa
janalla. Milla ehdolla muodostuneen nelikulmion pinta-
ala on puolet suorakulmion pinta-alasta? Alla esimerk-
kikuva tilanteesta.

1.5. Korvaa lausekkeessa
lo203040b506070809 =100

jokainen ympyra o jonkin peruslaskutoimituksen sym-
bolilla niin, ettd yhtalo péatee. Sulkeita ei saa kiyttas.

1.6. Suorakulmion ABCD sivun AB pituus on 2 ja si-
vun AD pituus on 3. Janat AC ja C'E ovat yhtéa pitkié,
katso kuva. Miké on jana BFE pituus?

A D

1.7. Ratkaise yht&lo
3a3 oz
-1 z-1

1.8. Yhtion vuoden 2019 tulot kasvoivat 25 % ja menot
kasvoivat 15 % edellisvuoteen verrattuna. Yhtion voit-
to (= tulot — menot) kasvoi 40 %. Kuinka suuri osuus
yhtion tuloista kului yhtion menoihin vuonna 20197

1.9. Kuusi korttia numeroidaan yhdestd kuuteen ja se-
koitetaan. Kolme korttia nostetaan perdkkéin ilman ta-
kaisinpanoa. Miké on todennékéisyys, ettd tuloksena
saatu kolmen luvun jono on kasvava?

Tehtavat 11

Néama tehtavat ovat lukion pitkdn matematiikan oppi-
laille.

I1.1. Reaaliluvulle x pétee x + % = 5. Méaaritd lukujen
2+ % ja 2® + % tarkat arvot.
I1.2. Ratkaise yht&lo

1 1 2

sinx sin2z sindz’

I1.3. Maérita perdkkaiset kokonaisluvut, joiden summa
on 100.

I1.4. Osoita, ettéd epayhtilo

2 tay+y? _aty 2Pty
3 -2 2

patee kaikilla positiivisilla luvuilla x ja y.

I1.5. Heitetddn kolikkoa 10 kertaa perdkkain. Jos saa-
daan kruuna, niin kirjoitetaan paperille numero 2. Jos
saadaan klaava, niin kirjoitetaan paperille numero 3.
Numerot kirjoitetaan perdkkain arpomisjarjestykses-
sé. Mikd on todennékéisyys, ettd tuloksena saatu 10-
numeroinen luku on jaollinen luvulla (a) 3, (b) 4?

I1.6. Mill& vakion ¢ arvoilla yhtalolla

2 =2

1
x+4‘+c:o

on tasmalleen kolme ratkaisua?

I1.7. Mik& on luvun

" k(k+1)
n
k=1

desimaalilukuesityksessd desimaaliosan ensimmaéinen
numero (siis ensimmé&inen numero pilkun jélkeen)?

Tehtévien ratkaisut julkaistaan Solmun seuraavassa
NUIMErossa.

Lahde: KoMaL
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Alkulukuja ja yhdistettyja lukuja — ylioppilastehtava

yleistyksineen

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Helsingin yliopisto

Tamén syksyn ylioppilaskokeessa tehtdvissd 9 piti
osoittaa, ettd on olemassa 1000000 perdkkéistd yhdis-
tettyd lukua, ja ohjeistukseksi annettiin hyodyntaa lu-
kua 1000 001! + 2:

Osoita lukua 1000 001!+ 2 kayttamaélla, ettd on olemas-
sa miljoona perdkkéistd kokonaislukua, joista yksikdan
ei ole alkuluku.

Ratkaisu. Huomataan, ettd koska kertomassa
1000001! on tekijoind kaikki positiiviset luvut
2,3,...,1000001, on se jaollinen milla tahansa luvuista

2 < k < 1000001. Siispé
k | (1000001! + k)

kaikilla 2 < k£ < 1000001, eli luvut 1000001! +
2,1000001! + 3,...,1000001! 4+ 1000001 ovat miljoo-
na perakkaistd yhdistettya lukua.

Vastaavasti voidaan itse asiassa 16ytdd n perdkkéista
positiivista kokonaislukua, joista mikédén ei ole alkulu-
ku milla tahansa positiivisella n. Jos n = 1, on tilanne
kovin mielenkiinnoton. Yksittaisid yhdistettyja lukuja
kylla 16ytyy. Keskitytdan siis tapaukseen, jossa n > 2.
Tarkastellaan lukua (n + 1)! + &, kun 2 < k < n + 1.
Koska luvussa (n + 1)! on luku k tekijiné, on summa
(n+ 1)! + k kahden luvulla & jaollisen luvun summana
jaollinen luvulla k.

Asrettomaisti alkulukuja

Ehkapa yllattdavad, mutta melkein samasta ldhtokoh-
dasta voi my0s todistaa, ettd alkulukuja on darettoman
paljon. Klassinen todistus alkulukujen maaran aaretto-
myydelle on seuraava: Tehdéédn vastaoletus, ettd alku-
lukuja onkin vain &irellinen mééra, ja alkuluvut ovat
P1,P2, - -, Pk Nyt luku p1ps - - - pr.+1 on suurempi kuin
yksikédan listan alkuluvuista. Lisdksi se ei voi olla jaol-
linen milldéan listan alkuluvuista, silla luku pips - - - pg
on jaollinen kaikilla listan alkuluvuista, ja jos myos lu-
ku p1ps - - - pr + 1 olisi jaollinen esimerkiksi alkuluvulla
pj, niin my6s néiden lukujen erotus

(pip2---pr+1) —pip2--pr =1

olisi jaollinen silld. Ykkonen ei tunnetusti ole jaollinen
millddn alkuluvulla, joten téstd tulee ristiriita. Luku
p1p2 - - - P + 1 ei siis ole jaollinen milldén listan alkulu-
vuista, ja on tédten joko itse alkuluku tai jaollinen jol-
lain alkuluvulla, joka ei ole listalla. On siis todistettu,
etta alkulukuja on adreton maara.

Jos nyt oletettaisiinkin, etta kaikki alkuluvut ovat kor-
keintaan luvun n suuruisia, niin tarkastelemalla lukua
n! 4+ 1 saataisiin vastaava ristiriita: Jos jokin alkuluku
p < n jakaisi luvun n!+ 1, niin koska se jakaa myos lu-
vun n!, niin sen pitéisi jakaa my06s ndiden lukujen ero-
tus n!+1—n! = 1. Tdma4 ei ole mahdollista. Siispa joko
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luku n!41 on alkuluku tai jaollinen jollain alkuluvulla,
joka on suurempi kuin n.

Kumpi tahansa skenaario on itse asiassa mahdollinen.
Taméa ndhdadn hyvin pienilla erikoistapauksilla:

414+1=25=5-5
ja
14+1="7,

joka on alkuluku.

Tulosten tehokkuus

Kéytdnnossa olemme todistaneet, ettd jos m on alku-
luku, niin viimeistddn luvun n! 4+ 1 on oltava alkulu-
ku seké ettd jos halutaan 16ytda n perdkkaistd yhdis-
tettyd lukua, niin viimeistddn nédma 16ytyvat lukujen
(n+D!1+2,(n+1)1+3,...,(n+ 1)+ (n+1) joukosta.

Ensimmainen néista tuloksista on auttamatta tehoton.
Taman toteamiseksi riittda vedota Bertrandin postu-
laattiin, jonka mukaan luvun n ja 2n vililla on aina
alkuluku, kun n > 2. Tulos ei vélttaméattéd ole lukijal-
le tuttu, mutta sille on itse asiassa olemassa (ja hel-
posti verkosta 16ydettivissi) varsin alkeellinen ja lyhyt
todistus, joka ensisijaisesti nojautuu lahinna binomi-
kertoimien suuruusluokkatarkasteluihin. Melko vahal-
14 vaivalla (tosin huomattavasti suuremmalla kuin t&-
mén ylioppilaskoetehtévin ratkaisun vaatimalla) saa-
daan valtavasti parempi tulos.

Perdakkaisten yhdistettyjen lukujen kanssa ollaan ehké-
pa hieman mielekkddmmaésséd suuruusluokassa. Alkulu-
kulauseen mukaan nimittédin tiedetdédn, ettd korkein-
taan luvun n suuruisia alkulukuja on suurin piirtein

ﬁ kappaletta, kun n on suuri. TAma4 siis tarkoittaa
sitd, ettd lukuun n mennessé luvuista keskiméérin joka
In(n). luku on alkuluku, eli suomeksi sanottuna, keski-
méérin In(n) lukua perdkkéin on jotain muuta kuin al-
kulukuja, ja sitten tulee alkuluku. TAma ei tietenk&dén
ole koko totuus. Ensinnékin alkuluvut keskim&arin har-
ventuvat. Toisekseen, alkuluvut eivit ole sddnnollisesti
tasaisin valein. Kuitenkin kyyhkyslakkaperiaatteen no-
jalla tdma tarkoittaa sité, ettd noin lukuun n mennessé
on ollut perikkiiset noin Inn lukua (intuitiivisesti kyse
on siitd. ettd jos alkuluvut ovat jossain harvakseltaan,
niin jossain niita pitda olla tiheésti, jotta niitd voi ol-
la riittédvasti annetussa joukossa), joista yksikédén ei ole
ollut alkuluku, eli noin lukuun e”™ mennessé on ollut
perdkkéiset noin n lukua, joista yksikédén ei ole ollut
alkuluku.

Kertoman suuruusluokka ei vélttdmattd ole aivan il-
meinen. Tamén arvioinnissa auttaa kuitenkin ns. Stir-
lingin kaava. Sen perusteella

(n+1)! ~ (”“)W Var(n 1),

€

joka voidaan kirjoittaa eksponenttifunktion avulla
muotoon

_ e(n+1) In(n+1)—n—1+3 1n(27r(n+1)) )

Téama4 luku (joka on listan alkupiste) on toki huomat-
tavasti suurempi kuin e™. Silti heitto on tédssd paljon
jirkevampi. Aiemmassa mentiin lineaarisesta kertoman
suuruusluokkaan, nyt wvain eksponentiaalisesta kerto-
man suuruusluokkaan. Voitto tdmékin.
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Differentiaaliyhtaloiden globaali olemassaolo- ja

yksikisitteisyyslause

FEeli Tamminen
eeli.tamminen@helsinki.fi

Johdanto

Olemassaolo- ja yksikésitteisyyslauseet (OY-lauseet)
ovat differentiaaliyhtél6éiden teorian perustavimpia tu-
loksia. Nimensd mukaisesti ne takaavat eri differenti-
aaliyhtaloille — ja erityisesti alkuarvotehtéaville — niiden
ratkaisun olemassaolon ja sen, ettd muita ratkaisuja ei
ole olemassa, eli saadun ratkaisun yksikésitteisyyden.

Differentiaaliyhtdlot ovat yhtédloitd, joissa muuttujan
sijaan on jonkin ratkaistavan funktion y(x) derivaat-
toja y'(x), y”(x) jne. Esimerkiksi

3y () + 2* = y(x) + 22

on ensimmaéisen kertaluvun (eli siind on vain ensimmaéi-
nen derivaatta) differentiaaliyhtild. Alkuarvotehtévik-
si kutsutaan differentiaaliyhtélod, jonka lisdksi on an-
nettu ratkaistavan funktion arvo joissain pisteessé, ku-
ten esimerkiksi y(1) = —1.

OY-lauseita on erilaisille differentiaaliyhtaloille seké
differentiaaliyhtélosysteemeille. Téssé artikkelissa ra-
joitutaan tarkastelemaan ensimméisen kertaluvun li-
neaaristen differentiaaliyhtéléiden alkuarvotehtavia, eli
yhtéléitd muotoa

y'(x) = f (z,y(x)) ja y(zo) = yo. (%)

OY-lauseita voidaan ajatella olevan kahta eri tyyppia:
globaali ja lokaali. Lokaali OY-lause koskee differenti-

aaliyhtdlon ratkaisua jollain reaalivalillda I C R. Tamén
vastine koko reaalivélille R on globaali OY-lause.

Lihteessd [1] on esitetty yksityiskohtaisesti lokaalin
OY-lauseen todistus ja péadkohdiltaan globaalin ta-
pauksen todistus. Téassa artikkelissa esitetdan yksityis-
kohtaisesti globaalin OY-lauseen todistus. Lauseen lo-
kaali vastine oletetaan tunnetuksi. Taméan todistus on
rakenteltaan samanlainen kuin globaalin tapauksen.
Seuraavaksi on vield esitetty lokaali OY-lause:

Lause 1. Olkoon (z9,%0) € E C R2. Olkoon funk-
tio f : E — R jatkuva ja toteuttakoon se lokaalin
Lipschitz-ehdon muuttujan y osalta.

Tdlloin on olemassa sellainen d; > 0, ettd alkuarvo-
tehtdvdlld (x) on ratkaisu y1 : Iy — R wvalilla I, =
(.’170 — 51, i) + (51)

Olkoon ys myds alkuarvotehtdvin ratkaisu. Ratkaisuil-

le y1 ja yo pitee (z,yi(x)) € E, missi k = 1,2. Nyt
y1(z) = ya2(x) kaikilla x € Iy N 1.

Esitietoja

Ennen globaalin OY-lauseen todistusta esitetddn vield
joitain hyodyllisid aputuloksia.
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Maisritelmi 1. Olkoon H C R2. Sanotaan, ettd funk-
tio f : H — R on tasaisesti Lipschitz-jatkuva muuttu-
jan y suhteen, jos on olemassa sellainen M > 0, etta
kaikilla (z,y1), (z,y2) € H on voimassa

‘f(xuyl) - f(%?n)‘ < M‘((E7y1) - ($7y2)|
Maéritelma 2. Olkoon g : E — R. Olkoon funktiot

fn I — R, missd n € N, jatkuvia ja xg € I. Picardin
iteroinniksi ! kutsutaan jonoa integraaleja

fo(z) = fo,
fi(z) = / g (t, fo(t)) dt + fo,

0

fusa(2) = / "9 (b fal®) dt + fo.

0
missi (z, f,,(z)) € E x R, kaikilla n € N.
Lemma 1. Olkoon vili I C R ja a,, > 0 sellaisia, ettd
Yoo 1 an < 00. Olkoot funktiot u, : I — R, n > 1, sel-
laisia, ettd kaikilla x € I pitee |upt1 — up| < an. Tal-

I6in funktiojono (u,) suppenee tasaisesti’ kohti funk-
tiota u : I — R ja kaikilla x € I on voimassa

u(z) = ui(z) + Z (unﬂ(x) — un(x)) .

Todistus. Olkoon z € I ja € > 0. Funktiojonon
(un(x)) ", jésenille on voimassa

un(x) == uy(z) + Z (urg1(z) — up(®)) ,

k=1
kun n > 2.

Olkoon n,m € N siten, ettd n > m. Nyt
n—1
fn () — ()] = | 3 i () — ()

k=m
n—1

< 3 finn (@) — o)
k=m
n—1

S
k=m
oo

<D a
k=m

< 00.

IT4mé& on erdis numeerisen integroinnin menetelma.

Koska edellinen summa on dérellinen, 16ytyy sellainen
ne € N, ettd Y07 ap <e. Nyt

o0
|t (2) = um (@) < Y ar <,
k=n_.

eli jono (un(x)) on Cauchy-jono. Télloin se suppe-
nee, eli on olemassa rajafunktio v : I — R,u(z) =
lim,, o0 (). Erityisesti tdmé funktio u on, kuten
lemmassa maéritelty.

Lisédksi kaikilla n. > n pétee

o

[un () — u(z)| < Z lu—1(2) — up ()|

k=n

o0

< Zai
k=n
o0

< Z a;

k=n.

<e.

Siis suppeneminen on tasaista. O

Globaali OY-lause

Lause 2. Olkoon [a,b] C I kompakti ja I C R jo-
kin (mahdollisesti rajoittamaton) vdili. Olkoon funktio
f I xR = R jatkuva ja suorakaiteessa [a,b] X R ta-
saisesti Lipschitz-jatkuva muuttujan y suhteen. Olkoon
(z0,y0) € I xR. Tdllsin alkuarvotehtivalla (x) on rat-
kaisu y 1 I — R siten, ettd kaikki vilin I osavdleilld
annetut ratkaisut ovat sen rajoittumia.

Ennen globaalin OY-lauseen varsinaista todistusta teh-
ddan muutamia valmisteluja. Olkoon alkuarvotehtéval-
14 (x) ratkaisu y : I — R. Nyt analyysin peruslauseella
funktiolle 3 saadaan

/ "y (0t = (@) — y(o).

missd ¢ € R. Valitaan ¢ = xo. Lisdksi derivaatta 3’
saadaan ratkaistua (sopivasta) differentiaaliyhtalosta

y'(t) = f(ty()).
Nyt

/ " f (ty(0) dt + y(ao). (1)

Zo

y(z)

Derivoimalla ylldoleva integraaliyhtalo saadaan johdet-
tua alkuarvotehtavéin () kaava, jossa y(zg) = yo-

2Toisin sanoen on voimassa SUP,cr |un (z) — u(z)| — 0, kun n — co. Vertaa pisteittdiseen suppenemiseen, jossa kaikilla z € I pé-

tee |un(a:) — u(x)| — 0, kun n — oco. Huomaa, etta tasainen- = pisteittdinen suppeneminen, mutta pisteittdinen- =% tasainen

suppeneminen.
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Olkoon [a,b] C I suljettu véli. Merkitdén K := [a,b] x
R. Selvisti alkuarvotehtévin ehdolle y(xg) = yo patee
(z0,y0) € K. Funktion f normille pétee:

7l = max |fxyo)|>0 kun (zg,y0) € K. (2)
Muulloin f(z) = 0, kaikilla € [a,b]. Alkuarvoteh-
tavalld (%) olisi talloin ratkaisu y(z) = yo, kaikilla
x € [a,b].

Maééaritelméasta 2 saadaan yhtélolle (1) Picardin iteraa-
tio. Siis
xr

[ (tyn (1)) dt + yo,

0

Yo(x) = Yo ja ynt1(z) = /

missé funktiot y,, ovat jatkuvia ja (2o, yn(z0)) € K.

Naytetddn aluksi, ettd funktiolle f saadaan Picardin
iteraatio: Lauseen 2 maéarittelystéd tiedetdén, ettd f on
jatkuva. Nyt ffﬂ f (t,yn(t)) on jatkuva, jos y, on jat-
kuva. Koska ¥y, — y tasaisesti ja y on jatkuva, niin
funktio y,, on jatkuva. [2, s. 249]

Madritelméasta tiedetdén, ettd xo € [a, b] ja yn(zo) € R.
TalSIn (20, yn(20)) € [a,b] x R = K.

Koska kuvaus f(x,y) on tasaisesti Lipschitz-jatkuva
suorakaiteessa K, on silld Lipschitz-vakio M > 0. Ku-
ten edelld todettu: Picardin iteraation funktiot y, si-
jaitsevat suorakaiteessa K. Talloin

M Sl

_ n+1
(n—i—l)!'x 0 JC)

|yn+1(x)

kaikilla n € N ja z € [a, b].

Sijoitetaan n = 0 kaavaan (3), jolloin saadaan arvioksi
ly1(z) — yo| < || f|l|x — xo|. Huomataan, etté

|y1(2) = yo(2)| <

/m f(tyo(z)) dt

xo

S/ f(t y() ‘dt
To

< 1l = ol.

Siis arvio pétee, kun n = 0.

Olkoon n = m + 1. Nyt

[V 41)4+1(2) = Yt (2)

< /x f (tymyr(2))

<[

—M/ Y1 (t) = ym (t)|dt.

—f (t7ym(x))‘dt

(t) = ym(t |‘dt

Toinen ylospéin arvioiminen nojaa tietoon, ettd funk-
tio f on Lipschitz. Kun oletetaan, ettd arvio (3) pétee,
kun n = m, niin saadaan

‘y(m+1)+1(x) - ym+1($)’

< M/ M7”||fH (m D+ gy

Mm+1
Mg / ¢ aa

m+1

_ ML (x — @) |z — o™
(m+1)! m+ 2

_ Mm+1”f|| |1‘—l‘ ‘m+2
(m+2)! '

Siis kaava (3) on tosi.

Huomataan, ettd kaikilla x,29 € [a,b] on voimassa
|z — xo| < b — a. Tamén tiedon ja arvion (3) nojalla
saadaan

M"IIfII

‘ynJrl | < = a,.
Nyt majorantille a,, péitee
o0
> an=|IfI Z (b—a)"*!
n=1 n= 1
o0
B Mnfl
e B IR D (R

n=0

Al
“ ot 20

||JCI|| ( M(b—a _1)

< o0.
Viimeinen yhtasuuruus saadaan hyodyntdmalla ekspo-
nenttifunktion sarjakehitelméé

n

e’ = g x—.
n!

n=0

Nyt voimme soveltaa Lemmaa 1. Siis vililld [a, ] on
voimassa

2) =4+ > (Yyns1(2) = yn(x)) . (4)
n=1

Funktio y on rajafunktiona jatkuva, silld funktiot y,

ovat jatkuvia kaikilla n € N. Edelleen (m,y(m)) e K,

kun z € [a, b].

Varsinainen todistus

Nyt olemme valmiit todistamaan globaalin OY-
lauseen. Osoitetaan aluksi ratkaisun olemassaolo. Siis
taytyy nayttad, ettd funktio (4) toteuttaa yhtalon (1).
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Olemassaolon todistus. Olkoon y funktio, kuten koh-
dassa (4). Naytetadn, etta

f(tyn(t)) dt = /

Zo

x x

Jim f(ty@)dt,  (5)

kaikilla x € I.

Raja-arvon maéaritelmalla ja Lipschitz-jatkuvuudella
saadaan

| wan@yai— [ 1 (eyw) a

0 Zo

xr
S/‘
Zo

< /L M|yn(t) — y(t)]dt.

0

7 (b (®) = (t(0) |at

Koska y, — y tasaisesti vililld [a,b], on voimassa
maxgeg |yn (t) — y(t)| — 0, kun n — oco. Nyt hyddynté-
malla tata

M | Ja0) = (0t < Mo = a0) e 0) = 10
< M(b — a) max |yn(t) — y(t)]
— 0,kun n — oo.

Siis yhtélo (5) on tosi. Talloin kaikilla z € [a, b] Picar-
din iteraatiosta saatu ratkaisu

y(@) = lm yni

= lim. <yo + /x f (tyn(t)) dt)

=Yo +/wf (t,y(t)) dt

0

on alkuarvotehtiavin (x) ratkaisu y : [a, b] — R.

Olkoon [an,b,] C I, missd n € N, nouseva jono véleji

siten, etta
o0
I'={ [an,bn].
n=0

Jos I on suljettu, niin jokin vali [a;,b;], i € N, sisil-
tdd vélin I reunan. Jos I on avoin, niin jonon (ay)
on oltava aidosti vihenevé tai (b,) on oltava aidos-
ti kasvava®. Aiemman nojalla tieddmme, ettd ratkaisu
Y = Yn * [an, bn] = R on olemassa.

Olkoon zg € I. Erityisesti z¢ € [ay, b,], jollain n € N.
Lauseen 1 lokaaliin yksikésitteisyyteen* vedoten rat-
kaisulla ¢y on olemassa derivaatta valin I sisdpisteessa
xo tai toispuoleinen derivaatta, jos xy on valin I paa-
tepiste. Talloin funktio y on alkuarvotehtiavin (x) rat-
kaisu koko valilla I C R. O

Todistetaan seuraavaksi ratkaisun yksikésitteisyys.

Yksikdsitteisyyden todistus. Olkoon y; : I; — R, missé
i € {1, 2}, kumpikin alkuarvotehtévin ratkaisuja, joille
on voimassa {(z,yi(z) |z € I;)} C K, i € {1,2}. Pi-
tda nayttdd, ettd ndmé kaksi ratkaisua ovat samat, eli
arvio (6).

Vastaoletus: olkoon x € I N I sellainen, ettd y; (z) #
ya(z). Olkoon zg € R ja & < zp. Nyt on olemassa

xy=sup{z € 1 N L | y1(z) # y2(z) ja x < xo},

silld tdmé joukko on oletuksien nojalla epéatyhjé ja yl-
haalta rajoitettu.

Néytetdan, ettd funktioiden gy ja yo kuvaajat yhtyvét
jossain pisteen xy ymparistossi.®

Olkoon § > 0 ja J = [xg — 0, x9 + 6] C I N I5. Koska
funktiot y; ja yo ovat jatkuvia, niin kaikilla 2 € J on
voimassa (z,y;(z)) € K.

Olkoon zg < x < xg + 0. Vastaavasti voidaan osoittaa
tilanne xg — § < x > x. Funktioiden y; ja ys erotuk-
selle on olemassa arvio

2an+1
(n+1)!
missé ¢ := || f||, kaikilla n € N ja x € J.

0 < Jy2(2) —y1(2)] < (b—a)™*t,  (6)

Kun n = 0, niin
) = (@) <M [ [on ) = (o)

x
SM/ 2qdt
xo

=M - 2q(x — x9)
2qM0+1 0

< (b—a)"h

<oy

Siis arvio on tosi, kun n = 0. Oletetaan, ettéa arvio (6)
on tosi, kun n = m. Kun n = m + 1 saadaan

(@) (@) < M [ |yalt) = ()t

To
T ogMmtl m
<M qi\x—xd at
2y (M4 1)!
2qM ) 1 T
_ M) +1 |z — wo|™ L dt
(m+ 1)! o
2qM(m+1)+1 1
T mH ) (m+ 1)+ 1l
QqM(m+2 m—+2
— (m+2)' x—$o|
2qM (m+2) m+2
(m+2)| ( 7a) )

3Esimerkiksi olkoon I = (0,1]. M&éritelldén an = (n+ 1)1 ja by, = 1. Nyt I = UZO:O [(n +1)7 1 1],

4Tamén todistus vastaa globaalin yksikésitteisyyden todistusta.

5Tamé vastaa lokaalin OY-lauseen yksikisitteisyyden todistamista.
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mik4 todistaa arvion (6).

Edelleen
e 2an+1 B
> ey - @ =20t < oo,
n !
n=0
jolloin %(h —a)"*t! -0, eli ‘yQ(x) —yi(x)| = 0,

kun n — oo. Siis y1(x) = ya2(z), kun z € J.

Siis kaikilla = € |z1, 0] pétee y1(x) = y2(x). Vastaa-
vasti voidaan todistaa, kun z € [zq, 21, eli zg < 2.9

Liséiksi funktiot y1 ja yo ovat jatkuvia. Talléin y; (1) =
ya(z1), miké on ristiriita. Siis kaikilla € I NIy pétee
y = y1(z) = ya(z). H

Kaksi esimerkkia

On hyva muistaa, ettd kaikilla differentiaaliyhtaloilla ei
valttdmattd ole yksikésitteistd ratkaisua (jos ratkaisu
ylipadnsé on olemassal). Téstd esimerkkind on alkuar-
votehtéva

y' () = 3y(z)Sja y(0) = 0.
Selvasti funktio f(z,y) := Sy% on jatkuva, mutta se ei

ole Lipschitz-jatkuva kohdassa x = 0.

Esitetddn vield tapaus, jossa globaali OY-lause pétee.
Olkoon ensimmaisen kertaluvun lineaarinen differenti-
aaliyhtélo

3
/ 2 —
y'(x) + 27y(x) e

6Tami on esitetty lihteessd [1].

jolle y(2) = 7. Kyseessi on alkuarvotehtiva.

Olkoon suorakaide K := [—¢, ] x R. Funktio

T,y) = -
9(z.y) = =
on muuttujan gy suhteen tasaisesti Lipschitz-jatkuva
suorakaiteessa K, silla

l9(@,91) = g(z,y2)| = 2®|y1 — y2| < |y — v2l-

Alkuarvotehtéva tayttaa siis Lauseen (2) ehdot. Télloin
alkuarvotehtéavalld on olemassa yksikasitteinen ratkai-
suy: I — R, jolle y(2) = m. Suorakaiteen K méiritte-
lysté viliksi I saadaan koko reaalivali R.
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