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Alkulukuja ja yhdistettyja lukuja — ylioppilastehtava

yleistyksineen

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Helsingin yliopisto

Tamén syksyn ylioppilaskokeessa tehtdvissd 9 piti
osoittaa, ettd on olemassa 1000000 perdkkéistd yhdis-
tettyd lukua, ja ohjeistukseksi annettiin hyodyntaa lu-
kua 1000 001! + 2:

Osoita lukua 1000 001!+ 2 kayttamaélla, ettd on olemas-
sa miljoona perdkkéistd kokonaislukua, joista yksikdan
ei ole alkuluku.

Ratkaisu. Huomataan, ettd koska kertomassa
1000001! on tekijoind kaikki positiiviset luvut
2,3,...,1000001, on se jaollinen milla tahansa luvuista

2 < k < 1000001. Siispé
k | (1000001! + k)

kaikilla 2 < k£ < 1000001, eli luvut 1000001! +
2,1000001! + 3,...,1000001! 4+ 1000001 ovat miljoo-
na perakkaistd yhdistettya lukua.

Vastaavasti voidaan itse asiassa 16ytdd n perdkkéista
positiivista kokonaislukua, joista mikédén ei ole alkulu-
ku milla tahansa positiivisella n. Jos n = 1, on tilanne
kovin mielenkiinnoton. Yksittaisid yhdistettyja lukuja
kylla 16ytyy. Keskitytdan siis tapaukseen, jossa n > 2.
Tarkastellaan lukua (n + 1)! + &, kun 2 < k < n + 1.
Koska luvussa (n + 1)! on luku k tekijiné, on summa
(n+ 1)! + k kahden luvulla & jaollisen luvun summana
jaollinen luvulla k.

Asrettomaisti alkulukuja

Ehkapa yllattdavad, mutta melkein samasta ldhtokoh-
dasta voi my0s todistaa, ettd alkulukuja on darettoman
paljon. Klassinen todistus alkulukujen maaran aaretto-
myydelle on seuraava: Tehdéédn vastaoletus, ettd alku-
lukuja onkin vain &irellinen mééra, ja alkuluvut ovat
P1,P2, - -, Pk Nyt luku p1ps - - - pr.+1 on suurempi kuin
yksikédan listan alkuluvuista. Lisdksi se ei voi olla jaol-
linen milldéan listan alkuluvuista, silla luku pips - - - pg
on jaollinen kaikilla listan alkuluvuista, ja jos myos lu-
ku p1ps - - - pr + 1 olisi jaollinen esimerkiksi alkuluvulla
pj, niin my6s néiden lukujen erotus

(pip2---pr+1) —pip2--pr =1

olisi jaollinen silld. Ykkonen ei tunnetusti ole jaollinen
millddn alkuluvulla, joten téstd tulee ristiriita. Luku
p1p2 - - - P + 1 ei siis ole jaollinen milldén listan alkulu-
vuista, ja on tédten joko itse alkuluku tai jaollinen jol-
lain alkuluvulla, joka ei ole listalla. On siis todistettu,
etta alkulukuja on adreton maara.

Jos nyt oletettaisiinkin, etta kaikki alkuluvut ovat kor-
keintaan luvun n suuruisia, niin tarkastelemalla lukua
n! 4+ 1 saataisiin vastaava ristiriita: Jos jokin alkuluku
p < n jakaisi luvun n!+ 1, niin koska se jakaa myos lu-
vun n!, niin sen pitéisi jakaa my06s ndiden lukujen ero-
tus n!+1—n! = 1. Tdma4 ei ole mahdollista. Siispa joko
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luku n!41 on alkuluku tai jaollinen jollain alkuluvulla,
joka on suurempi kuin n.

Kumpi tahansa skenaario on itse asiassa mahdollinen.
Taméa ndhdadn hyvin pienilla erikoistapauksilla:

414+1=25=5-5
ja
14+1="7,

joka on alkuluku.

Tulosten tehokkuus

Kéytdnnossa olemme todistaneet, ettd jos m on alku-
luku, niin viimeistddn luvun n! 4+ 1 on oltava alkulu-
ku seké ettd jos halutaan 16ytda n perdkkaistd yhdis-
tettyd lukua, niin viimeistddn nédma 16ytyvat lukujen
(n+D!1+2,(n+1)1+3,...,(n+ 1)+ (n+1) joukosta.

Ensimmainen néista tuloksista on auttamatta tehoton.
Taman toteamiseksi riittda vedota Bertrandin postu-
laattiin, jonka mukaan luvun n ja 2n vililla on aina
alkuluku, kun n > 2. Tulos ei vélttaméattéd ole lukijal-
le tuttu, mutta sille on itse asiassa olemassa (ja hel-
posti verkosta 16ydettivissi) varsin alkeellinen ja lyhyt
todistus, joka ensisijaisesti nojautuu lahinna binomi-
kertoimien suuruusluokkatarkasteluihin. Melko vahal-
14 vaivalla (tosin huomattavasti suuremmalla kuin t&-
mén ylioppilaskoetehtévin ratkaisun vaatimalla) saa-
daan valtavasti parempi tulos.

Perdakkaisten yhdistettyjen lukujen kanssa ollaan ehké-
pa hieman mielekkddmmaésséd suuruusluokassa. Alkulu-
kulauseen mukaan nimittédin tiedetdédn, ettd korkein-
taan luvun n suuruisia alkulukuja on suurin piirtein

ﬁ kappaletta, kun n on suuri. TAma4 siis tarkoittaa
sitd, ettd lukuun n mennessé luvuista keskiméérin joka
In(n). luku on alkuluku, eli suomeksi sanottuna, keski-
méérin In(n) lukua perdkkéin on jotain muuta kuin al-
kulukuja, ja sitten tulee alkuluku. TAma ei tietenk&dén
ole koko totuus. Ensinnékin alkuluvut keskim&arin har-
ventuvat. Toisekseen, alkuluvut eivit ole sddnnollisesti
tasaisin valein. Kuitenkin kyyhkyslakkaperiaatteen no-
jalla tdma tarkoittaa sité, ettd noin lukuun n mennessé
on ollut perikkiiset noin Inn lukua (intuitiivisesti kyse
on siitd. ettd jos alkuluvut ovat jossain harvakseltaan,
niin jossain niita pitda olla tiheésti, jotta niitd voi ol-
la riittédvasti annetussa joukossa), joista yksikédén ei ole
ollut alkuluku, eli noin lukuun e”™ mennessé on ollut
perdkkéiset noin n lukua, joista yksikédén ei ole ollut
alkuluku.

Kertoman suuruusluokka ei vélttdmattd ole aivan il-
meinen. Tamén arvioinnissa auttaa kuitenkin ns. Stir-
lingin kaava. Sen perusteella

(n+1)! ~ (”“)W Var(n 1),

€

joka voidaan kirjoittaa eksponenttifunktion avulla
muotoon

_ e(nJrl) In(n+1)—n—1+3 In(27(n+1)) )

Téama luku (joka on listan alkupiste) on toki huomat-
tavasti suurempi kuin e™. Silti heitto on téssd paljon
jirkevampi. Aiemmassa mentiin lineaarisesta kertoman
suuruusluokkaan, nyt wvain eksponentiaalisesta kerto-
man suuruusluokkaan. Voitto tdmékin.
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