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Absoluuttisia totuuksia ja kaikkea muuta

Padkirjoitus

Pyoréilin yhtend paiviana kotiin tarhalta hyvin vihaisen
nelivuotiaan kanssa. Yritin saada hénet jotenkin unoh-
tamaan vihaisuutensa, joten yritin harrastaa jonkin-
laista small talkia. Ohitsemme meni pari pienté koiraa.
Tiesin lapsen pitavén koirista, joten jotain sanoakseni
kysyin: ”Oliko s6p6jé pienid koiria?” Vastaus oli hy-
vin vihainen. Minulle kerrottiin, ettd minun ei pitéisi
tuollaista kysyé, ja ettd tuollaista ei saa kysyd, koska
pienet koirat ovat aina sopojé.

Minulle matemaatikkona on téssa nelivuotiaan ehdot-
tomuudessa seka jotain hyvin tuttua etté jotain hyvin
vierasta. Automaattisesti oletan paivittdin esimerkiksi,
ettd 1 + 1 = 2 sitd sen enempédd miettiméttéd. Lisdksi
oletan, ettd yhdensuuntaiset suorat eivéit leikkaa, ja et-
td muut kuin yhdensuuntaiset suorat leikkaavat tasan
kerran. Namé jalkimmaéiset oletuksethan tulevat geo-
metrian aksioomista, jotka itse asiassa voi hyvinkin ky-
seenalaistaa. Esimerkiksi pallopinnalla yhdensuuntai-
set suorat leikkaavat ddrettomyydessa.

Todistettuihin tuloksiin voi periaatteessa suhtautua
hyvinkin ehdottomasti. Toisaalta taas niistdkin 16ytyy
joskus virheitd. Tunnettu tapaus on Wilesin todistus
Fermat'n suurelle lauseelle. Todistuksesta 16ytyi virhe
melko pian sen julkistamisen jidlkeen. Téssé ei ole mi-
tddn ihmeellisté, silla virheet ovat lopulta hyvin yleisia,
ja usein virheet voidaan korjata hyvin helposti. Tamé
virhe oli pahempi, mutta loppu oli silti onnellinen: vir-
he oli korjattavissa ja todistus sdastyi.

Toisinaan taas todistuksista 16ytyy virheitd huomat-
tavan paljon niiden julkaisemisen ja yleisen hyvéksy-

misen jilkeen. Toisinaan ndmé& virheelliset véitteet to-
distuksineen ovat pédsseet myoOs oppikirjoihin. Tama
ei missdadn nimesséd tarkoita sitd, ettd jokaisen kirjan
jokaiseen vaitteeseen ja jokaiseen todistukseen pitéaisi
suhtautua suurella epéilykselld, vaan l&dhinné sité, etta
erehtyminen todellakin on inhimillistd, ja vaikka kuin-
ka yritettaisiin virheitd valttda, joskus niitd sattuu ja
joskus, vield harvemmin, niitd ei huomata kovin no-
peasti.

Mielenkiintoinen oma kategoriansa ovat tulokset, joi-
hin uskotaan, mutta joita ei ole saatu todistettua. FEréas
kuuluisa esimerkki on Riemannin hypoteesi. Alunpe-
rin Riemann vaitti tietyn funktion kaikkien epétrivi-
aalien nollakohtien olevan suoralla Rz = % yrittaes-
saan hahmotella, miten alkulukulause voitaisiin todis-
taa. Tamén viitteen oli tarkoitus olla lemma kohti al-
kulukulauseen todistusta. Alkulukulauseelle kylla 16y-
tyi todistus ja useitakin sellaisia, mutta tdmé alunperin
lemmaksi tarkoitettu véite jai avoimeksi. Taman vait-
teen merkitys on tosin paljon suurempi kuin vain jonkin
yksittdisen véitteen tai lemman. Jos nimittdin Rieman-
nin hypoteesi on tosi, niin siitd seuraa ominaisuuksia
esimerkiksi alkuluvuille. Melko monta artikkelia onkin
kirjoitettu ikddn kuin ehdollisesti: Jos Riemannin hypo-
teesi on tosi, niin voidaan todistaa. .. Osa néista tulok-
sista on myohemmin todistettu olettamatta Riemannin
hypoteesia, toiset taas ovat peréti yhtapitdvid Rieman-
nin hypoteesin kanssa. Téllaisten artikkelien suuri lu-
kumaééra kuitenkin kertoo kahdesta asiasta: Riemannin
hypoteesi on tehokas oletus, jonka avulla saa tuloksia,
joista ei voisi unelmoidakaan muuten. Lisdksi sen hy-
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vin yleisesti uskotaan olevan tosi — muuten téllaisilla
artikkeleilla olisi kovin vdhdn annettavaa. Epéilyksid
tietysti on: Esimerkiksi Aleksandar Ivi¢ on kirjoittanut
artikkelin syistd epéilld Riemannin hypoteesia.

Riemannin zeta-funktion avulla voi muodostaa Hardyn
funktion. Hardyn funktiolla on mielenkiintoinen omi-
naisuus: Riemannin hypoteesi on yhtapitavé sen kans-
sa, ettd Hardyn funktion kaikki lokaalit minimit ovat
negatiivisia ja lokaalit maksimit positiivisia. Aikoinaan
analyyttisen lukuteorian kurssilla katsoimme Hardyn
funktion kuvaajaa, ja kurssia luennoinut Matti Jutila
kertoi, miten eri tavoin tdhdn voi suhtautua: Kun jot-
kut minimit ovat kovin lahella z-akselia ja jotkut mak-

simit samoin, niin tastéd voi tehdé arvauksia eri suun-
tiin: joko tulkita tilanteen niin, ettd kun funktiolla oli
jo lahelta piti -tilanne, eli melkein maksimi meni ne-
gatiiviseksi tai minimi positiiviseksi, niin pakko tdmén
on joskus menné pieleen ja hypoteesin olla viara. Vaih-
toehtoisesti voi ajatella, ettd kun funktio téstdkin 14~
heltd piti -tilanteesta selvisi, niin eikéhén se selvia lo-
pustakin. Tamé& on epéileméttd joku analyyttisen lu-
kuteoreetikon versio puolityhjan ja puolitdyden lasin
dilemmasta.

Mukavaa syksyn jatkoa!

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
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Suorakulmaisista kolmioista ja matemaatikkojen

kommunikaatiosta
Tuomas Korppi

Johdanto

Pari paivaa sitten ldhetin eradlle matematiikka-aihei-
selle keskustelupalstalle viestin

Taa rupes vaivaamaan, ja olen vasynyt enkéa
jaksa miettié, joten kysyn taalla: Voidaanko
jokaista suorakulmaista kolmiota approksi-
moida mielivaltaisen tarkasti suorakulmai-
sella kolmiolla, jonka sivujen pituudet ovat
rationaalilukuja?

Kun mieleen tulee matemaattinen probleema, oikea 14-
hestymistapa on tietysti yrittaéd ratkaista sité itse eika
kyselld netissd. Olin kuitenkin lihassaryn takia nukku-
nut edellisenéd yoné kokonaista kaksi tuntia, enké ollut
matematiikantekokunnossa. Niinpé pédatin fuskata hiu-
kan.

Ratkaisukin probleemaan ilmestyi palstalle parin tun-
nin kuluessa. Téassé kirjoitelmassa kdymme ensin lépi
sen, mitd kysymykseni tarkoittaa ja miksi se on mie-
lenkiintoinen. Sen jédlkeen annamme palstalle tulleen
ratkaisun ja kdiymme sen huolella lapi.

Pythagoraan kolmikot

Kuten lukija varmaan tietéé, on olemassa suorakulmai-
nen kolmio, jonka kateettien pituudet ovat 3 ja 4, ja
jonka hypotenuusan pituus on 5. Tamé on kuitenkin

poikkeuksellinen suorakulmainen kolmio. Yleensa, kun
kateettien pituudet ovat kokonaislukuja, hypotenuusan
pituus ei ole kokonaisluku, eikd se yleensé ole edes ra-
tionaaliluku. Jos esimerkiksi kummankin kateetin pi-
tuus on 1, on hypotenuusan pituus v/2.

Kolmikoilla (a, b, ¢), missi a, b ja ¢ ovat kokonaislukuja
ja suorakulmaisen kolmion sivujen pituudet, onkin oma
nimi: Pythagoraan kolmikot. N&itd kolmikkoja luon-
nehtii se, ettd a? + b2 = ¢?. Kun palstalle lihettdméni
kysymys tuli mieleeni, muistin, ettd Pythagoraan kol-
mikoita on ddreton méard, mutta en muistanut niista
mitaan muuta.

Aloinkin siis miettié, mitd kaikkia suorakulmaisen kol-
mion muotoja voidaan Pythagoraan kolmikoilla toteut-
taa. On selvaé, ettei jokaiselle suorakulmaiselle kolmiol-
le 16ydy yhdenmuotoista kolmiota, jonka sivujen pituu-
det tulevat Pythagoraan kolmikosta (kerrottaessa esim.
1,1 ja /2 milld tahansa positiivisella luvulla eivit kaik-
ki kolme tuloa voi olla yhtaikaa kokonaislukuja), mutta
paastéisiinko ldhelle mitd tahansa muotoa?

Voidaan my6s miettia rationaalisia pythagoraan kolmi-
koita, siis kolmikoita (%, 2, ) missd (9)24(2)2 = (%)2
Heti huomataan, etté tallaisia kolmikoita on yhta help-
po tai vaikea 16ytéd4a kuin Pythagoraan kokonaislukukol-
mikoita. Jos esim. edelld mainitun kolmikon jokainen
jasen kerrotaan luvulla def, saadaan Pythagoraan ko-
konaislukukolmikko. Toisaalta jokaisesta Pythagoraan

kokonaislukukolmikosta (a,b,c) saadaan rationaalisia
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Pythagoraan kolmikoita kertomalla jokainen jésen sa-
malla rationaaliluvulla.

Téllainen jokaisen kolmikon jasenen kertominen samal-
la luvulla muuttaa toki kolmikkoa vastaavan kolmion
kokoa, mutta ei sen muotoa: Kerrottua kolmikkoa vas-
taava kolmio on yhdenmuotoinen alkuperaisté kolmik-
koa vastaavan kolmion kanssa.

Rationaaliluvut

Rationaaliluvut ovat tiheéssé reaalilukujen joukossa.
Tama tarkoittaa sitéd, ettd jos on annettu reaaliluvut
T ja y, * < y, on olemassa rationaaliluku ¢, jolle
T < g < y. Jos x on positiivinen, luku ¢ 16ydetédan esi-
merkiksi valitsemalla n € N, jolle 107" < y — x, ja sen
jalkeen valitsemalla g:ksi y:n kokonaisosa ja n + 1 en-
simmaéista desimaalia (ja jos timé ¢ = y, vihennetdan
siitd viela pikkuriikkinen rationaaliluku). Jos = on ne-
gatiivinen, ¢ 16ydetdén samankaltaisella menetelmalla,
jonka lukija saa itse keksié.

Tama tarkoittaa sité, ettd jos reaaliluku z on annettu,
16ytyy kuinka ldheltd x:44 tahansa rationaalilukuja, eli
reaalilukuja voidaan approksimoida rationaaliluvuilla
niin tarkasti kuin halutaan.

Joten mieleeni tuli, patisikd sama suorakulmaisille kol-
mioillekin. Tietysti suorakulmaisen kolmion kateet-
tien approksimoiminen rationaalipituisilla kateeteilla
on helppoa, mutta télléin hypotenuusasta yleensa tulee
irrationaalipituinen. Jotta se saataisiin rationaalipitui-
seksi, tarvitaan Pythagoraan kolmikoita.

Mielivaltainen tarkkuus

Alkuperdisessd kysymyksessiani puhun mielivaltaises-
ta tarkkuudesta. Matemaatikot kayttavét usein sanaa
"mielivaltainen” puhuessaan toisilleen epdmuodollises-
ti. "JHomma onnistuu mielivaltaisella z” tarkoittaa sa-
maa kuin "Homma onnistuu, olipa z mika tahansa.”

Nain kysymykseni voidaan ilmaista hiukan tdsmalli-
semmin:

Olkoon A suorakulmainen kolmio ja € € R,
€ > 0. Onko vilttamétta olemassa suora-
kulmainen kolmio B, jonka sivujen pituu-
det ovat rationaalilukuja ja joka approksi-
moi A:ta e-tarkkuudella?

Ja e-tarkkuudella approksimointi tarkoittaa tietysti
seuraavaa: Kolmio DEF approksimoi kolmiota ABC
tarkkuudella €, jos A:n ja D:n etaisyys on alle €, B:n ja
E':n etdisyys on alle €, sekd C:n ja F':n etdisyys on alle
€.

Ratkaisu

Pari tuntia kysymyksen ldhettdmisestd Sampo Tiensuu
ldhettikin palstalle seuraavan ratkaisun.

Jos m ja n ovat positiivisia kokonaislukuja
ja m>n, niin a=m?-n?, b=2mn ja c=m?+n?
muodostavat pythagoraan kolmikon.

Luvut, jotka ovat muotoa x=m/n ovat ti-
hedssd positiivisten reaalilukujen joukos-
sa. Nyt kolmion Kkateettien suhde voi-
daan kirjoittaa a/b = (1/2)*(m/n-n/m) =
(1/2)*(x-1/x). Koska x-1/x on jatkuva ja
saa kaikki positiiviset reaalilukuarvot, kun
x on positiivinen reaaliluku, niin my6s ka-
teettien suhteet ovat positiivisten reaalilu-
kujen joukossa tiheéssa.

Taman perusteella sanoisin, ettd voi ap-
proksimoida.

Kun matemaatikot kommunikoivat keskenddn netissa,
he eivit aina viitsi kirjoittaa julkaisukelpoista tekstié.
He luottavat siihen, ettd lukija osaa tdydentda yksityis-
kohdat mielessédan. Seuraavaksi kdiymmekin lapi, kuin-
ka ylla olevista ideoista saadaan koottua julkaisukel-
poinen ratkaisu.

(Tiensuulle oli my6s kdynyt pieni fiba. Luvut muotoa
m/n, m > n, eivat ole tihedssd positiivisten reaalilu-
kujen joukossa vaan ykkostéd suurempien reaalilukujen
joukossa. Osaava lukija pystyy kuitenkin paikkaamaan
fiban lukiessaan ratkaisua, koska oikeasti (1/2)(z—1/x)
saa kaikki positiiviset reaalilukuarvot, kun x kay 1a-
pi kaikki ykkostd suuremmat reaalilukuarvot. Ratkai-
su on siis periaatteeltaan oikein fibasta huolimatta.)

Laskut

Ensin ratkaisussa vaitetdan, etté olivatpa m, n mité ta-
hansa positiivisia kokonaislukuja, joille m > n, niin
(m2—n?, 2mn, m?+n?) on Pythagoraan kolmikko. T#-
maé, on tietysti helppo todeta laskemalla

(m? —n?)2 + (2mn)? = m* — 2m®n? + n* + 4m2n?

=m*+2m?*n? +nt

= (m? +n?)%
Eli kyseessé tosiaan on Pythagoraan kolmikko.

Seuraavaksi véitetddn, ettéd jos edelld kateetteja merki-
tddn a = m? — n? ja b = 2mn, kateettien pituuksien
suhde voidaan kirjoittaa a/b = (1/2)(m/n—n/m). Ta-
maékin voidaan todentaa laskemalla

a m2 — TL2 m2 TL2 m n

b 2mn

sisallysluetteloon
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Nyt siis tiedetddn, ettd jos m ja n ovat mitd ta-
hansa positiivisia kokonaislukuja, missd m > n, niin
(1/2)(** — ) on erdén Pythagoraan kokonaislukukol-
mikon kateettien pituuksien suhde. Seuraavaksi alam-
me pohtimaan, mitd arvoja tdmaé lauseke voi saada.

Funktio f

Merkitdén f: |1,00] — ]0,00[, f(z) = (1/2)(z —
1/x). Heti ndhdddn, ettd lim, ,. f(z) = oo, ja
lim,,; f(x) = 0. Koska jatkuvan funktion ku-
vaaja on yhtendinen kéyrd, vedidmme néistd raja-
arvotarkasteluista sen johtopdatoksen, ettd f on sur-
jektio.

Edellisessd luvussa totesimme, ettd jos m ja n ovat mi-
td tahansa positiivisia kokonaislukuja, missd m > n,
niin f(m/n) = (1/2)(% — %) on erdén Pythagoraan
kokonaislukukolmikon kateettien pituksien suhde.

Kun m ja n saavat edelld kaikki mahdolliset arvonsa,
m/n kiy lapi kaikki ykkostd suuremmat rationaaliar-
vot. Jotta saisimme tietdd, mitd arvoja lauseke f(m/n)
saa, meidan on siis méidritettava arvot f(q), missd g on
ykkosta suurempi rationaaliluku.

Tiheys

Olkoon a € R ja A = Ja,o0[. Sanomme, ettd jouk-
ko C C A on tihedssid valilla A jos kaikilla z,y € A,
x <y, on olemassa ¢ € C, jolle z < ¢ < y.

Edella lapikdydyn nojalla tieddmme, ettd ykkosta suu-
remmat rationaaliluvut ovat tihedssa valilla |1, ool.

Tarvitsemme myo0s seuraavaa teoreemaas:

Teoreema 1. Olkoon a,b € R, A = |a,00[ ja B =
]b,00[. Olkoon g: A — B jatkuva surjektio ja C C A
tihedssd valilla A. Talloin kuvajoukko gC on tihedssd
valillid B.

Jotta jatkuville funktioille voisi todistaa teoreemoja
matemaattisen tdsmaéllisesti, tarvitaan matemaattisen
tdsmaéllinen méaritelmé jatkuvuudelle. Sellainen voi-
daan antaa (nk. d—e-miiritelmi), mutta emme tassd
sithen mene, joten teoreema j&a uskon varaan. Teoree-
ma on kuitenkin huomattavan uskottava siitd intuitios-
ta késin, ettd jatkuvan funktion kuvaaja on yhtendinen
kayra. Jatkuvuuden d—e-médritelmén tuntevia lukijoi-
ta kehotamme todistamaan teoreeman itse, se ei ole
vaikeaa.

Teoreeman nojalla siis arvot f(m/n) ovat tihedssé po-
sitiivisten reaalilukujen joukossa. Mutta arvot f(m/n)
ovat Pythagoraan kokonaislukukolmikoiden kateettien
pituuksien suhteita. Tamaé tarkoittaa sité, ettd jos x ja
y ovat positiivisia reaalilukuja, < y, aina on olemassa

Pythagoraan kokonaislukukolmikon kateettien pituuk-
sien suhde g, jolle x < ¢ < y, olivatpa = ja y kuinka
lahelld toisiaan.

Tama tarkoittaa sitéd, etté vaikka kaikenmuotoisia suo-
rakulmaisia kolmioita ei voida toteuttaa Pythagoraan
kokonaislukukolmikoilla, mielivaltaisen ldhelle mité ta-
hansa muotoa paastaan.

Alkuperiisen kysymyksen vastaus

Nyt siis vastaamme alkuperéiseen kysymykseen (tai sen
tasmallisempéadn muotoiluun)

Olkoon A suorakulmainen kolmio ja € € R,
€ > 0. Onko valttdmétta olemassa suora-
kulmainen kolmio B, jonka sivujen pituu-
det ovat rationaalilukuja ja joka approksi-
moi A:ta e-tarkkuudella?

ja vastauksemme on "Kylla.”

Olkoon siis A suorakulmainen kolmio, jonka kateettien
pituudet ovat z ja y, ja olkoon € > 0.

Valitaan ensin rationaaliluku ¢ > 0, jolle z — e < ¢ <
r + e¢. Tamé voidaan tehdéa, koska rationaaliluvut ovat
tihedssé reaalilukujen joukossa.

Nyt valilta |(y—e)/q, (y+e€)/q[ valitaan luku s > 0, joka
on jonkun Pythagoraan kokonaislukukolmikon (a, b, ¢)
kateettien pituuksien suhde. Téllainen s voidaan valita
edellisen luvun tulosten perusteella, ja s on rationaali-
luku, koska s = b/a.

Tutkitaan nyt suorakulmaista kolmiota B, jonka ka-
teettien pituudet ovat g ja sq. Tdma kolmio on yhden-
muotoinen suorakulmaisen kolmion kanssa, jonka ka-
teettien pituudet ovat a ja b, ja jonka hypotenuusan
pituus on c. Niinpé kolmion B hypotenuusan pituus on
qc/a, eli rationaaliluku. Lisdksi x — e < ¢ < x4+ € luvun
q valinnan perusteella, ja y — € < sq < y+ €. Néin ollen
kolmio B on vaadittu approksimaatio.

Lopuksi

Olen huomannut, ettd matematiikanopettajat ovat
yleensd hanakampia vaatimaan ilmaisulta tdsmélli-
syyttad kuin varsinaiset matemaatikot. Esimerkiksi kun
ilmoitimme pituuksia suullisesti ala-asteen matematii-
kantunnilla, opettaja huomautti aina, jos oppilas ei il-
moittanut mittayksikk6d numeroarvon peraén, vaikka
mittayksikko olisi ollut asiayhteydesté itsestaénselva.

Toki julkaistessaan artikkeleita oikeissa tieteellisissa
julkaisuissa ja vastaavissa yhteyksissd matemaatikot-
kin kayttdavat tdsmallistd ilmaisua, mutta matemaati-
koiden kahvipoytakeskustelut voivat olla hyvinkin epéa-
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muodollisia, vaikka puhuttaisiin matematiikasta. Esi-
merkiksi tdssd tapauksessa Tiensuu ymmarsi vallan hy-
vin, mitd mind ajoin kysymykselldni takaa, ja mind ym-
marsin vallan hyvin, mitd Tiensuu ajoi ratkaisullaan
takaa.

Mitd taas téssé kirjoitelmassa todistettuun tulokseen
tulee, ainakin itselleni oli hiukan yllattavéda tajuta, et-
td rationaalisia Pythagoraan kolmikoita on noin run-
saasti. Jos késitekoneistoa kehitetddn hiukan liséda, voi-
daan nimittédin tdmén kirjoitelman tulokset muotoilla
teoreemaksi, ettd rationaaliset Pythagoraan kolmikot
ovat tihedssé kaikkien reaalisten Pythagoraan kolmik-
kojen joukossa.

Kysymykset siitd, ovatko jonkuntyyppiset oliot tiheés-
sé jossain laajemmassa oliojoukossa, ovat merkitté-
vid ihan tutkimustason matematiikassakin. Merkitta-
vid ovat myos kysymykset siitd, voidaanko jokaista jon-
kun laajemman oliojoukon jasentd approksimoida mie-
livaltaisella tarkkuudella jonkun suppeamman oliojou-
kon jasenilld. Itse asiassa ndmé kaksi kysymystd ovat
hyvin usein saman kolikon kaksi eri puolta. Suomessa-
kin on tehty téllaisia kysymyksia koskevaa tutkimusta
ihan kansainvaliselld tutkimustasolla.

Pahkinoita

1. Osoita, etté ei ole positiivista reaalilukua a, jolle se-
ki a-1 ettd a-/2 ovat rationaalilukuja. (Voit olettaa
tunnetuksi, ettd v/2 on irrationaaliluku.)

2. Anna tarkka perustelu sille, ettd jos z,y € R, x < y,
niin on olemassa rationaaliluku g, jolle x < ¢ < y.

3. Olkoon A C R. Sanomme, ettd A on tihed, jos kai-
killa z,y € R, z < y, on olemassa a € A, jolle
x < a < y. Sanomme, ettd jokaista reaalilukua voi
approksimaatioida mielivaltaisella tarkkuudella A:n
alkioilla, jos kaikilla x,e € R, ¢ > 0 on olemassa
a € A, jolle a:n ja x:n etdisyys on alle €. Osoita, etta
seuraavat ovat yhtépitavia:

e A on tihei.

e Jokaista reaalilukua voi approksimoida mielival-
taisella tarkkuudella A:n alkioilla.

4. Kun konstruoimme kolmion B, teimme sen
niin, ettd sen kateettien pituudet approksimoivat
A:n kateettien pituuksia. Kun maéaérittelimme e-
approksimaation, puhuimme kolmioiden karkipis-
teiden etéisyyksistd. Osoita, ettd konstruoimamme
B voidaan asettaa kolmion A péalle niin, ettd se
toteuttaa madritelméan, jossa puhuimme karkipistei-
den etéisyyksista.

5. Jos tunnet jatkuvuuden d—e-mééritelmén, todista
Teoreema 1.
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Arkhimedeen vakio, Neperin luku ja imaginaariyksikko

Markku Halmetoja

Arkhimedes, 7 ja ympyrin pinta-ala

Sanaristikoissa kysytdan toisinaan Arkhimedeen vakioi-
ta. T&ll6in nelikirjaimiseen kohtaan tulee kirjoittaa piit,
vaikka kyseessé on yksikésitteisesti méaratty luku. Ris-
tikoiden laatijoilla ei ehké ole asiasta ymmaérrysta tai
he joutuvat tekemiddn kompromisseja ristikon raken-
teen monimutkaisuuden takia. Piin likiarvoja tunnet-
tiin jo kauan ennen Arkhimedesta muinaisessa Babylo-
niassa, Egyptissd, Kiinassa ja Intiassa, mutta han ke-
hitti menetelmén, jonka avulla se voidaan periaatteessa
laskea mielivaltaisen tarkasti. Arkhimedes todisti myos
jo aiemmin tunnetun ympyrén pinta-alan kaavan. Seu-
raavassa on lyhyt esitys néihin asioihin johtavista aja-
tuksista, joiden tulisi nykyisinkin olla alkeisopetuksen
perustana.

Pii voidaan nykytietdmyksen mukaan mééritelld useal-
la eri tavalla, mutta alkuperdinen ja elementaarinen
tapa perustuu ympyroiden yhdenmuotoisuuteen. Kah-
dessa ympyrassd vastinpituuksia ovat esimerkiksi hal-
kaisijat d = 2r ja d’ = 2r’ seki kehien pituudet p ja p'.
Voidaan ajatella, ettd toinen ympyrd on toisen kartta-

kuva mittakaavassa k. Talloin

d/ /
ok oja L=k,
d P
mista seuraa
d p p P
— = —, jaedell ===,
7 o’ ja edelleen 1=

Kehén pituuden suhde halkaisijaan yhdessa ympyras-
sé on siis sama kuin tdmé suhde toisessa ympyréssé,
joten se on kaikissa ympyroissd sama. Se merkitddn
1700-luvulla kayttoon vakiintuneella kreikkalaisella 7-
kirjaimella. Saamme yhtalén & = 7 eli p = 7d, ja koska
d = 2r, on ympyran kehan pituus eli piiri p = 27r.

Noin 2200 vuotta sitten Arkhimedes laski yksikkéym-
pyrian (r = 1) sisdén ja ympéri piirrettyjen sadnnollis-
ten 96-kulmioiden sivujen pituudet. Niiden avulla hén
pystyi esittamian arvion 3;—(1) <7< 3%. Sisddn piir-
retyn 96-kulmion sivuun padstadn seuraavasti: puoli-
tetaan 6-kulmion sivuja vastaavat kaaret ja muodos-
tetaan 6-kulmion kérkien ja puolituspisteiden avulla
sdannollinen 12-kulmio. Néin jatkamalla saadaan 24-,
48- ja lopulta 96-kulmio. Jokaisessa vaiheessa on lasket-
tava syntyneen monikulmion sivun pituus. Piin alali-
kiarvo saadaan kertomalla 96-kulmion sivun pituus lu-
vulla 48. Arkhimedeen laskentaurakka oli valtaisa, silla
hénen kéytettavissddn ei ollut nykyaikaista matemaat-
tista notaatiota ja laskut oli tehtédvé késin kreikkalai-
sella numerojarjestelmallé, jossa ei tunnettu nollaa.

Nykyiselld notaatiolla ja numerojarjestelmalld Ark-
himedeen ajatus on helppo toteuttaa: Pythagoraan
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lauseen avulla ndhdéén, ettd jos yksikkOympyrédn si-
sdan piirretyn sddnnéllisen n-kulmion sivun pituus on
an, niin sdannollisen 2n-kulmion sivun pituus

an
24+ /4 —-a2

T&lloin 7 =~ n - agy,, silld yksikkdympyrén kehén puolik-
kaan pituus on 7. Léhtien sddnnollisen kuusikulmion
sivusta ag = 1 voidaan tdmén palautuskaavan avulla
teoriassa edeta kuinka pitkélle tahansa ja saadaan kas-
vava jono alati tarkentuvia m:n alalikiarvoja. Palautus-
kaavan voi ohjelmoida nykyaikaiseen laskimeen tai tau-
lukkolaskentaohjelmaan, jolloin saadaan 7:lle laskimen
tai ohjelmiston kapasiteetin mukainen likiarvo. Koulu-
matematiikassa yleisesti kéytetty likiarvo on 7 ~ 3,14.

a2p =

Arkhimedes méaritti ympyran pinta-alan ajattelemal-
la sen parillisiksi maériksi sektoreita. Kokoamalla ne
palapeleiksi kuvasarjan

- I -

mukaisesti saadaan sitd tarkemmin suorakulmio, mité
pienempiin sektoreihin ympyré jaetaan. Suorakulmion
korkeus on r ja kanta puolet ympyréan kehistd. Kehédn

puolikas on 77, joten ympyrén pinta-ala A, = mr2.

Matemaattinen analyysi ja

Matemaattisen analyysin kehittyminen 1600-luvulta
alkaen paljasti aluksi oudoilta vaikuttaneita yhteyksia
m:n ja padttyméttomien summien eli sarjojen ja tulojen
valilla. G. Leibniz todisti vuonna 1676, etta

1 1 1 1 1 us
3+5 7—|—9 =g
Tulos on ihmeellinen. Mitd tekemistd vasemman puo-
len vuorottelevalla murtolukusummalla voi olla ympy-
ran kehén ja halkaisijan suhteen kanssa! Vahintdéan yh-
td hdmmastyttava on J. Wallisin pari vuosikymmenta
aikaisemmin todistama tulokaava

- TL0- 50+ 5)

Mm. kuuluisa matemaatikko C. Huygens oli uskonut
tuloksen oikeaksi vasta suorittamiensa likiarvolaskel-
mien jilkeen. Vuonna 1734 L. Fuler onnistui ratkai-
semaan pitkaddn avoinna olleen Baselin ongelman: Las-
kettava paattymaton summa

oo

11 1 1
1+?+3—2+4—2+...:Zﬁ.

n=1

Matemaattisen yhteison ihmetykseksi tulos osoittautui

olevan %7‘(2.

Néhdyt sarjat ja Wallisin tulo suppenevat liian hitaasti
mn monidesimaalisen likiarvon méérittdmiseen. Desi-
maalien vakavampi laskeminen alkoi J. Machinin vuon-
na 1706 todistamasta kaavasta

T — darctan L — arctan =L
1= 5 739"

Arkustangentin sarjakehitelmén

2 2T

t =z - —+—=———=+4+...
arctanz =« 3+5 7—|—

avulla siitd saadaan varsin tehokas tyokalu m:n laskemi-
seen. Machin itse laski sen avulla m:n sata ensimmaéis-
ta desimaalia. Hanen paivistadn algoritmit ovat kehit-
tyneet ja nyttemmin (maaliskuu 2019) 7 on laskettu
noin 31,4 biljoonan desimaalin tarkkuudella, mikd on
aivan kasittdm&aton méard numeroita. Laskeminen suo-
ritetaan hajauttamalla ty6 usealle tietokoneelle, jotka
héarivat luppoaikansa 7:n kimpussa.

Vuonna 1768 sveitsildinen matemaatikko J. H. Lam-
bert todisti m:n irrationaaliluvuksi, eli sitd ei voi esit-
tad kahden kokonaisluvun suhteena. Vuonna 1882 sak-
salainen matemaatikko C. L. F. von Lindemann todis-
ti m:n transkendenttiluvuksi, eli etté se ei ole minkdin
kokonaiskertoimisen polynomiyhtédlon juuri. Samalla
paljastui ratkeamattomaksi antiikin aikainen ongelma
ympyran neliGimisestd harppi-viivoitin-konstruktiona.
(Kokonaiskertoimisten polynomiyhtdléiden juuria sa-
notaan algebrallisiksi luvuiksi. Ne voivat olla rationaa-
lisia tai irrationaalisia. Esimerkiksi yhtélén 2 — 22 =0
juuret +£+1/2 ovat irrationaalisia. Ainoastaan algebralli-
sia lukuja voidaan periaatteessa konstruoida yksikko-
janasta lahtien kayttaen pelkéstddn harppia ja viivoi-
tinta.) m:n “tarkka” arvo ei ole saavutettavissa millaan
algoritmilla. Desimaalien laskemisella kehitetaén l&hin-
né ohjelmointitaitoja.

Neperin luku

Matemaattisten totuuksien kauneuskilpailussa karki-
joukkoon sijoittuisi C. F. Gaussin vuonna 1809 julkai-
sema Gaussin integraali:

o0
/ e dy = Nz
— 00

Se sisdltad m:n lisdksi toisenkin matematiikan ihmeis-
td, nimittdin Neperin luvun e. Se on m:m ohella yksi
matematiikan tarkeimmistd luvuista. Tutustumme sii-
hen tutkimalla ns. jatkuvaa koronkorkoa. Ajatellaan en-
sin, ettd pankkitilille sijoitettu rahasumma Ky kasvaa
korkoa p % vuodessa ja korko lisdtadn tilille vuoden
kuluttua sdastdmisen alkamisesta. Talloin tililld oleva
summa

Ky = Ko+ =Ko = Ko(1 +

L)
100 1007
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Jos korko lisdtédédn tilille puolivuosittain, niin saldo on
vuoden kuluttua

silld, puolen vuoden korkoprosentti on & %. Jos korko
lisdtdankin n kertaa vuoden aikana, niin yhden korko-
kauden pituus on % vuotta ja sen ajan korkoprosentti

on £ %. Talléin tililld vuoden kuluttua oleva summa

p_\" L\ 1o0n 160
K":K0(1+100n) =Ko((1+10£n) )"

100n

Merkitadn a = =, joten
P

K, = K0<(1 n 2)“)“.

Enta jos korkokausien médran annetaan kasvaa hy-
vin suureksi, jopa ddrettoméan suureksi? Talloin korko-
kauden korkoprosentti vastaavasti pienenee ja ldhestyy
nollaa. Jos n kasvaa &ddrettoméan suureksi, merkitdan
n — 00, niin myds ¢ — oo. Saldon kannalta on siis
ratkaisevaa, mita talloin tapahtuu luvulle

(1+ l)a.
a

Voisi kuvitella, ettd kun potenssiin korotettava ldhes-
tyy lukua 1, niin raja-arvokin olisi yksi. Talléin sal-
do olisi vuoden kuluttua ennallaan, mika olisi outoa.
Toisaalta voisi ajatella, ettd kun ykkostd suuremmalta
néyttava luku korotetaan ddrettoméan suureen potens-
siin, niin tuloksena olisi darettomén suuri luku. Tililla
siis olisi ddrettémén suuri rahasumma, miké sekdan ei
tunnu mahdolliselta. Voidaankin osoittaa, ettd kysei-
selld potenssilla on &dérellinen raja-arvo, kun a — oo.
Raja-arvo on Neperin luku e ~ 2,71828. Jatkuvan ko-
ronkoron tapauksessa korko siis valuu tilille kuin vesi
kraanasta ja vuoden kuluttua saldo on

P
K. = KpeToo,

Jos p = 2, niin K; = 1,02K; ja Ko = Kge®?? ~
1,0202K,.

Lausekkeen

1\e

(1+3)

a
raja-arvo pysyy samana riippumatta siitd, liukuuko a
kohti daretonté reaaliakselia pitkin vai loikkiiko se sin-
ne kokonaislukuaskelin. Se pysyy samana my0s, vaikka
a menisi kohti negatiivisen puolen déaretonta. Siis

1\@ 1\@
(1+2) = (1+2)
a— 00 a a——0o0 a

e = lim lim

1\n 1yn
— i (1+—) — lim (1+—) ~ 2,71828.
n—00 n n——o0 n

Kun (1+ %)™ kerrotaan auki binomilausetta soveltaen,
saadaan tulokseksi lauseke, jonka raja-arvo on myos e;
tama raja-arvo on

11 1 1

n=0
Sarja suppenee nopeasti, joten e:n desimaaleja on help-
po laskea sen avulla. Euler todisti e:n irrationaaliseksi
jo 1700-luvulla ja C. Hermite todisti sen transkendent-

tiseksi vuonna 1873.

Imaginaariyksikko ja kompleksiluvut

Toisen asteen polynomiyhtédloon johtavia tehtéavia osat-
tiin ratkaista jo muinaisessa Babyloniassa ja Kreikas-
sa. Antiikin matemaatikot olivat kiinnostuneita ainoas-
taan yhtéloiden positiivisista juurista. Kolmannen ja
neljannen asteen yhtéldiden ratkaisukaavat keksittiin
1400-luvun lopulla Ttaliassa. Algebrallisesti muotoiltu-
jen ratkaisukaavojen myoté negatiivisetkin juuret tuli-
vat siedetyiksi. Havaittiin myos, ettei kaikilla yhtaloilla
ole ratkaisua. Yhtdlén 1 + 22 = 0 juuret olisivat muo-
dollisesti z = ++/—1, mutta ainoastaan ei-negatiivisilla
luvuilla on nelidjuuri. Jos kuitenkin oletettaisiin, et-
té on olemassa tavanomaisia laskusdéntéja noudattava
luku 4, jonka nelié on —1, niin koituisiko siité ristiriito-
ja alemmin tunnettujen tosiasioiden kanssa? (Merkinta
73” vakiintui kdyttoon vasta 1700-luvulla.) Ongelmia ei
havaittu, vaan #:114 oli pikemminkin matematiikkaa ri-
kastuttava vaikutus: esimerkiksi yhtéllle 1 4 2% = 0
16ydettiin ilmeisen juuren lisdksi kaksi muutakin juur-
ta. Lukuja z = a4+ bi, missa a ja b ovat reaalilukuja, pi-
dettiin kuitenkin kuvitteellisina ja niitd kutsuttiin ima-
ginaariluvuiksi. Myohemmin i-symbolin vakiintumisen
my6ta sitd alettiin kutsua imaginaariyksikéksi ja luku-
ja z = a + bi kompleksiluvuiksi. Niiden yhteen- ja ker-
tolasku sujuivat normaaliin tapaan: jos z = a + bi ja
w = ¢+ di, niin
z+w=(a+c)+(b+d)i ja
zw = (ac — bd) + (ad + be)i.
Kompleksiluvut vakiintuivat matemaattiseen analyy-
siin jo 1600-luvun loppupuolella, vaikka ei tunnettu
matemaattista objektia, jonka nelié olisi —1. Ongel-
ma ratkesi lopullisesti vasta vuonna 1833, kun irlanti-
lainen matemaatikko W.R. Hamilton maéritteli luvun
z = a-+bi jarjestetyksi reaalilukupariksi z = (a,b). Hin
maédritteli yhteen- ja kertolaskut ylla olevan mukaisesti
z4+w=(a,b) + (¢,d) = (a+¢c,b+d) ja
zw = (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + be)
ja samasti muotoa (z,0) olevat luvut reaalilukujen
kanssa: (z,0) = z. Se oli perusteltua, silli laskusd&nto-
jen mukaan
(u,0) + (v,0) = (u+v,0) Zu+v ja
(u,0)(v,0) = (uv,0) = uv.
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Erityisesti
(0,1)(0,1) = (=1,0) = —

joten i = (0,1). Yht#lon 1 + 22 = 0 ratkaisuksi 16ytyi
siis konkreettinen matemaattinen objekti! Kompleksi-
luvuilla laskettaessa on edelleen kédtevimpédd kayttaa
merkintdd z = x + yi.

Kompleksilukuja oli jo ennen Hamiltonia esitetty
(z,y)-tason pisteind, jolloin kyseinen taso nimettiin
kompleksitasoksi. Luvun z = x+yi reaali-osa Re(z) = x
ja tmaginaariosa Im(z) = y. Tason z-akselia kutsutaan
reaaliakseliksi ja y-akselia imaginaariakseliksi. Luvun
z = ¢+ yi itseisarvo |z| = /a2 +y? ja zn littoluku
z = x — yi. Selvésti

22 = (z +yi)(z —yi) = 2% — (yi)* = 2° +y* = 2|~
Imagmaarlykslkon potensseilla on neljan sykli: i' = i,
i? = —1, 4 =% = —i, i* = i%% = (—1)(-1) = 1,

'5

0 =1, . Graafisesti luku z = x + yi esitetddn ori-
gosta pisteeseen (x,y) piirrettyné vektorina. Liittoluku
z = x — yi on z:n peilikuva reaaliakselin suhteen.

FEulerin kaavat

Arkhimedeen monikulmioita lukuunottamatta edelld
nédhdyt m:n laskemisen mahdollistavat menetelméat pe-
rustuvat padosin trigonometriaan. Antiikin aikana ja
my6hemmin keskiajalla sitd kdytettiin 1dhinné tahtitie-
teen laskuissa, navigoinnissa, arkkitehtuurissa seka kai-
vosteknologiassa tunnelien suuntia méaaritettaessa. Tri-
gonometrisia funktioita ei varsinaisesti tunnettu, vaan
erityisesti sinin arvoja taulukoitiin vaivalloisia laskel-
mia tehden. Vasta 1600-luvulla matemaattisen analyy-
sin kehittyessd huomattiin, ettéd trigonometrisilla funk-
tioilla on itsendistikin arvoa. Samalla havaittiin, et-
td muinaisesta Babyloniasta peraisin oleva tapa kul-
man suuruuden mittaamiseksi asteilla on lilan kémpe-
16 analyysin tarpeisiin. Parempi tapa on asettaa yksik-
koympyrén keskipiste kulman karkeen ja ilmaista kul-
man suuruus sen kylkien véliin jadvin kaaren pituute-
na. T4lloin esimerkiksi oikokulman suuruus on 7 ja tay-
den kulman 27. Kosini ja sini maéariteltiin origokeski-
sen yksikkdympyrén kehépisteen koordinaatteina, jol-
loin ne havaittiin koko reaalilukualueessa maéaritellyik-
si rajoitetuiksi, jaksollisiksi funktioiksi; kummankin pe-
rusjakso on 27. Funktioiden arvojen ja m:n desimaalien
laskemista edesauttoi ratkaisevasti se, ettd ne opittiin
kehittdmé&an potenssisarjoiksi:

2zt S

2l "4l 6l

_ 23 ab a2l
sinx = x—g—kf‘ ?—F

My6s e-kantaisen eksponenttifunktion sarjakehitelma

cosr=1— —

-1 £L'2 LL‘S LU4 LUS
= +1’+7+§+7+§+

oli tunnettu. Euler havaitsi 1700-luvun puolivélissa, et-
té silld ja trigonometristen funktioiden sarjoilla on pal-
jon yhteisié piirteitd. Han tuli sijoittaneeksi sithen ima-
ginaariluvun x = i¢ ja tulos oli allistyttava:

) ) (Z )2 (Z )3 (Z )4 (Z 5)
1 ¥ ¥ ¥ ¥
e —1+zg0+ I + 31 + ! + 51 +...
2 4 3 5
2 2 . ® 90

= cosy + tsinp.
Vaihtamalla ¢ vastaluvukseen saadaan
e % = cos p — isin .
Yht&loita
e¥ =cosp+ising ja e ¥ = cosp—ising

kutsutaankin FEulerin kaavoiksi. Luultavasti Eulerin
ajatusta siivitti myos A. de Moivre’'n muutamaa vuo-
sikymmenté aikaisemmin 16ytdma yhteys kompleksilu-
kujen ja trigonometristen funktioiden valilla: Kaikilla
neZjoypelR

(cos +isinp)"™ = cosnp + isinnyp.

Eulerin kaavojen avulla eksponenttifunktio voitiin
madritelld myos kompleksiluvuille:

f(z) =e* ="t =" = e"(cosy + isiny).

Kun yhtéléén e = cosp + isin ¢ sijoitetaan ¢ = m,
saadaan tulokseksi monien mielestd matematiikan kau-
nein ja merkillisin yhtalo:

14 ¢e™ =0.

Kauaskantoisempi tulos saadaan sijoittamalla siithen
o = 2m, silli yhtilon e*™ = 1 avulla nihddén eks-
ponenttifunktio f(z) = e* jaksolliseksi:

=e%e®™ = e” = f(2).
Reaalilukualueella eksponenttifunktio on aidosti kasva-
va, mutta kompleksilukualueella se on jaksollinen ja sen
perusjakso on 27i.

f(z + 2mi) = e*H2™

Selviisti [e??| = 1, ja kun ¢ saa kaikki arvot vililli
[0, 27[, niin €™ piirtdd origokeskisen yksikkéympyréin.
Jos reaalimuuttuja ¢ esittdd aikaa ja vakio w kulma-
nopeutta (yksikkoind s ja s71), niin luku z(t) = e™!
kiertdd yksikkéympyrén kehda mainitulla kulmanopeu-
della. IImiolla on kdyttéd mm. sédhkotekniikassa ja fy-
siikassa yleisemminkin. Itse asiassa téssd kirjoitukses-
sa ohuesti kuvattu m-e-i-matematiikan kehitys antiikin
ajoista 1800-luvulle oli vélttamé&ton edellytys esimer-
kiksi sihkon ja magnetismin matemaattiselle mallinta-
miselle, mik& tapahtui 1800-luvun puolen vélin tieté-
missa.
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Lihteita ja selityksia

Kirjoituksessa olevat faktat on poimittu St. Andrews’in
yliopiston matematiikan historiasivustolta https://
mathshistory.st-andrews.ac.uk/ sekd Matti Lehti-
sen kirjasta "Matematiikan nimid” (Eukleides-kirjat!,
Oulu 2020). Ne on liimattu yhteen kirjoittajan omil-
la hajanaisilla muistikuvilla elamén varrella luetuiksi
tulleista matematiikkaa ja sen historiaa kasittelevista
teoksista ja artikkeleista. Kirjoittaja on yksin vastuus-

Lyww.eukleideskirjat.fi

sa mahdollisista virheisté ja epatarkkuuksista. Tekstis-
sé esitetyt tulokset voidaan todistaa nykyaikaisen ma-
temaattisen analyysin edellyttdmaélla tarkkuudella.

Korjattu 2.11.2020 sivun 10 lause ”Ainoastaan al-
gebralliset luvut voidaan periaatteessa konstruoida yk-
sikkdjanasta ldhtien kdyttien pelkdstddn harppia ja vii-
voitinta” muotoon ”Ainoastaan algebrallisia lukuja voi-
daan periaatteessa konstruoida yksikkojanasta ldhtien
kayttden pelkdstadn harppia ja viivoitinta”.
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Lyhinta reittia pitkin suurimpaan kulmaan —

matkakertomus
Jaska Poranen

Johdanto

Matemaattisen ongelmanratkaisuperinteen perushah-
mon G. Polyan (1887-1985) teoksesta (1973, 122-123)
loytyy seuraava kysymys (suomennos kirjoittajan):

Olkoot annettuina kaksi pistettd ja suora, kaikki samas-
sa tasossa, ja molemmat pisteet samalla puolella suo-
raa. Etsi annetulta suoralta piste, josta annettujen pis-
teiden mddrddmd jana ndkyy suurimmassa mahdolli-
sessa kulmassa.

Hieman my6hemmin (emt., 142-144) mainitaan toinen
ongelma, joka lienee monille lukijoille tutumpi (suo-
mennos kirjoittajan):

Olkoot annettuina kaksi pistettd ja suora, kaikki sa-
massa tasossa, ja molemmat pisteet samalla puolella
suoraa. Etsi annetulta suoralta piste, josta annettuihin
pisteisiin mddritettyjen etdisyyksien summa on pienin
mahdollinen.

Y14 esitetty ensimmaéinen kysymys (merkitaén ¢p) oli
kirjoittajalle entuudestaan tuntematon; toinen kysy-
mys (merkitdédn go) oli puolestaan jo melko tuttu. Kir-
joittaja oli miettinyt ns. prosessindkokulmaa matema-
tiikkkaan (ks. esim. Pehkonen 1999) ja sen mahdollista
merkitystd kouluopetuksessa ja opettajainkoulutukses-
sa. Selventddkseen tatd asiaa kirjoittaja péétti ottaa
tutkittavakseen jonkin aidon kysymyksen, jonka rat-
kaisemisesta héanellé ei ollut etukéteen mitddn késitys-
td — ja kirjoittaa siité.

Kuva 1. Kysymys Q: Hypoteesi ongelmien q1 ja qo eli
pisteiden K ja X wilisestd erddstd konstruktiivisesta
yhteydestd.

G. Polya kuvaa teoksessaan (1973, 143) kysymyksid
q1 ja g2 vield siten, ettd niissd molemmissa on sa-
ma ldhtotilanne ja ettd itse tuntemattomat ovat sa-
man tyyppiset: annetulta suoralta etsitdan tietyn &éa-
riarvon toteuttavaa pistetté; dédriarvojen luonteet ovat
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vain erilaiset: ensimmaéisessé (g1) etsitdan maksimikul-
maa, toisessa (g2) minimisummaa. Kirjoittajan havain-
tojen mukaan Polya ei sano naistd kysymyksista yh-
dessd taman enempad. Néin kirjoittajalle syntyi aja-
tus “omasta ongelmasta” (merkitddn @), jossa pyritdan
selvittdmaan, onko ndiden kysymysten (g1, g2) valilla
jokin syvempi yhteys. Han oletti, ettd tuon mahdolli-
sen yhteyden olemassaolo — tai ei-olemassaolo — olisi ai-
ka nopeasti selvitettavissd. Nain ei kuitenkaan kaynyt:
kirjoittaja oli kuin olikin 16ytényt (ainakin itselleen) ai-
don ongelman, joka vaivasi hanté pitkdan. Tamén pro-
sessin kuvailu johti kirjoitukseen (Poranen, 2020), jos-
sa paddytdan kuvan 1 hypoteesiin kysymyksesta @ eli
kysymyksien q; ja go vélisestd suhteesta.

Y14 (Kuva 1) suoralla L oleva piste X on kysymyk-
sen ¢ minimisumman AX + X B piste, ts. murtoviiva
AX B on lyhin mahdollinen reitti pisteestd A suoran L
kautta pisteeseen B. Piste X voidaan maérittasd yksin-
kertaisesti peilaamalla ensin piste A suoran L suhteen
pisteeksi A’ ja tarkastelemalla sitten suorien A’B ja L
leikkauspistettd. Suoran L piste K on puolestaan on-
gelman ¢, vaatima piste, ts. siitd pisteestd jana AB
nékyy suoralta L suurimmassa mahdollisessa kulmas-
sa. Tamékin piste on geometrisesti konstruoitavissa.

Voidaan nimittdin ensinnikin osoittaa, ettd sen on ol-
tava pisteiden A ja B kautta kulkevan ympyran I'(O)
(Kuva 1) ja suoran L (ainoa) yhteinen piste. Tamén
jalkeen ympyrdan sekanttilauseen perusteella saadaan
yhtils PA - PB = (PK)?, missi piste P on suorien
AB ja L leikkauspiste. Talloin jana PK saadaan edel-
leen janojen PA ja PB geometrisena, konstruoitavissa
olevana keskiarvona — kuvassa 1 ympyrankaaren I'(P)
sateena.

Menettelyihin, joilla pisteet X ja K 16ydetédédn, ei ndyta
sisdltyvan mitddn vihjettd nédiden pisteiden mahdolli-
sesta keskindisestd yhteydestéd. Sellainen kuitenkin vai-
kuttaa loppujen lopuksi 16ytyvin siten, ettd helposti
maédritettavissd olevan pisteen X avulla saadaan kon-
struoitua myos piste K. Tatd hakuprosessia — ja sen
mahdollista yleisempéd merkitystd — on kuvattu ja ana-
lysoitu edelld mainitussa kirjoituksessani (2020). Siin&
jouduin tyytyméén keksimédni lupaavaan hypoteetti-
seen yhteyteen (Kuva 1) pisteiden X ja K valilla, jota
pystyin perustelemaan vain ”laadullisesti” seuraavaan
tapaan.

Konstruoidaan ellipsi (Kuvassa 1 E(M)), jonka poltto-
pisteet ovat A ja B ja jonka polttosateiden vakiosum-
ma = AX + X B (= minimimatka pisteestd A suoran L
kautta pisteeseen B). Erityisesti siis tama ellipsi E(M)
kulkee pisteen X kautta. Luonnollisesti jana AB nikyy
téstd suoran L pisteesta eradssi kulmassa BX A, mut-
ta piste K = piste X vain, jos AB || L, jolloin piste
K (ja piste X) voidaan konstruoida suoraan janan AB
keskinormaalin ja suoran L leikkauspisteend. Suora L
on tietysti myos ellipsin E(M) tangentti kohdassa X.

Olkoon sitten X ellipsin "liikkuva piste”. Kulma BX’A
kasvaa, kun piste X’ liikkuu ellipsilli pisteestd X kohti
janan AB keskinormaalia MY . Pisteestd C, joka on
ellipsin F(M) ja keskinormaalin MY kahdesta leik-
kauspisteestd suoraa L ldhempéné oleva piste, nékyy
jana AB ellipsiltd E(M) suurimmassa mahdollisessa
kulmassa. Taméan kulman BCA kyljet ovat yhta suu-
ret siten, ettd BC' = AC = (AX + XB)/2.

Konstruoidaan edelleen pisteestd C' suoran AB kans-
sa yhdensuuntainen suora 7'. Valitaan myos téaltd suo-
ralta "liikkuva piste” K’ ja kuljetaan suoraa T pitkin
kohti suoraa L. Talloin kulma BK’A pienenee. Olkoon
suoran T ja suoran L leikkauspiste K”. Hypoteesi (ks.
Kuva 1) kuuluu nyt siten, ettd piste K = piste K".
Mainitussa kirjoituksessani (Poranen, 2020) en pysty-
nyt todistamaan tétd, mutta siihen ryhdyn seuraavas-
sa.

Seuraavassa jo alussa mainittujen pisteitd A ja B se-
ké suoraa L koskevien perusoletusten lisdksi oletetaan
ensin, ettd piste A on ldhempéané suoraa L kuin piste
B ja ettad naiden pisteiden maaraama suora ei leikkaa
suoraa L kohtisuorasti (vrt. Kuva 1, Kuva 2), miké ei
rajoita yleisyytté. Erikoistapaukset AB L L ja AB || L
kéasitelladan tdmén jalkeen erikseen.

Hypoteesin todistus analyyttisen geo-
metrian avulla

Otetaan kéyttoon suorakulmainen zy-koordinaatisto
siten, ettd piste A = A(0,a), B = B(b,¢) ja suora
L = x-akseli, ja missé edelleen a, b ja ¢ ovat positiivisia
lukuja, a < ¢ (Kuva 2).

F(P. PKJ.,

A(0,

A0, —a)

Kuwva 2. Ellipsin E(M) vdlittamd yhteys pisteiden X ja
K wvdlille: osoitetaan, etta M'K = MC.

Kayttamaélla joitakin analyyttisen geometrian alkeistie-
toja, Pythagoraan lausetta, ympyrdn sekanttilausetta
sekd erdiden kolmioiden yhdenmuotoisuutta saadaan
melko helposti seuraavia tuloksia (vrt. Kuva 2):

1. Suoran AB yhtdlo: y = ((¢c—a)/b) -z + a.
2. P=(ab/(a —¢),0); PO =ab/(c— a).
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3. PA= %-\/(c—a)?+ b
4. PD = PO+ OD =bc/(c — a).
5. PB = % \/(c—a)? + b2

6. PK = VPA-PB = Jac(1+ L)

7. OK = PK— PO = PK — 2 =\ Jac(1 + 25) —

ab/(c — a).
8. K = (OK,0).
9. X = (ab/(a+¢),0).
10. Y = ((® +b* — a?)/2b,0).
11. AX + XB = /(a+ )2 + b2 (= d, merkitién).
12. Maaritellaéan ellipsi E(M) yhtalolla

Vaz+ (y—a)2 +/(x—b)2+ (y—c)2 =d,

ts. sen polttopisteet ovat A ja B, sen pisteiden (z, y)
etaisyyksien summa pisteistd A ja B = d, se kulkee
pisteen X kautta ja symmetrian takia silld on myos
piste C, missd AC = BC' = d/2.
13. AB = \/(c—a)>+b% AM =
(6/2; (c +a)/2).
14. MC = vVAC? — AM? = ... = \/ac (= lukujen a ja

¢ geometrinen keskiarvo).

AB/2; M =

Yhtdls (1) on yhté pitédva sen ns. yleisen muodon kans-
sa:
(c—a)-x—by+ab=0,

ja voimme soveltaa nyt kaavaa

e = (|Azo + Byo + C|)/ vV A* + B? (a)

pisteen etéisyydelle suorasta laskeaksemme pisteen
K etaisyyden suorasta AB (xg = pisteen K a-
koordinaatti, yo = 0). Merkitddn vield ¢’ = kaavan (a)
jaettava, e’ = kaavan (a) jakaja. Talloin ensinnékin

b2 ab
(c—a)2)_c—a} — 0+ abl

e'z\(c—a)-[ ac(1+

2

:\/CE'\/(C_Q)Q(I"‘(C_a)z
_ Ve e af T B = vz o af T

toiseksi

) — ab + ab|

e’ =+/(c—a)?+ 12
Nain

e=¢/e = MK = \/ac= MC.

Yhteenvetoa ylla olevasta: On siis osoitettu, ettd pis-
teestd P késin konstruoitavissa olevan suoran L maksi-
mikulmapisteen K etéisyys suorasta AB on MC'. Toi-
saalta pisteen C' kautta kulkeva suora T (Kuva 2) on
konstruoitu siten, ettd se on yhdensuuntainen suoran
AB kanssa. Néin jokaisen sen pisteen etéisyys suorasta

AB on MC. Erityisesti siis suorien T ja L leikkauspis-
teen K" etdisyys suorasta AB on MC. On siis oltava
K = K", joten piste K saadaan nainkin selville — ja
tassd menettelyssd on minimimatkan pisteelld X olen-
nainen rooli.

Erikoistapaukset AB | L ja AB || L

Edelld suoritettu todistus analyyttisen geometrian
avulla edellytti, ettd suora AB ei ole kohtisuorassa
suoraan L ndhden. Tarkastellaan téta tilannetta ilman
analyyttista geometriaa seuraavassa (Kuva 3).

; B
EM) o .
M T
1T
O ()
A
'
.. ; L
pP=x " K
'...'I

Kuva 8. Tapaus AB L L.

Tapauksessa AB | L on lyhin reitti AXB selvisti
= AP+ PA+ AB = 2AP + AB, missi piste P = X =
suorien AB ja L leikkauspiste (Kuva 3). Nain AC
(= BC) = AP+ AB/2,ja (MC)? = (AC)? - (AB/2)?,
ts. (MC)? = PA(PA+ AB) = PA- PB, joten MC =
janojen PA ja PB geometrinen keskiarvo. Toisaalta
my6s PK on niiden janojen geometrinen keskiarvo,
joten PK = MC. Pisteen C kautta kulkeva suora
T || AB, joten se leikkaa suoran L kohdassa K.

Y14 olevassa tilanteessa (Kuva 3) jana AB nidkyy
suurimmassa kulmassa suoralta L pisteestd K, missa
PK = janojen PA ja PB geometrinen keskiarvo. Toi-
saalta tdma piste K saadaan siis myos suoraan pisteen
X avulla hyddyntdmaélla sen merkitystd lyhimmén rei-
tin pisteend janan AB pisteestd A suoran L kautta pis-
teeseen B.

Tarkastellaan toiseksi tapausta AB || L (Kuva 4):
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Kuva 4. Jos jana AB || L, niin X =Y = K.

Olkoon siis AB || L. Tutkitaan tilannetta téassikin il-
man analyyttista geometriaa. Piirretddn janalle AB
keskinormaali M F, olkoon sen ja suoran L leikkaus-
piste = Y (Kuva 4). Osoitetaan ensin, etta talléin ly-
himmaén matkan piste X = Y. Peilataan piste A suoran
L suhteen ja olkoon néin saatu piste A’. Talloin lyhim-
man matkan piste X on suorien A’B ja L leikkauspiste
(Kuva 4). Olkoon edelleen janan AA’ ja suoran L leik-
kauspiste = A" ja vastaavasti piste B” = pisteen B
kohtisuora projektiopiste suoralla L. Ristikulmina ovat
kulmat A” XA’ ja B” X B yhté suuret. Kolmiot AX A"
ja A’X A" ovat yhtenevit (sks), joten yhtenevien kol-
mioiden vastinosina kulmat AX A" ja A’X A” ovat yhtéd
suuret. Siis kulma AX A" = kulma BXB”, joten kol-
miot AXA"” ja BXB"” ovat yhtenevit (skk); yhtene-
vien kolmioiden vastinsivuina AX = BX, misté edel-
leen seuraa, ettéd piste X = keskinormaalin M F' piste
Y.

Osoitetaan toiseksi, ettd myos maksimikulman piste
K =Y. Konstruoidaan ympyra I'(C), joka kulkee pis-
teiden A, Y ja B kautta. Jana (ympyrdn I'(C) janne)
AB nikyy taltd ympyrélta pisteessd Y kulmassa BY A
ja tunnetusti edelleen samassa kulmassa jokaisesta sen
janan AB alapuolella olevasta ympyran pisteesti. Eri-
tyisesti suoran L piste Y = maksimikulmapiste K. Ol-
koon nimittain K’ jokin toinen suoran L piste ja pis-
te H suoran K’A ja ympyran I'(C) leikkauspiste (Ku-
va 4). Nyt kolmion BK'H kulman K'H B vieruskulma
BH A on suurempi kuin kulma BK'H (vrt. esim. Lehti-
nen, Merikoski, & Tossavainen, 2007, 29). Koska kulma
BHA = kulma BY A, on piste Y = maksimikulmapiste
K.

Kouluun kenties sopivia havaintoja

Lyhimmén matkan ongelma (g2) sopii monin tavoin
kasiteltaviksi eri kouluasteilla. On esimerkiksi help-
po osoittaa, oikeastaan jo alakoulun tiedoilla, ettd tal-

16in "tulokulma” = ”1ahtokulma”. Kuvan 1 merkint6ja
kayttden kulma AXP = kulma Y XB. Fermat'n pe-
riaatteen (yhden niistd) mukaan valo kiyttdd kahden
pisteen valilld reittiéd, johon kuluu mahdollisimman vé-
hin aikaa. Yhdistamalld edelld mainitut asiat (mene-
métta téssd sen syvemmélle optiikkaan) saataneen yksi
perustelu paljon kéytetylle valo-opin heijastuslaille: va-
lon l&htokulma = tulokulma. Jos esimerkiksi halutaan
pisteestd A osoitetun laservalon heijastuvan ”peilisuo-
ralta L” pisteeseen B, on valosdde lahetettava kohtaan
X. Valo kulkee siis tdlloin paitsi lyhintd reittida AX B
pitkin, niin myo6s siten, ettd sen ldhtokulma = tulokul-
ma.

Tastéd saataisiin yksinkertainen koulusovellus esimer-
kiksi jonkin seindn tms. korkeuden BB madrittami-
seksi. Laitetaan laserosoitin jonkin lattiaan ndhden
kohtisuoran ja lattiassa kiinni olevan mittakepin A” A
paahén. Kokeillaan, mihin kohtaan (X) lattiaan pitda
asettaa peili siten, etté valo heijastuu siitd katonrajaan.
Koska nyt valon heijastuskulma = tulokulma, ovat suo-
rakulmaiset kolmiot AA” X ja BB” X yhdenmuotoiset
(kk). Mitataan lattiassa olevat matkat A”X ja B"X
ja ratkaistaan verranto AA” /A" X = BB"”/B" X janan
pituuden BB’ suhteen. Samalla saa ratkaisunsa erés
adriarvotehtava (Kuva 5):

A" . B"

X

Kuva 5. Korkeuden BB mddritys laserosoittimen
avulla hakemalla ensin kokeellisesti peilin paikka X .

Olkoon sitten kaantaen piste X’ suoralla L sellainen,
ettd tulokulma siihen pisteestd A = lahtokulma siita
pisteeseen B. Talloin on edelleen helppo osoittaa, etté
pisteen X’ on oltava lyhimman matkan piste X. Monis-
sa peleissa sybtetddn hyvilla kimmoisuusominaisuuk-
silla varustettua pelivilinetta (jadkiekkoa, biljardipal-
loa, koripalloa tms.) massiivisen, tasaisen seindmaén tai
lattian kautta esimerkiksi toiselle pelaajalle. Talloinkin
ilmeisesti sovelletaan tulokulman ja ldhtokulman yhté
suuruuden lainalaisuutta — ja samalla my6s minimimat-
kan periaatetta. Taltd pohjalta on vaivatonta ideoida
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ja toteuttaa kaikille kouluasteille sopivia pelillisid a&-
riarvotehtdvid ongelman go hengessa.

Jo alemmin todettiin, ettd suora L on ellipsin E(M)
tangentti, joka sivuaa ellipsid kohdassa X (Kuva 1).
Kuvaa 1 tarkastelemalla ndhddan helposti, ettéd ellip-
sin normaali pisteessd X puolittaa polttositeiden X A
ja X B vélisen kulman. Témaé seikka liittyy oleellisesti
sithen, ettd piste X on suoralla L oleva minimimat-
kapiste. Olkoon X’ jokin toinen ellipsin E(M) piste.
Piirretaan polttositeiden X’A ja X’B vilisen kulman
puolittaja ja konstruoidaan télle normaali eli ellipsin
tangentti L' kohtaan X’. Talloin ndhdaén, ettd "tulo-
kulma” P’X’'A = ”1dhtokulma” BX'P"” (Kuva 6), jo-
ten X’ on myds (suoraan L) liittyva minimimatkapis-
te. Voidaan myos edelleen peilata piste A suoran L'
suhteen pisteeksi P. Talloin kulmat P'X'A ja PX'P’
ovat yhta suuret; ndin myos kulma PX’'P’ = kulma
BX'P", joten piste X’ on todella suoralla PB (Kuva

Kuva 6. Kulma P' X’ A = kulma BX'P", joten myés el-
lipsin E(M) mielivaltainen piste X' on minimimatka-
piste (ellipsin siihen pisteeseen asetettuun tangenttiin
L’ liittyen).

Siis ilmeisesti jokainen ellipsin E(M) piste X' voi-
daan tulkita my6s minimimatkapisteeksi, misté seuraa
muun muassa erikoinen "peliominaisuus”: jos vaikkapa
jadkiekkoa pelattaisiin ellipsin muotoisessa kaukalos-
sa, niin syotto pisteestd A kaukalon seindmén kautta
menisi aina perille toiselle pelaajalle, mikali han olisi
kohdassa B.

Jo alakoulussa voisi ellipsid ainakin muotona tutkia toi-
minnallisesti Kuvan 1 pohjalta siten, ettd ensin laite-
taan kaksi pistettd (A ja B) sopivalle alustalle ja niiden
alapuolelle jokin suora (L); sitten peilataan piste A suo-
ran L suhteen pisteeksi A’ ja mitataan narulla tms. pis-
teiden A’ ja B valinen matka; tdméan jalkeen kiinnite-
tdan mittanarun toinen paéd kohtaan A, toinen kohtaan
B, kiristetddn naru mielivaltaisesta kohdasta jollakin
sopivalla piirtdmisvélineelld — ja kireys sailyttdmalla
piirretddn koko ellipsi. Luonnollisesti pisteiden A ja B

sekd suoran L keskindisid suhteita voitaisiin muunnella
loputtomiin. Néin saatujen kokemuksien tutkimista oli-
si helppo jatkaa Geogebraa kiyttden. Muotona ellipsi
esiintyy jo alakoulussa esimerkiksi joissakin geometrian
kuvioissa seka tietysti aurinkokuntamme mallitukses-
sa, joten sen alustava tarkastelu — ilman raskaanpuo-
leista laskennollista vélineistod — sopisi hyvin myos sin-
ne. Toisaalta mikdén ei estd hyodyntdmaésté laajemmin
tassa kirjoituksessa ellipsiin liitettyja asioita.

Maksimikulman kohdalla G. Polya (1973) mainitsee so-
tilaalliset sovellukset ampumasektoriin yms. liittyen.
Mutta mahdollinen lukija voinee keksié itse runsaasti
rauhanomaisempia kdyttémahdollisuuksia. Solmun on-
gelmapalstoilla (3/2016 & 1/2017) oli esimerkiksi taan-
noin jalkapalloon ja maksimikulmaan liittyvid kysy-
myksia.

Huomionarvoista voisi olla my6s geometrisen keskiar-
vo sekd sen geometrinen konstruointi; sehén putkah-
taa esiin useassa kohdassa tédssékin kirjoituksessa. Sa-
moin tuiki tavallisen tasakylkisen kolmion voi hahmot-
taa dariarvotehtavanakin, jopa kahdella tavalla: jos kol-
mion kanta sekd kahden muun sivun pituuksien sum-
ma on kiinnitetty, niin juuri tasakylkisessd kolmiossa
kanta nidkyy kolmion kérjestd suurimmassa mahdolli-
sessa kulmassa (vrt. esim. Kuva 1; samoin tdmé muoto
maksimoi kolmion pinta-alan).

Asriarvotehtivid on tapana tutkia koulussa vasta dif-
ferentiaalilaskennan keinoin. T&lléin yksinkertaisetkin
kysymykset voivat “teknistyd” liikaa ja samalla estéda
niiden monipuolisen ymmartamisen. Téssa kirjoituk-
sessa késitelty lyhimmén matkan (¢2) ongelma sopisi
hyvin my6s dariarvotehtéaviksi, kun on kasitelty ensin
juurifunktioita ja niiden derivoimista. Mutta talléin pa-
rempi ymmaérrys asiasta voitaisiin saavuttaa késittele-
malld rinnalla myos tuon ongelman geometrista tulkin-
taa ja ratkaisua. Differentiaalilaskennan dariarvotehta-
vand kysymys maksimikulmasta (q1) olisi luultavasti
vaativa. Mutta ainakin toiminnallisesti voidaan téssé
kirjoituksessa esitetty yhteys pisteiden X ja K valilla
kaydéa lapi milld tahansa kouluasteella.

Kysymyksien ¢; ja g2 késittelyd on mahdollista mo-
nin tavoin muunnella, esimerkiksi tutkivan opiskelun
ja 7ilmidoppimisen” mielessd. Suoran L voisi korvata
esimerkiksi ympyrénkaarella tms. Lyhimmén matkan
ongelmaa voisi olla kiintoisaa edelleen yleistdd vaikka-
pa Fermat’n pisteen hakemiseen kolmion sisdltd. Tama
on tutkittavissa tyylikkdasti geometrisesti, jolloin rat-
kaisua voisi ensin hakea kokeellisesti Geogebran avul-
la. Kenties hieman yllattavasti Fermat'n piste 16ytyy
my0s tekemaélld melko yksinkertainen koe saippualiuok-
sella — tai peréti punnitsemalla (ks. esim. Park, & Flo-
res, 2015); néissd jarjestelyissi luonto ratkaisee néiyt-
tavasti matemaattisesti melko vaativan &ariarvotehta-
van. Toisena monitasoisena kysymyksena mainittakoon
ns. Fagnanon ongelma: Milla terdvakulmaisen kolmion
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sisddn piirretylld kolmiolla (jonka kérjet ovat kolmion
sivuilla) on pienin piiri (ks. esim. Lehtinen ym., 2007,
95). Lyhin matka sinénsé, samoin kulma, ovat luonnol-
lisesti mukana lukuisissa muissakin yhteyksissa, myos
arkisissa.

Lopuksi ...

Matematiikan kouluopettajalla Suomessa on oltava
varsin runsaasti tieteensd opintoja, mika ilman muuta
on erinomainen asia. Opettaminen koulussa vaatii sil-
ti opettajalta muutakin. Jollakin konstilla ainakin osa
oppilaista pitéisi saada kiinnostumaan ja sitoutumaan
opiskeluun pintaoppimista syvéllisemmin. Olennaista
téssé lienee kunnolliset ajattelukokemukset; oppilaiden
olisi padstavé joskus aidosti my6s tekemddn matema-
tiikkkaa, osallistumaan sen késitteiden ja niiden valis-
ten yhteyksien muodostamiseen tavanomaisemman val-
miiden oppisisédltéjen omaksumisen ohella. Opettajilla
olisi tdssé asiassa epdileméttd keskeinen rooli: heiddn
olisi kyettévé ideoimaan ja toteuttamaan aktiviteette-
ja, joiden kautta edelld sanottua voitaisiin toteuttaa.
Tama saattaa vaatia aluksi omien ajatustottumusten
avartamista, ja kenties uskaltautumista myos jonkinlai-
sille epdmukavuusalueille. Kirjoitukseni (2020) on yksi
kertomus tdmén tyyppisestd seikkailusta tuntematto-
maan maastoon.

Pyrin siind ikdan kuin kantapdan kautta perehtyméaan
ns. prosessindkokulmaan matematiikassa. Didaktiikan
piirissé téatd puolta on haluttu nostaa esiin juuri sy-
vempien oppimistuloksien aikaansaamiseksi. (Tamé ei
tarkoita millddn muotoa matematiikan muiden puolien
vaheksymistd.) Talloin ei etukéteen ole tiedossa, mité
voi tulla eteen ja mité tietoja voidaan tarvita. On myos
mahdollista, ettd silloin pitdd luoda jotakin uutta tai
sattumoisin tullaan luoneeksi jotain sellaista — suhtees-
sa omaan tuttuun tietorakenteeseen — jotta asiat ete-
nisivat. Jotakin téallaista todella tapahtui tdssd vaati-
mattomassa “"prosessissani” (2020). Mutta ennen kaik-
kea tdhan liittyi merkillinen sitoutuminen, joka taisi
ainakin osittain johtua siitd, ettd koin késitteleméni
kysymyksen omakseni. Yhtd poikkeusta lukuun otta-
matta en alussa mainitussa kirjoituksessani pyytanyt
keneltdkadn apua, enkd myoskddn kayttinyt Googlea
tms., koska siten olisin sotkenut tdmén vaellukseni mie-
lenmaisemat. Téllainen menettely on nidhdékseni 14-
helld my6s didaktiikan piirissd esiintuotua kehityksel-
listd lihestymistd (vrt. esim. Haapasalo & Kadijevich,
2000; 2004). Tavanomaisempaan opetukseen koulussa,
yliopistossa jne. voidaan silloin viitata kasitteelld kou-
lutuksellinen ldhestyminen. Mahdollinen lukija voinee
havainnollistaa néiden ldhestymisien eroja esimerkik-
si vertailemalla téssd nyt késilla olevassa kirjoituksessa
esitettyja todistuksia, niiden ”pelkistettyja tarinoita”
— ja ihan lopun vield paljon pelkistetympééa hienoa to-
distusta — ja muuta samaa asiaa koskevaa, enemmén

laadullista ja havainnollista jérkeilyd, jota késiteltiin
tdmén kirjoituksen alkupuolella (vrt. Kuva 1).

Kokemukseni valossa rohkenen suositella opettajille
omien avoimien kysymyksien asettamista ja tutkimis-
ta, ainakin joskus. Tatd kautta paljastuu niin oman
ajattelun avaruus kuin ahtauskin. Ainoastaan mieli-
kuvitus voi rajoittaa kysymysten valintaa, ja maailma
kylla vastaa niihin, ennemmin tai myohemmin. Téallais-
ten kokemuksien kautta oppisisilldille ja yleisemmin
matemaattisille toimintatavoille saadaan luotua mer-
kityksellisyytté, jonka myotd myos sitked tyonteko ja
ajattelu sekd monet muut matemaattiset hyveet olisi-
vat luonnollisia ja laajasti hyodyllisiksi koettuja asioi-
ta. Yksi kiintoisa konkreettinen sivuvaikutus prosessi-
nikokulmasta on se, ettd opettaja huomaa pystyvéinsa
kehittdméan itse luontevasti uusia toiminnallisia tyota-
poja, harjoitustehtéivid sekéd jopa uusia matemaattisia
véitteita.

... Tai ei ihan viela

Matematiikan professori emeritus Jorma Merikoski
esitti hypoteesille @ (vrt. Kuva 1) lyhyen todistuksen.
(Kévimme asian tiimoilta aikoinaan kirjeenvaihtoa; té-
maén kirjoittajan "puolustukseksi” voitaneen sanoa, et-
tei hdnkéan ilmeisesti todistusta esittdmaélleni hypotee-
sille noin vain keksinyt, vaan se vaati hiukan ty6ta myos
héneltd; myos itse kysymys eli hypoteesi @, vrt. Ku-
va 1, oli hénellekin entuudestaan tuntematon.) Siiné ei
ensimmaéiseksi kiinniteta pistettd X lyhimman matkan
pisteend, vaan annetaan sen olla alussa suoran L mieli-
valtainen piste. Suoran L piste K on sitten se piste, jo-
ka saadaan kuvion 1 mukaisella konstruktiolla pistees-
td X keskinormaalin MY pisteen C kautta (suorien T'
ja L leikkauspisteend). Olkoot sitten X7 ja X» suoran
L pisteita, ja olkoot K7 ja Ko vastaavat konstruktiolla
saadut suoran L pisteet, joita vastaavat konstruktion
mukaiset keskinormaalin MY pisteet C ja Cs. Jos nyt
XA+ X1B < X5A +XQB, niin C1 M < CQM, mista
seuraa edelleen, ettd piste K5 on pisteen K oikealla
puolella. Télloin kulma BKsA < kulma BK; A , joten
K5 ei ole maksimikulmapiste. Jos siis X ei ole mini-
mimatkapiste, niin K ei ole maksimikulmapiste, silla
pienentamaélld summaa XA + X B saadaan suurempi
kulma BX A. Maksimikulmapiste on olemassa. Néin se
saadaan valitsemalla pisteeksi X minimimatkapiste —
ja vain siten.
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EGMO 2020 — haastavia tehtavia kotoa kasin

Idaliina Kuusisto, Ulrika Kaara, Veera Nurmela, Anni Tapionlinna

Euroopan tyttéjen matematiikkaolympialaiset jarjes-
tettiin vuonna 2020 tilanteesta johtuen etdkilpailuina.
Kilpailuihin kuitenkin osallistui 204 tyttoa 53 eri maas-
tal Ténad vuonna tehtévét olivat kenties edellisten vuo-
sien tehtaviin verrattuna vaikeampia.

Kilpailut olivat hieno kokemus my&s kotoa késin osal-
listuttuna. Perinteisesti kilpailuissa oli avajaiset, yhtei-
sid aktiviteetteja ja loppuseremonia. Padsimme esimer-
kiksi kokemaan ekskursiona virtuaalisesti Keukenhofin
tulppaanipellot.

Kun EGMO:n kaltainen tapahtuma jérjestetddn eté-
né, on haasteena tutustuminen muiden maiden kilpai-
lijoihin. Muihin matematiikasta kiinnostuneisiin tutus-
tuminen on térked osa kilpailua. Kilpailun jarjestéjat
tekivit kuitenkin hyvai tyota etdaktiviteettien jérjes-
tdmisessd. Monet kilpailijat kirjoittivat mielenkiinnon-
kohteistaan ja vaihtoivat yhteystietoja sille tarkoitetul-
la alustalla keskustellakseen kaukaistenkin kanssakil-
pailijoiden kanssa. Suomen joukkue oli yhteydessa esi-
merkiksi Latviaan ja Costa Ricaan.

Kaikki tehtavit olivat haastavia, mutta ne olivat hy-
vad mietittadvad. Tehtédvét olivat viime vuosien tehta-
viin verrattuina hieman vaikeampia, mika nakyi kil-
pailijoiden pisteissa. Kisat tehtiin kotoa késin ja taméa
herétti erilaisia ajatuksia. Kilpailutilanne tuntui hyvin
tavalliselta, kun tehtévia teki kotona. Toisaalta kotona
kilpailuihin valmistautuessa téytyi olla itse tarkempi,
ettd oikeanlaisen “kisatunnelman” sai péalle.

Suomi oli osallistuneista Pohjoismaista paras ja 42.

kaikkiaan 53 joukkueen joukossa. Lisdksi Suomi oli
30. osallistuneista 39 Euroopan maasta. Suhteutettu-
na osallistuneiden maiden kokonaisméa#raan ndmé oli-
vat parhaat tulokset vuoden 2014 jalkeen.

Tehtavia
Tehtava 1

Positiiviset kokonaisluvut ag, a1, as, ..., aggze taytta-
vit ehdon 2 - anq90 = ant1 + 4a, kaikilla n = 0, 1, 2
..., 3028. Todista, ettéd ainakin yksi luvuista ag, a1, as,
..., asoso on jaollinen luvulla 22020,

Esimerkkiratkaisu

Todistetaan induktiolla seuraava vaite: Jos kokonaislu-
vut ag,a,...,as, tdyttivit ehdon 2 - apyo = apq1 +
4a,, niin a,, on jaollinen luvulla 227,

Alkuaskel: Yhtélostd 2a3 = ao + 4aq seuraa, ettd as on
parillinen. Niinpa yhtalostd 2a2 = a1 + 4 seuraa, etta
a on jaollinen neljalla (4 = 22 - 1).

Induktioaskel: Oletetaan, ettéd viite patee luvulle n =
k — 1. Tutkitaan tehtdvin ehdot tayttavid lukuja
ag, ai, ..., agg. Kun sovelletaan induktio-oletusta
sekvensseihin (ag,a1,...,a3,-3), (a1,a2,...,a35—2),
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(ag,as,...,asg—1) ja (as,aq,...,as;), huomataan, et-
td ax—1, Ak, ap4+1 ja agyo ovat kaikki jaollisia luvul-
la 222, Nyt samalla tavalla kuin alkuaskeleessa, yh-
talo 2 - % = gms + 4 - 5z johtaa siihen, ettd
smz on jaollinen kahdella ja siksi yhtdlo 2 - gty =
a5 + 4 - 59— johtaa siihen, ettd w5 on jaollinen
neljalld. Siten aj on jaollinen luvulla 2%* ja induktio-
véite on todistettu. Tall6in a1919 on jaollinen luvulla

221010 — 92020 joten tehtdvé, on ratkaistu.

Tehtava 4

Sanotaan, etté lukujen 1,2, ..., m permutaatio on tuo-
re, jos ei ole olemassa positiivista kokonaislukua k& <
m, jolle permutaation k ensimmadista jasentd ovat
1,2,..., k jossakin jarjestyksessi. Olkoon f,, kokonais-
lukujen 1,2,...,m tuoreiden permutaatioiden luku-
médréd. Todista, ettd f, > n- f,—1 kaikilla n > 3.

Esimerkiksi, jos m = 4, niin permutaatio (3,1,4,2) on
tuore, kun taas permutaatio (2,3,1,4) ei ole.

Esimerkkivastaus

Olettaen, ettd n > 3, konstruoidaan f,_; erilaista tuo-
retta permutaatiota. Tutkitaan tuoreita permutaatioi-
ta luvuista 1,3,4,...,n, siis luku 2 on poistettu. Per-
mutaatiot ovat muotoa (x1,...,T,—1) missd 1 # 1 ja
{z1,...,z} #{1,3,..., k+1}. Téllaisia permutaatioi-
ta on tdsmélleen f,_;. Kun permutaatioon lisdtaan lu-
ku 2 ennen mita tahansa lukua tai viimeiseksi, saadaan
seuraavat permutaatiot:

(2,%1, . ,xn,l), . ,(Sﬂl, . 7557;71;2,1'2')7

...7(11317...,1‘”_172).

Todistetaan, ettd kaikki ndméa permutaatiot ovat tuo-
reita: Tehdédén vastaoletus ja oletetaan jonkin permu-
taatioista olevan epétuore. Siis jollekin 1 < k <n —1
ensimmadiset k jdsentd ovat 1,...,k. Jos k = 1, ensim-
maéinen jasen on 1. Ensimmaéinen jasen on kuitenkin jo-
ko 2 tai 1 # 1, joten se ei ole mahdollista. Jos k > 2,
ensimméiset k jdsentd ovat 2 ja xq,...,Tg_1, jolloin
{z1,...,2x-1} ={1,3,...,k}, miki on ristiriidassa sen
kanssa, ettd {x1, ..., Z,—1} on tuore. Niinpd permutaa-
tiot ovat tuoreita. Koska mahdollisia paikkoja luvun 2
lisdamiselle on n — 1+ 1 = n, saadaan f, > n- f,_1.

Tehtava 5

Olkoon ABC' kolmio, jolle ZBCA > 90°. Kolmion
ABC ympaéri piirretyn ympyrian I' side on R. Janal-
la AB on sisdpiste P, jolle PB = PC ja janan PA pi-
tuus on R. Janan PB keskinormaali leikkaa ympyréan
T pisteissd D ja E. Todista, ettd P on kolmion CDFE
sisadn piirretyn ympyréan keskipiste.

Ratkaisu

Piirretdédn ensiksi kuva hahmottamaan tilannetta.

Piste on kolmion sisdédn piirretyn ympyrén keskipiste,
jos se on kolmion kulmanpuolittajien leikkauspiste. Siis
todistetaan, etté piste P on kolmion C'DE kulmanpuo-
littajien leikkauspiste.

Riittda todistaa, ettd P on kahdella kolmion CDE
kulman kulmanpuolittajalla. Todistetaan siis, etta
/CEP = /DEP ja /ZPDC = /ZEPC.

Olkoot pisteet C’, D’ ja E’ janojen CP, DP ja EP
leikkauspisteet kolmion ABC ympérysympyrian kans-
sa, tdssd jarjestyksessa.

D ja E ovat janan PB keskinormaalilla. Téstd seu-
raten BE = EP ja PD = BD. Kolmiot EPB ja
DPB ovat siis tasakylkisia. ADBD’ on jannenelikul-
mio. Téasta saadaan, ettd kolmiot APD’ ja DPB ovat
vhdenmuotoisia. Tdten myos APD’ on tasakylkinen.
Siis AD’ = AP. Vastaavasti AE’BE on jannenelikul-
mio, mistd seuraten kolmiot APE’ ja EPB ovat yh-
denmuotoiset. Myos APE’ on talloin tasakylkinen. Siis
AP = AFE'. Yhdistettynia AD' = AP = AFE'. Tiedetys-
ti AP = AO = R. Siis AD’ = AP = AF' = AO = R.
Téten pisteet D', O, P ja E' ovat samalla ympyralla,
jonka keskipisteeni on A.

O ja E' ovat ympyralla, jonka keskipiste on A. A ja E’
ovat ympyréllé, jonka keskipiste on O. Saadaan

OFE' = AO = AE'.

Siis kolmio OFE’A on tasasivuinen. Vastaavasti kol-
mio OAD' on tasasivuinen. ZOAE' = ZAOE' =
/D'OA = /D'AO = 60°.

sisallysluetteloon



Solmu 2/2020

siséllysluetteloon 23

Piirretddn tasakylkiselle kolmiolle C'PB korkeusjana
kulmasta P. Olkoon korkeusjanan kantapiste F'. Siis
ZPFC = 90°. F on siis sivun BC keskipiste. Myos
kolmio OBC on tasakylkinen, joten F' on myds tdman
kolmion korkeusjanan kantapiste. F', P ja O ovat sa-
malla suoralla.

PB = PC. Siis myés Z/BPF = ZCPF.

LCPF = /BPF = LZAPO = ZPOA
ZOAP =180° — 2/APO = 180° — 24CPF
/CPA=180° - LZCPF — ZAPO =180° — 2Z/CPF

Koska ZCPA = ZPAO, ovat CP ja OA yhdensuun-
taiset.

Suorakulmaisesta kolmiosta BPF saadaan Z/BPF =
90° — ZFBP =90° — ZCBA.

Kehikulmalauseella ZCOA = 2/CBA =
/BPF) =2(90° — ZCPF) = 180° — 2ZCPF.

2(90° —

Edelliseen yhdistettynd on siis Z/COA = ZCPA =
ZOAP. CPOA on tésta seuraten jannenelikulmio ja
puolisuunnikas, jonka sivut C'P ja O A ovat yhdensuun-
taiset.

Lasketaan nyt kulmat ZCEP, /DEP, /PDC ja
/EPC. E', P, O ja D’ ovat samalla ympyréalla. Ke-
hékulmalausetta kayttiden

/CEP = /CEE = %ACOE'

1 1
= S(LAOE' — ZCOA) = (60° — LOAP),
/DEP = DEE' = /DD'E' = /PD'F’ = %APAE’
= %(4OAE’ — ZOAP) = %(60" — ZOAP).

Siis ZCEP = ZDEP. P on kulmanpuolittajalla FFE’.
Vastaavasti

/CDP =CDD' = %COD’ = %(D’OA +COA)

= %(60O +COA) = %(60O + OAP),
/EDP =FEDD' = EE'D' = PE'D' = %PAD/
= %(AD’AO + ZOAP) = %(60o + ZOAP).
/CDP = ZEDP .Siis P on kulmanpuolittajalla DD’.

Koska P on kahdella kolmion C D E kulmanpuolittajal-
la, on P kolmion CDF sisdympyréan keskipiste.
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